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V jedné obci na nameésti,
¢eka vsechny velké Stésti.
Rodince se zakratko,
zrodi KS-té détatko.

Pta se Rado otce décka:
?Poslys, to je vazné pecka,
vSak co je Tva taktika,
aby mu Sla matika?”

”Neboj Rado, je to v cajku,
mlad pfevezme IMO vlajku.
Ziska totiz jméno borce,
Pedra, nebo Pavla Hudce!”



Diofantovské rovnice
Filip Bialas

Abstrakt. Prispévek shrnuje zakladni metody feseni diofantickych rovnic a ¢as-
tecné se dotyka pokrocilejsich metod, vyuzivajicich nékterych poznatka z algebry.
Obsahuje také 29 pomérné obtiznych tloh.

Diofantovska rovnice je rovnice, kterou fesime v pfirozenych, celych (nebo raci-
ondlnich) éslech. Obecné je FeSeni Diofantovskych rovnic velmi obtizné a neexistuje
na né zadna univerzalni metoda, proto jsou také ¢astym a oblibenym tématem na
matematickych soutézich. Pro jejich feSeni je tfeba mit dobry vSeobecny piehled
v teorii Cisel.

Rozklady

Prvni uZitetnou metodou je rozklad na souéin. Casto se hodi vtipné algebraické
apravy.

Uloha 1. Res$ v N rovnici 1 + 2% + 220+ = /2, (IMO 2006)

Uloha 2. Res$ v Z rovnici (22 4+ 1)(y? + 1) + 2(z — 3)(1 — zy) = 4(1 + zy).
(Titu Andreescu)

Uloha 3. Res v N rovnici (zy — 7)2 = 22 + 2. (Titu Andreescu)

Nerovnosti

Tvrzeni. [Sevieni mocninami] Nech» a a n jsou pfirozend, n > 2. Pak neexistuje
b € N takové, ze
a <" < (a+1)"
Uloha 4. V N fes rovnici 4 + 4a? + 4 = b?. (MO 59-A-1I-1)
Uloha 5. V N fe§ rovnici 22 + y2 + 22 + 22y + 22(2 — 1) + 2y(z + 1) = w?.
ODbcas je prosté ,prava strana veétsi nez leva®.

Uloha 6. V Z fes 23 + 3 = (z +y)2.

Uloha 7. V N fes
1 1 1
(1+) (1+> (1+) s,
T Y z

Uloha 8. Najdi vSechna p¥irozend n a ki, ko, ..., k, takova, Ze

ki+ko+...+k,=5n—4,



Parametrizace

Uloha 9. Dokaz, 7e rovnice 22 + 4%+ 22 = 2 +4° + 2% ma nekoneéné mnoho Feseni

v Z. (Turnaj mést)

Uloha 10. Dokaz, Ze rovnice 2% 4+ 1 = zy mé nekoneéné mnoho Feseni v N.

Pocitani modulo

Uloha 11. Najdi vSechny dvojice p, ¢ prvoéisel, ktera splituji p° — ¢ = (p + ¢)%.
(Ruska MO)

Uloha 12. Res v Z rovnici 2° — 3% = 4. (Balkdnskd MO)

Nekonecny sestup

Tvrzeni. Neexistuje nekonecnd klesajici posloupnost ptirozenych éisel.

Hodi se, kdyZ chceme dokazat, Ze rovnice nema reseni. Pokud by néjaké méla,
zkonstruujeme mensi feSeni, ¢imz dostaneme klesajici posloupnost pfirozenych cisel.

Uloha 13. Res v Ny rovnici 23 + 2y% = 425.

Uloha 14. Res v Ny rovnici 2% — 1 = 2y. (variace na Putnam)
Uloha 15. Najdi minimélni hodnotu vyrazu m? 4+ n?, kde m, n jsou pfirozena éisla
vétsi nebo rovna 1981 splitujici (n? — mn —m?)? = 1. (IMO 1981)
Indukce

Ponékud prekvapivé mize byt uzitecna i indukce.

Uloha 16. Dokaz, ze pro kazdé n > 3 ma rovnice 7x2 + y? = 2" feSeni v N.
(Bulharska MO)

Uloha 17. Dokaz, Ze pro kazdé piirozené n ma rovnice x2 + y? + 22 = 59" feseni

v N. (Dorin Andrica)
Uloha 18. Dokaz, 7e pro kazda pFirozend k a n mé rovnice

1+ 2 1 m) 1 ma) (1 1)
né&jaké Feseni mq,mo,...,my € N. (IMO 2013)
Délitele

Tvrzeni. Pokud prvodéislo p déli a? + b2, kde a, b jsou nesoudélna, pak p = 4k + 1.
Pokud p=4k+3ap|a®+b% pakp|laap]|b.

Uloha 19. V N fes rovnici 2" + 2"~ = 32,
Uloha 20. V Z fes rovnici 23 — 2% + 8 = 32.
Uloha 21. V N fes rovnici n” + 7 = k2. (Titu Andreescu)



Trocha algebry

Pokud vycéerpame standardni metody, muzeme rozsitit celd ¢isla o dalsi prvky, ¢imz
dostaneme vétsi svét, ve kterém se tiloha snadno vzda. Tato rozsifeni ovSsem casto
postradaji nékteré pekné vlastnosti celych ¢isel, jako je tfeba jednoznacény rozklad
na prvocisla.

Definice. Nechf a je algebraické ¢islo (tj. je kofenem néjakého polynomu s koefi-
cienty v Z). Vyrazem Z[a] myslime mnozinu vSech dvojic a + ba, kde a, b jsou celd
¢isla. Spolu se séitdnim a nasobenim tvoii tato mnozina okruh (tj. soudet, rozdil a
soucin prvkl ze Z[a] opét lezi v Z[a]). Mnozindm Z[a] ¥fikdme ciselné obory.

Napiiklad Z[i] jsou tzv. Gaussova celd ¢isla.
V diselnych oborech definujeme délitelnost jako v celych &islech: a | b, pokud
existuje ¢ takové, ze b = ac.

Definice. Jednotka v oboru K je prvek x, pro néjz existuje y € K tak, ze xy = 1.
Prvodislo je takovy prvek p z K, ktery neni jednotka a pro ktery z p | ab plyne p | a
nebo p | b. Je jasné, jak se definuje napiiklad nesoudélnost.

Definice. Obor K se nazyva Eukleidovsky, pokud v ném lze délit se zbytkem, tj.
pro kazdé dva prvky a, b z K, b # 0 existuji p, ¢ z K tak, ze ¢ < |bl a a = bp+q.
Obor K je Gaussovsky neboli UFD (unique factorization domain), pokud lze kazdé
¢islo zapsat jednoznacné jako soudin prvocisel (az na jednotky a poradi).

Véta. Kazdy Eukleidovsky obor je UFD. Opac¢né implikace nemusi platit (a ¢asto
neplati).

Napiiklad Z[iv/5] neni UFD: 6 = 2-3 = (1 +4v/5)(1 — iv/5), tedy ani Euklei-
dovsky.

Véta. Nech» a, b, ¢ jsou prvky oboru K, ktery je UFD. Pokud jsou a, b nesoudélna
a plati ab = ¢ pro n > 2, pak a = ex™, b = ny", kde €,7 jsou jednotky a x, y jsou
prvky K.

Uloha 22. Res v N rovnici 22 = y® — 2 (Fermat)
Dalsi ulohy

Rovnicim typu z2 = y3 + k, kde k je pevné celé éislo, se ¥ikd Mordellovy rovnice. Da
se dokazat, ze vyjma pripadu, kdy k& = 0, maji pouze kone¢né mnoho feseni. Jejich
feseni byvaji pro rizna k velmi rozmanita.

Uloha 23. Res v N Mordellovu rovnici pro k = 7, —5, —6,46, —1, —4 ...

Uloha 24. Re$ v Z rovnici 2%(y — 1) + y%(z — 1) = 1.

Uloha 25. Res v N rovnici a®” = b°. (IMO 1997)
Uloha 26. Res v N rovnici n! +1 = (m! — 1)%.

Uloha 27. Res v Z rovnici 2y + % = 2007. (Titu Andreescu)
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Uloha 28. Res$ v N rovnici 2% — y® = xy + 61. (Ruska MO)
Uloha 29. Res v N rovnici 2% + 1 = 22y. (variace na IMO 1990)
Uloha 30. Res v Z rovnici 4oy — v — y = 22. (Euler)
Uloha 31. Najdi vSechny dvojice prvocisel p, ¢, které splituji rovnici 2P = ¢7+q+2.

Uloha 32. Dokaz, 7e rovnice 22 + ( + 1)? = y? ma nekone¢né mnoho feseni.
(Titu Andreescu)

Uloha 33. Res v Z rovnici z# = 4 4 y? + 22. (Problems from the Book)
Uloha 34. V Z fes rovnici (22 — 2)? — 2 = ¢%.
Literatura a zdroje

Tento prispévek je kopii prispévku Pepy Svobody z roku 2015 s pouze par pridanymi
priklady a timto mu dékuji.
[1] Pepa Svoboda, Diofantovské rovnice, iKS sbornicek 2015

[2] Titu Andreescu, Problems from the Book
[3] Amir Hossein Parvardi, 50 Diophantine Equation Problems



Hinty

Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Cisla.
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint

1.
2.
3.
4.
5.

6
7.
8
9

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

Odecti jednicku. Cisla y a y — 1 jsou nesoudélna.

Vyrob si vice vyrazii 1 — xy a * — y a uprav na ¢tverec.

Pravou stranu uprav na &tverec, poté pouzij A? — B2 = (A + B)(A — B).
Pouzij tvrzeni pro n = 2.

Sevienim mezi étverci dostanes, Ze prava strana je rovna (z +y + z)z.

. Uprav na soucet ctvercu.

Uspotadej proménné podle velikosti a odhaduj.

. Cauchy-Schwarzova nerovnost.
. Drze zvol z = —y.

Plati 3% | 23° + 1.

Vymodul rovnici tf¥emi.

Vymodul rovnici jedenacti.

Vsechna ¢isla jsou suda.

Pouzij nekonecny sestup na prvodiselné délitele x.

Uprav ¢tverec na (m? —m(n —m) — (n —m)?)?. Pak si vzpomeii na Fibonacciho

Oby¢ejnou indukci sestroj z feSeni pro n feSeni pro n + 1.

Pro n = 1,2 najdi feseni. Dal postupuj indukci.

Pouzij rafinovanéjsi indukci.

PFicti 2”1 a zkoumej délitele tvaru 4k + 3.

Piicti 22 a rozloz!

Pricti 121.

Obor Z[v/2] je Eukleidovsky, tedy UFD. Pouzij vétu.

V prvnich ¢tyfech pripadech staci pricist vhodnou konstantu a rozlozit. Pro —1

a —4 se vyplati pracovat v Z[i].

Hint 24. Vhodn4 je substituce u = x4+ 1, v = y + 1. Dej k sob€ vyrazy uv a u+v a rozloz

na soucin.

Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

Rozmysli si, ze alb nebo bla, a pak néjak dotes.

Odecti jednicku a pak si uvédom, zZe prava strana bude néjak vétsi.

Vyrob si (z 4 )3, odeéti 1 a poté rozloz.

Leva strana je typicky vétsi nez prava.

Zapi§ « jako 3%[, kde [ neni nasobkem t¥.

Vynasob ¢tyfmi a uprav. Pouzij délitele tvaru 4k + 3.

Odecti dvojku, rozloz a uvédom si, zZe jsou prvocisla casto liché.

Uprav na tvar —1 = (2z + 1)? — 2y?, coz je Pellova rovnice, takze staci najit

jedno feseni a pak uz jich je nekone¢né mnoho.
Hint 33. Odecti ¢tyfi, rozloz a koukej na délitele tvaru 4k + 3.
Hint 34. Zatni zuby a vymysli si vlastni metodu.



Mocnost bodu ke kruznici
Veréa Hladikovd

Abstrakt. Prispévek shrnuje nejdilezitéjsi fakta o mocnosti bodu ke kruznici.
Také obsahuje pfes 50 tloh roztiizenych zhruba podle toho, jak je v nich mocnost
pouZzita.

Teorie

Definice (Mocnost bodu ke kruznici). Je ddn bod M a kruZnice k se stfedem
O a polomérem 7. Mocnosti bodu M ke kruznici k rozumime ¢islo

p(M,k) = |MO|? — %

Necht M je bod a k(O;r) kruznice.

1) Cislo p(M, k) je nulové pravé tehdy, kdyz bod M lezi na kruznici k. Cislo p(M, k)
je kladné/zaporné pravé tehdy, kdyz M lezi vné/uvniti kruznice k.
2) Bud N dalsi bod. Je-li p(M, k) = p(N, k), pak |[MO| =|NO|.
3) Pokud M lezi vné k, ozna¢me T ten bod kruznice k, pro ktery je ptimka MT
ke kruznici k tecnou. Pak plati p(M, k) = |[MT|?.
4) (zasadni!) Necht pfimka p vedend bodem M protne k v bodech A, B. Pak
MA]- |MB| = p(M, ).
Tvrzeni (Popis tétivovych ¢tyFahelniku). Necht ABCD je étytthelnik a @ =
AD N BC. Pak ABCD je tétivovy pravé tehdy, kdyz |QA| - |QD| = |QB| - |QC.
Definice. Necht k, ! jsou kruznice. Mnozinu bodit X spliiujicich p(X, k) = p(X,1)
nazyvame chordalou kruznic k, .
Tvrzeni. Chordéla dvou nesoustfednych kruznic je pfimka kolmé na spojnici jejich
stiedt.
Uloha 1. KruZnice k, [ se protinaji v bodech A, B. Piimka AB protne spole¢nou
te¢nu kruznic k, [, kterd se jich dotykd v bodech T, U, v bodé P. Pak |PT| = |PU|.
Nésledujici lemma ¢asto umoznuje dokazovat, ze néjaké ctyfi body lezi na kruz-
nici, misto toho, ze néjaké t¥i pfimky prochdzeji jednim bodem (a naopak).
Tvrzeni (Radikalni lemma). Na nesoustfednych kruznicich k a [ jsou ddny po

fadé body K;, Ko a Ly, L. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1) Body K1, Ks, L1, Lo lezi na jedné kruZnici.
2) Piimky K3 K5 a Ly Lo se protinaji na chordale kruznic &k a I (nebo jsou s ni obé
rovnobézné).



Uloha 2. Na pifmce p lezi body A, B, C, D v tomto poradi. Kruznice nad préméry
AC, BD se protnou v X, Y. Na pifimce XY zvolime bod P (P ¢ BC). Pfimka CP
protne kruznici nad AC' podruhé v bodé M, pfimka BP kruznici nad BD v bodé
N. Ukazte, ze ptimky AM, DN, XY prochézeji jednim bodem. (IMO 1995)

Tvrzeni (Potené¢ni stfed). Uvazme t¥i kruZnice wy, wo, wz. Pak jejich vzdjemné
chordéaly prochézeji jednim bodem (nebo jsou vSechny rovnobézné). Tomuto bodu
se Tika potencni stfed kruznic wi, wa, ws.

Tvrzeni (Dal$i mnoZiny). Uvazme dvé nesoustfedné kruznice wy, wo se stfedy
01, O5. Pak mnozina bodtu X, pro které je

1) rozdil p(X,w1) — p(X,ws) konstantni, je pfimka kolma na O0s.
2) soudet p(X,w1) + p(X,w2) konstantni, je kruznice se stfedem ve stiedu O10s.
3) podil p(X,w1) : p(X,ws) konstantni, je kruznice se stfedem na O;05.

Uloha 3. Kruznice vepsana trojihelniku ABC' se dotjké jeho stran AB, BC, CA
v bodech F, D, E. Ozna¢me pismeny Y7, Ya, Z1, Zs, M stiedy tseéek F'B, BD,
DC, CE, BC. Kone¢né bud X = Y1Ys N Z1Z5. Dokaite, ze XM 1 BC.

Na rozjezd

Uloha 4. Jsou dany dvé neprotinajici se kruznice k, I. Zkonstruujeme jejich étyfti
spole¢né tecny a na kazdé vyznacime stied tisecky urcené prislusnymi body dotyku.
Dokazte, ze tyto ¢tyTi stfedy lezi na primce.

Uloha 5. Je déna ptilkruznice 7 s primérem AB. Body P, @ jsou dany na tisecce
AB tak, ze AP = BQ. Rovnobézné poloptimky vychézejici z P a @ protnou 7
postupné v X a Y. Dokazte, Ze souc¢in PX - QY je pevny.

Uloha 6. Na kruznici w jsou dany body A, B, které netvoii jeji priimér. Uvazme
vSechny dvojice kruznic w,, wp, které maji vnitini dotyk s w postupné v A, B a
které maji navic samy vnéjsi dotyk. Dokazte, ze vnitini spole¢na te¢na kruznic w,,
wp prochazi pevnym bodem.

Uloha 7. Je déan ¢tverec ABCD. Kruznice k skrz A a C protina kruznici [ skrz B
a D v bodech P, Q. Dokazte, 7Ze stfed ¢tverce ABCD lezi na PQ. Plati totéz pro
obdélnik? Kosoctverec? (Baltic Way 2010)

Uloha 8. Vné kruznice k jsou dany body A, B. Pohyblivé piimka skrz A protiné k
v X, Y. Dokazte, ze kruznice XY B prochézeji pevnym bodem rtznym od B (nebo
se vSechny dotykaji téze pfimky).

Uloha 9. Pi#imky ramen AD, BC lichobézniku ABCD se protnou v E. Kruznice
s pruméry AC, BD se protnou v X a Y. Dokaite, ze F lezi na XY.

Uloha 10. V roviné je dana kruznice k se stfedem S a bod A # S. Uréete mnozinu
stfedt kruznic opsanych vSem trojuhelnikim ABC), jejichz strana BC je prumeérem
kruznice k. (MO 56-A-1-4)
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Uloha 11. Po stranach AB, AC trojthelnika ABC' se pohybuji postupné body L,
K. Dokazte, 7Ze spoleéna tétiva kruznic nad priméry BK a CL prochazi pevnym
bodem.

Poditaci

Uloha 12. Osa thlu u vrcholu A protne protéjsi stranu BC trojihelnika ABC v D.
KruZnice ADB protne AC podruhé v E, kruznice ADC protne AB podruhé v F.
Dokazte, ze BF = CE.

Uloha 13. Jsou dany neprotinajici se kruznice k, [. Jedna vnéjsi spoleéna tecna
se dotykd k v A, ta druhd se dotyka [ v D. Dokazte, Ze tseCka AD vytne na k a [
stejné dlouhé tétivy.

Uloha 14. Kruznice k se dotyké tisecky AB v jejim stfedu M. Oznaéme N stied
AM. Piimka skrz A protne k v C a D tak, ze se osy tseCek CN a BD protinaji
v bodé O na AB. Uréete AO/OB. (USAMO 1998)

Uloha 15. Na strané AB obdélnika ABCD splitujiciho AB = 2- BC je dan bod E.
Ozna¢me P a @ paty kolmic z A na DE a z B na CE. Dokazte, 7e kruznice (PEQ)
se dotyka strany CD. (Baltic Way 2003)

Uloha 16. Uvnitf ostrothlého trojihelnika ABC s vyskami BE a CF je dan bod
P tak, ze BP je tetna ke kruznici APF a CP je teéna ke kruznici APFE. DokaZte,
ze /BPC = 90°. (ala MEMO 2011)

Uloha 17. Uhlopiicky lichobé&znika ABC D se protinaji v P. Kruznice (BCD) pro-
tne AP podruhé v A;. Body By, C1, D1 definujeme podobné. Dokazte, ze Ay B1Cy Dy
je rovnéz lichobéznik. (Turnaj Mést 2008)

Uloha 18. Kruznice protne strany BC, C A, AB trojthelnika ABC v bodech Aj,
As, By, Bs, Cy, Cy. Ukazte, 7e ptimky AA;, BBy, CC; prochézeji jednim bodem
pravé tehdy, kdyz piimky AAs, BBy, C'Cs prochazeji jednim bodem.

Uloha 19. KruZnice w protina strany AB, BC, CD, DE, EA rovnostranného (ne
nutné pravidelného) pétithelnika ABCDE v bodech A, As, ..., E1, Ea. Dokazte,
ze

AA1+BB1+...+ FEFFE; = A3 B+ ByC + ...+ E5A.

Uloha 20. Trojthelnik ABC' je vepsan do kruznice w s polomérem R. Kruznice
A-pfipsand se stfedem I, protne w v bodech D, E. Pfimka I, D protne w podruhé
v X. Dokazte, ze I, X = 2R.

Uloha 21. Nastranach AB, AC trojtihelnika ABC s nejkratsi stranou BC najdeme
body K, L tak, ze KB = BC = CL. Dokaizte, ze KL je kolma na OI, kde O a I
jsou opsisté a vepsisté AABC.

Uloha 22. V trojahelniku ABC protnou osy vnéjsich thld u vrchold A, B, C
protéjsi strany postupné v bodech D, E, F. Dokazte, ze body D, E, F lezi na
pfimce kolmé na OI, kde O a I jsou opsisté a vepsisté AABC.
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Stredy usecek

Uloha 23. Teény skrz A ke k se ji dotykaji v T a U. Bud M stted AT. Usecka MU
protne k podruhé v X. Dokazte, ze XA =2 - MX.

Uloha 24. V trojihelniku ABC s tézistém G plati ZGAB = /G BC. Dokaite, Ze
LGAC = LGCB.

Uloha 25. Trojuhelnik ABC (AB < AC) je vepsan do kruznice w. Teéna k w v A
protne BC v D. Ozna¢me M stied AD a protnéme M B podruhé s w v X. Dokazte,
7e /DXA=/AXC.

Uloha 26. Na odvésné AC pravothlého trojihelnika ABC' s pieponou AB je dan
bod D. Kruznice skrz D dotykajici se AB v A a kruZnice skrz D dotykajici se AB
v B se protnou v bodé E. Dokazte, ze /DEC = Z/BAC.

Uloha 27. V ostrotihlém trojihelniku ABC oznaéme M, N stiedy AB, AC a D
patu vysky z A. KruZnice opsané trojuhelnikim BN D a C' M D se protnou podruhé
v E. Dokazte, ze DE prochazi stfedem M N. (ARO 2007)

Uloha 28. Na téznici AM ostrouhlého trojuhelnika ABC je dan bod D. Kruznice
k, I prochazeji bodem D a dotykaji se pfimky BC' po fadé v bodech B, C. Strany
AB, AC protnou kruznice k, [ podruhé v P, Q). Ukazte, Ze tecna ke kruznici k vedena

bodem P a te¢na ke kruznici [ vedend bodem @ se protinaji na AM.
(Vietnam TST 2010)

Uloha 29. V ostrotihlém trojihelniku ABC vepsaném do kruznice k ozna¢me M,
N stedy AB, AC, D patu A-vysky a G tézisté. Kruznice [ prochazi body M, N a
dotyka se k v bodé X # A. Dokazte, ze X, D, G lezi v pfimce. (ISL 2011, G4)

Radikalni lemma

Uloha 30. Na strané BC trojahelnika ABC s vyskami BM, CN a kolmistém H
je dan bod W. Body X, Y jsou zvoleny tak, aby WX, WY byly praméry kruznic
BW N, CW M. Dokazte, ze body X, Y, H lezi na ptfimce. (IMO 2013, 4)

Uloha 31. Je dan ostrothly trojthelnik s ortocentrem H. KruZnice se stiedem ve
stfedu strany BC prochéazejici bodem H protne BC' v A, As. Body By, Ba, C, Cs
definujeme podobné. Dokazte, Ze téchto Sest bodi lezi na kruznici.

(IMO 2008, 1)

Uloha 32. V rfiznostranném trojihelniku ABC' je a = 60°. Ozna¢me O opsisté a
I vepsisté. Dokazte, ze BC, OI a osa tsecky Al prochézeji jednim bodem.
(Polsko 2012)

Uloha 33. Osy uhlt u A, B protnou protéjsi strany trojthelnika ABC v D, E a
samy sebe v I. Piimka DFE protne kruznici opsanou v M a N. Dokazte, ze MIN
prochézi stiedy kruznic B- a C-pFipsanych. (ala ARO 2006)
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Uloha 34. Kruznice wy, ws se stiedy O1, O se protinaji v X a Y. Piimka skrz O;
protne wy v P a @, pfimka skrz Os protne w; v R a S. Dokaite, ze pokud P, @, R,
S lezi na jedné kruznici, pak st¥ed této kruznice lezi na XY (USAMO 2009)

Uloha 35. KruZnice prochézejici body B, C trojthelnika ABC protne jeho strany
AB, AC podruhé v C’, B'. Dokazte, ze piimky BB’, CC’, HH' prochazeji jednim
bodem, kde H, H’' jsou kolmisté trojihelniki ABC, AB'C". (ISL 195 G7)

Uloha 36. Osy thlt u A, B protnou kruznici opsanou trojthelniku ABC podruhé
v D, FE a samy sebe v I. Pfimka DF protne C A, CB postupné v F'; G. Rovnobézka
s AD skrz F protne rovnobézku s BE skrz G v P. Dokazte, ze PI, AE a BD bud
prochézeji jednim bodem, nebo jsou navzajem rovnobézné. (ala ISL 2011 G5)

Uloha 37. Je dan pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem u vrcholu C.
Ozna¢me D patu vysky z bodu C. Necht X je bod uvnitf Gsecky C'D. Oznaéme
K ten bod na usecce AX, pro ktery BK = BC. Podobné ozna¢me L ten bod na
usecéce BX, pro ktery AL = AC. Déle necht M je prisedik isecek AL a BK. Ukazte,
7e MK = ML. (IMO 2012, 5)

Uloha 38. [Brianchonova véta] Sestitthelniku ABCDEF je vepsana kruznice. Do-
kazte, ze AD, BE, CF prochazeji jednim bodem.

Nulové kruznice

Uloha 39. Je déna kruZnice k a bod A vné ni. Pro X € k ozna¢me Y priisecik osy
AX atetny k v X. Uréete mnozinu Y.

Uloha 40. Je dan trojihelnik ABC' s vepsistém I. Kolmice na AI skrz I protne
BC v A’. Podobné definujme B’ a C’. Dokazte, ze A’, B’, C’ lezi na pfimce kolmé
na OI, kde O je opsisté ABC.

Uloha 41. Je dana kruZnice k a piimka p. Bod P probiha p. Teény z P ke k se ji

dotykaji v T" a U. Uvazme kruznici se stifedem P prochézejici body T', U. Dokazte,
7e vSechny takové kruznice prochézeji dvéma spole¢nymi body.

Uloha 42. Kruznice k, [ maji vnéjsi dotyk v bodé 7. Bod A probihé kruznici [. Na
kruznici k najdeme body B, C, aby AB, AC byly te¢ny kruznice k. P¥imky BT,CT
protnou kruznici [ podruhé v bodech D, E. Najdéte mnozinu pruseciki pfimek DFE
a tecen ke kruznici [ v bodé A.

Uloha 43. KruZnice vepsana trojithelniku ABC se dotyka stran AB, AC v bodech
Z, Y. Zkonstruujme rovnobézniky BCY R, BCSZ. Dokazte, ze GR = GS, kde
G=BYNCZ. (ISL 2009, G3)

Hezké alohy

Uloha 44. Uvnitf thlu AV B je dan bod P. Pfimka skrz P protne VA, VB v X,
Y. Zkonstruujte primku, pro kterou je souc¢in PX - PY miniméalni.
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Uloha 45. Bod O uvnitf trojthelnika ABC splituje ZBOC = 90°, ZOBA = ZOAC
a ZBAO = ZOCB. Uréete AC'/OC. (Moskva 2011)

Uloha 46. Na stranach AB, AC trojthelnika ABC s opsistém O jsou dany body
Q, P. Ozna¢me K, L, M stiedy BP, CQ, PQ. Dokazte, Ze pokud se K LM dotyka
PQ, pak OP = 0Q. (IMO 2009, 2)

Uloha 47. Na stranach AB, AC trojihelnika ABC jsou dany body P, @ tak, Ze
AP = AQ. Na tsecce BC jsou dany body S, R tak, ze B, S, R, C lezi na pfimce v
tomto poradi a plati soucasné /BPS = ZPRS a ZCQR = ZQSR. Dokaite, ze P,
Q, R, S lezi na kruZnici. (USAJMO 2012)

Uloha 48. Kruznice k, [ se dotykaji v bodé T. Na k zvolime bod K. Te¢na k I
vedend bodem K se ji dotykd v L. Dokazte, ze pomér KT/K L nezévisi na volbé
bodu K na k.

Uloha 49. Je dana piimka p, kruznice k, ktera ji neprotin, a bod M. Uvazme
vSechny kruznice, které se dotykaji p a maji vnéjsi dotyk s k. Ozna¢me odpovidajici
body dotyku P a K. Dokazte, Ze stfedy kruznic opsanych vsem trojahelnikim PK M
lezi na p¥imce. (MO 57-A-1-5)

Uloha 50. V pravouhlém trojuhelniku ABC s pieponou AB ozna¢me G tézisté. Bod
P na poloptimce AG spliuje ZCPA = ZCAB, bod @ na polopfimce BG spliiuje
/CQB = ZABC. Dokazte, 7Ze kruznice AQC a BPG se protinaji na AB.

(Kanada 2013)

Tézsi ulohy
Uloha 51. V trojahelniku ABC s vyskami AD, BE, CF ozna¢me A’ = BOCNEF
a podobné B’ a C'. Dokazte, ze A’, B', C' lezi na piimce kolmé na OH.

Uloha 52. Jsou dény dvé neprotinajici se kruznice k, I. Jejich spoleéné vnéjsi te¢ny
se protnou v HT, spole¢né vnitini teény v H~. Na k zvolme bod K tak, ze pfimky
KH*, KH™ protnou [ ve étyfech bodech. Dokazte, Ze dva z nich tvoii primeér [ a
ze primka skrz zbylé dva prochazi pevnym bodem nezavislym na K.

Uloha 53. Je dén trojahelnik ABC splitujici ZBAC = 30°. Dokazte, ze pokud X,
Y lezi na poloptimkach AC, BC tak, ze OX = BY, kde O je opsisté ABC, pak osa
tsecky XY prochéazi pevnym bodem. (Bulharsko 2006)

Uloha 54. Jsou dany trojuhelniky PAB, PCD takové, ze PA = PB, PC = PD a
trojice P, A,C a B, P, D lezi na pfimce v téchto poradich. Libovolna kruznice skrz
A a C se stredem S; protne kruznici skrz B a D se stfedem Sy v X a Y. Dokazte,
ze stfed S92 je opsistém PXY. (Japonsko 2012)

Uloha 55. Je dan AABC. Po pfimce BC za bodem C se pohybuje X tak, Ze
kruznice vepsané trojihelnikim ABX a ACX se protinaji. Ozna¢me jejich prisecéiky
P, Q. Dokazte, ze PQ prochézi pevnym bodem. (ISL 2004 G7)
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Uloha 56. Jsou dany dvé kruznice k, [ se stiedy K, L a t¥i pfimky p, g, 7 neprocha-
zejici jednim bodem takové, Ze kazdé z nich vytina stejné dlouhou tétivu na k jako
na [. Dokazte, Ze kruznice opsand trojihelniku uréenému p¥imkami p, g, r prochéazi
stfedem tsecky K L. (Turnaj Mést 2008)

Literatura a zdroje

Tento prispévek je kopii prispévku ze sbornicku KS 2014. Timto dékuji jeho ptvod-
nimu autorovi, Pepovi Tkadlecovi.

[1] Andreescu, Rolinek, Tkadlec: 106 Geometry Problems, XYZ Press, 2013
[2] Andreescu, Rolinek, Tkadlec: 107 Geometry Problems, XYZ Press, 2013
[3] Altschiller-Court: College Geometry, Dover, 2007

[4] Coxeter, Greitzer: Geometry Revisited, MMA, 1967

[6] Archiv soutézi na strance http://mathlinks.ro/resources.php
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Hinty

Hint 4. Bude to chordala.

Hint 5. Dokreslete celou kruznici.

Hint 6. Kdyz se kruznice dotykaji, splyva chordala se spolecnou tecnou.

Hint 7. Méfte mocnost stfedu k obéma kruznicim. Alternativné je to jen radikalni lemma.
Hint 8. Mocnost A k témto kruZznicim je pevné.

Hint 9. Dokazte, ze £ ma k obéma kruznicim stejnou mocnost (pfeneste soucin pomoci
rovnobézky na jednu ze zdkladen).

Hint 10. Ukazte, ze druhy prusecik kazdé takové kruznice s AS je pevny.

Hint 11. Je to H.

Hint 12. Osa thlu déli protéjsi stranu ve znadmém poméru.

Hint 13. Porovnejte mocnost A k [ a mocnost D ke k.

Hint 14. Body B, C, D, N lezi na kruZnici.

Hint 15. Tipnéte, kde se ji bude dotykat. Zméite mocnost z C a D.

Hint 16. Ovéite Pythagorovu vétu.

Hint 17. Vse se déje na AC a BD.

Hint 18. Zkombinujte mocnosti s Cevovou vétou.

Hint 19. Se¢téte mocnosti vrcholu k w.

Hint 20. Dokreslete osu thlu u A a vyjadrete vSe potiebné.

Hint 21. Rozdil mocnosti.

Hint 22. Rozdil mocnosti k opsané a I upravte na b - ¢ — 2.
Hint 23. Najdi podobné trojihelniky.

Hint 24. Interpretujte rovnost uhli jako te¢nost néjaké piimky k néjaké kruznici a vyuzijte,
ze chordala puli spole¢nou te¢nu (nebo dokreslete t&tivovy ¢tyfuhelnik).

Hint 25. Bud dokreslete sou¢asné rovnobéznik a tétivovy ¢tyfiahelnik, nebo druhou kruz-
nici ke spolecné tecné. Douhlete.

Hint 26. Stfed pfepony je soucasné opsisté.

Hint 27. Méfte podél M N, trojuhelniky BM D a DNC' jsou rovnoramenné.

Hint 28. Téznice je chordala k a [, takze BCQP je tétivovy (mocnost z A). Hledany
priseéik oznacte X a dokazte, ze trojihelnik PX@Q je rovnoramenny (u P, Q znate thly).
Hint 29. Protnéte teény v A a X a posléze najdéte tétivovy ¢tyfuhelnik.

Hint 30. Protnéte BWN, CW M podruhé.

Hint 31. Nejdfiv radikdlnim lemmatem dokazte, ze na kruznici lezi ¢tvefice Bi, B2, Ch,
C3, podobné pro dalsi dvé étvetice. Mohlo by jit o tfi rizné kruznice?

Hint 32. Kde protne osa Al opsanou?

Hint 33. Dokazujte, ze D a F lezi na chordéle kruznice opsané AABC' a kruZnice skrz [
a dvé pripsisteé.

Hint 34. Oznadte PQ N RS a po chordéale najdéte ortocentrum, nebo opakované pouzijte
definici mocnosti.

Hint 35. Dokreslete dalsi dvé kruznice, aby byly piimky BB’, CC’, HH' jejich chordaly.
Hint 36. Pro radikalni lemma najdéte dvé kruznice a ukazte, ze X = DE N PI k nim ma

stejnou mocnost.
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Hint 37. Pfed pouzitim radikalniho lemmatu dokreslete kruznice a protahnéte tisecky na
primky.

Hint 38. Dokreslete tfi kruznice tak, aby byly AD, BE, C'F jejich chordalami.

Hint 39. Uvazte A jako kruznici s nulovym polomérem.

Hint 40. Uvazte I jako kruznici s nulovym polomérem, nebo spoctéte rozdil mocnosti k
opsané a vepsané.

Hint 41. Piimka p je chordéla k a néjakého bodu.

Hint 42. Dokazte, ze DE je chordala k a bodu A.

Hint 43. Dokreslete A-pripsanou.

Hint 44. Vepiste do AV B vhodnou kruznici.

Hint 45. Dokreslete obraz C' pfes OB.

Hint 46. Nejdiive vyuhlete podobné trojuhelniky a pfepisté poméry na souciny.

Hint 47. Kdyby se kruznice PRS a QRS lisily, co by byla jejich chordéla?

Hint 48. Zkombinujte mocnost se stejnolehlosti.

Hint 49. Vsimnéte si, ze pfimka PK prochazi pevnym bodem.

Hint 50. Uhlové podminky pielozte na te¢nosti. Tipnéte spravny bod na AB.

Hint 51. Najdéte dvé kruZnice, ke kterym ma A’ stejnou mocnost.

Hint 52. Kombinaci mocnosti a stejnolehlosti vyjadfete pevné poméry. Menelaus.

Hint 53. Ze symetrie — co to bude za bod? Dokreslete druhé priseciky kruznic a ptrimek.
Hint 54. Soucet mocnosti.

Hint 55. Osa uhlu, stfedni pricka a spojnice bodl dotyku prochézeji jednim bodem.
Hint 56. Chordala, stfedni pficka a Simsonova primka.
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Lagrangeova interpolace
Jakub Lowit

Abstrakt. Dostaneme-li nékolik bodi, umime nalézt polynom, ktery jimi presné
prochazi? Jak vysoky stupen takovy polynom bude muset mit? A lze takové tvahy
néjak rozumné vyuzit pfi feSeni olympiddnich tloh? Na vSechny tyto otézky se v
prispévku pokusime odpovét.

Intro k interpolaci

Nejprve si ukazeme, jak zadanou n + 1-tici bodd provést polynom stupné nepfesa-
hujiciho n. Po zbytek pfednasky pak budeme z této znalosti bohaté Cerpat.

Véta. Af zg,z9,...,2, € R je n + 1-tice po dvou rliznych redlnych ¢isel, dale
méjme libovnolné redlna ¢isla yo,ya, ...,y € R. Pak existuje jednoznacné urceny
redlny polynom f stupné nejvyse n takovy, ze f(x;) = y; pro vSechna i =0,1,...,n.
Diikaz: Definujme f(x) = 30 o vi [ % Protoze x; byla po dvou rfizna, je f
dobte definovany redlny polynom proménné x stupné nejvyse n.

Zbyva ukazat, ze jako takovy je f urcen jednoznacné. Vezméme libovolny realny
polynom g, ktery prochazi vSemi n + 1-danymi body a ma stupen nejvyse n. Potom
h = f — g je opét redlny polynom stupné nejvyse n, pfi¢emz h(z;) = y; —y; = 0
pro vSechna ¢ = 0,1, ..., n. Pokud ale m4 realny polynom v né€jakém bodé z; kofen,
musi byt délitelny polynomem x — x;. Polynom h mé ale vic kofent, nez jaky méa
stupen, tedy je to nulovy polynom, odkud f = g. ]

Definice. Polynom f z predchoziho tvrzeni nazyvame Lagrangeuv interpola¢ni po-
lynom.

Na interpola¢ni predpis mizeme nahlizet tak, ze kazdy polynom stupné nejvyse
n + 1 1ze jednoznacné vyjadrit jako linearni kombinaci n 4+ 1 polynomt, které maji
pravé v jednom z bodt x; hodnotu jedna a ve vSech ostatnich x; se nuluji.

Poznamka. Véta a Lagrangeové interpolaci neplati pouze pro redlné polynomy, ale
také pro polynomy nad Z, pro libovolné prvocislo p.

Diikaz poznamky je zcela analogicky predeslému dukazu. Obecnéji, véta o La-
grangeové interpolaci funguje pro libovolné téleso T'. Nés ale stejné zadna jina télesa
nez ta vyse uvedend zajimat nebudou.

Uloha 1. Af by,b1,...,b, € R jsou po dvou riizna a cg,ci,...,c, € R libovolna.
Potom maé soustava rovnic
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a0+boa1 +b(2)a2+ +bgan = Co,

a0+b1a1+b%a2+...+b?an = (1,

2
ap + bpar +bias + ...+ bra, = cy.
pravé jedno feseni ag, ay, ..., ay.
Lagrangeuv interpola¢ni polynom neni Sikovny pouze tim, Ze existuje. Jeho
krasa tkvi v tom, Ze ho muzeme explicitné napsat. To je spole¢né s jeho jednoznac-
nosti velmi silnéd zbran.

Hodnoty v bodech

Zacneme jednoduchymi tlohami, jejich cilem je spocitat hodnotu polynomu zada-
ného svymi hodnotami v néjakém dalsim bodé.

Uloha 2. Reélny polynom f stupné degf < n spliiuje f(i) = 2° pro viechna
1=0,1,...,n. Spoctéte f(n+ 1).

Uloha 3. Ukaite, Ze polynom f z predchozi tlohy mé stupeii pfesné n.

Uloha 4. Realny polynom f stupné degf < n spliuje f(k) = (}H) pro vSechna
k

k=0,1,...,n. Spoctéte f(n+ 1).

(IMO Shortlist 1981)

Uloha 5. Polynom f s celo¢iselnymi koeficienty splituje f(0) = 0 a f(1) = 1. At
p je takové prvocislo, ze f(k) dava zbytek 0 nebo 1 modulo p pro libovolné k € N.
Dokazte, ze f ma stupen alespon p — 1.

(IMO Shortlist 1997)

Uloha 6. Af aj,as,...,a, jsou nezdporna celd ¢éisla. DokaZe, Ze konstatni ¢len
soucinu

NG na
11 (1_%> eroven iz @)!

X ; a;!
1<i#j<n J H’LZ] g

Na procviceni jesté dodame dva dalsi iplné primocaré priklady, jejichz dopoc-
teni vSak vyzaduje o trochu vic prace.
Uloha 7. At Fj; znaéi i-té Fibonacciho ¢&islo.! Af polynom f stupné 990 spliiuje
f(k) = Fy, pro v8echna k = 992,993, ...,1982. Dokazte, ze f(1983) = Figss — 1.
(IMO Shortlist 1983)

Uloha 8. Polynom f(z) stupné 3n mé hodnotu 0 v bodech 2,5,8,...,3n — 1,
hodnotu 1 v bodech 1,4,7,...,3n — 2 a hodnotu 2 v bodech 0, 3,6,...,3n. Navic
plati f(3n + 1) = 730. Naleznéte n.

(USAMO 1984)

! Tedy Fy =1, Fb=1a F, = Fy,_1 + Fy_2 pron > 3.
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Kombinatorika a koeficienty

Pro dikazy nékterych identit casto staci spocitat néktery koeficient néjakého poly-
nomu dvéma zpusoby.
Uloha 9. Dokaite, ze pro libovolna po dvou rizné celd &sla ai,as,. .., a, a pro
libovolné pfirozené k je

n k
a;

i=1 Hj;éi(ai —aj)
celé ¢islo.

(Velka Britanie)

Uloha 10. Jakjch hodnot nabyva vyraz z minulého piikladu pro piirozens k =
0,1,...,n—17
Uloha 11. Vyjadiete pfedesly vyraz jako polynom v proménnych a; pro k = n a
prok=n+1

Uloha 12. Vyjadiete predesly vyraz jako polynom v proménnych a; pro libovolné
k> n.

Uloha 13. Af f(z) = a,2™ +...+ayz +ag je realny polynom. Pro libovolna redlna
b, h dokazte

Zn:(—l)""“ (Z) F(b+kh) = a,nlh™.

k=0

Poznamenejme, ze v predchozi tloze mize byt klidné a,, = 0, pouzivame totiz
pouze horni odhad na stupen f. Nyni pfijde sprska kombinatorickych identit. Né-
které jsou diisledky elementarnich kombinatorickych princip, jiné zcela lehké nejsou.
Kazdopéadné si je vSak rozmyslete pomoci predchozi tlohy ¢i jiné interpolace.

Uloha 14. Pro p=0,1,...n — 1 dokazte

i(—n”*k (Z) kP = 0.

k=0

Uloha 15. Dokazte, Ze

Uloha 16. UkaZte rovnost

k=0
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Pro radost si mtizete stejnymzpiisobem spocitat podobné sumy i pro vyssi moc-
niny. Na zaveér této sekce si zaddme jednu tézkou tlohu.

Uloha 17. Doka’te rovnost
- (_1)k71 n n__ .n . 1
Z ’ I (n—k)"=n =
= k=2

k=1

Polynomy a nerovnosti

Doted jsme interpolaci pouzivali k ziskdvani rovnosti. Nyni se ji pokusime aplikovat
k dtikaztim rtiznych nerovnosti s polynomy. Mame-li totiz néjakou podminku na do-
statek hodnot polynomu, Lagrangeova interpolace pak vynucuje nerovnosti v dalsich
bodech.

Uloha 18. Realny polynom f(x) stupné n splituje na intervalu [0, 1] nerovnost
|f(x)| < 1. Dokazte, ze |f(=)] < 2" — 1.

Uloha 19. Mgjme redlny polynom f = ax? + bz + ¢, takovy, Ze &isla f(—1), f(0) a
f(1) v absolutni hodnoté nepfesahuji 1. Dokazte, ze pro libovolné = € [—1, 1] plati
[f(@)] < §ala®f(3)] <2

(Spanélsko 1996)

Uloha 20. Je dano realné a > 3 a polynom p stupné n. Dokazte, ze
maxi=o,1,...n+1a’ = p(i)| = 1.

(Indie 1998)

Uloha 21. Patrik si napsal realny monicky polynom stupné n, vyhodnotil jej v n+1
ruznych celoc¢iselnych bodech, vzal z nich absolutni hodnoty a vybral tu nejvétsi.
Polynom i body volil tak, aby vyslednd hodnota byla nejnizsi mozna. Kolik mu
vyslo?
(iKS-5-A3)
Nyni si jesté zadame nékolik dalsich prikladi, které s interpolaci tizce souvisi.
V nich se typicky hodi tipnout spravné body, ve kterych interpolaci provedeme. Pro
polynomy nizkych stupni je takové tipovani mozné, pro vyssi stupné se k nému hodi
znalost takzvanych Cebysevovych polynomit. Jejich zkouméni se ale vyhneme.

Uloha 22. Naleznéte maximum vyrazu a? + b% + 2, je-li |ax® + bz + ¢| < 1 pro
libovolné z € [-1,1].
Uloha 23. Reélna disla a,b,c,d spliuji |az® + bx? + cx + d| < 1 pro viechna
x € [—1,1]. Ukazte, Ze |a| + |b] + |¢| + |d| < 7.

(IMO Shortlist 1996)
Uloha 24. Budiz p(z) = az®+ bz + cx + d realny polynom splitujici |p(z)| < 1 na
intervalu [—1, 1]. Maximalizujte |c| a urcete, pro které polynomy se maxima nabyva.
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Uloha 25. Mé&jme funkci F' = max,eo,3] |3 — ax? — bx — c|. Naleznéte jeji minimum
ptes vSechna a, b, c € R.
(Cina TST 2001)

Na zavér poznamenejme, zZe silnou zbrani na mnoho takovych polynomialnich
nerovnosti je Cebysevova véta, ktera fikd, ze monicky redlny polynom f stupné n
na intervalu [—1,1] splifuje max,c(_1,1)|f(#)| > 57=r. Tento odhad pFitom obecné
vylepsit nelze. Vsimnéte si, ze napiiklad posledni z nasich tdloh je pak trivialni. My
se vSak touto vétou dikladnéji zabyvat nebudeme.

Dalsi stylovou aplikaci Lagrangeovy interpole¢ni formule je jeji vypusténi na
komplexni polynomy

Literatura a zdroje

Bohuzel, kvalitnich zdroj ptikladt na interpolaci moc neni. Pfispévek proto vychazi
z nasledujicich dvou knih.

[1] Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu, Problems from the Book
[2] Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu, Straight from the Book
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Hinty

Hint 1. Interpretujte a; jako koeficienty Lagrangeova polynomu.

Hint 2. Napiste jej, s vyuzitim vlastnosti kombinaénich &isel vyjde 27T — 1.

Hint 3. Kdyby mél mensi stupen, musel by pfislusnymi body pfesné prochazet uz ten
predchozi polynom.

Hint 4. Postupujte jako minule, vyjde zbytek n + 1 po déleni dvéma.

Hint 5. Napiste plny interpolacni polynom v Z;, a ukazte, Ze méa nenulovy vedouci koefi-
cient.

Hint 6. Nejprve si vSimnéte, Zze onen zlomek v proménnych a; je sou¢tem podobnych
zlomk, kde je vzdy jedno a; zmenseno o 1. Dokazte, ze konstantni ¢len takovych soucini
spliiuje tento rekurzivni vztah, pomiize interpola¢ni rovnost > - ; Hj#(l — 2—;)*1 =1.
Hint 7. Pomozte si tfeba znamym explicitnim vyjadifenim Fibonacciho ¢isel pomoci moc-
néni zlatého fezu.

Hint 8. Interpolace ndm dava jednu podminku. Né&jak domlatte, ze funguje pouze n = 4.
Hint 9. Interpolujte polynom x*. Je-li k moc velké, berte zbytek po déleni [}, (v — a;).
Hint 10. Prislugny koeficient polynomu z* je zfejmy: 0 pro k <n —2 a 1 pro k = n.
Hint 11. Vyjde > =i a (X0, :cz-)2 — Dz Tk

Hint 12. Zase stejné.

Hint 13. Interpolujte f a sledujte vedouci koeficient. P¥ipad h = 0 feste zvlast.

Hint 14. Trividlné z ptredchoziho.

Hint 15. Taktéz.

Hint 16. Vymodulte polynom z"*! vhodnym polynomem stupné n a interpolujte.

Hint 18. Pfimocare interpolujte v bodech tvaru % prok=0,1,...,n.

Hint 19. Interpolujte a nahlédnéte, Ze stadi fesit jedinou (extrémni) volbu interpola¢nich
koeficientt.

Hint 20. Interpolujte obecné v prvnich n+ 1 bodech. At se zvoli povolené hodnoty sebelip,
v n+ 1 bude p moc maly.

Hint 21. Interpolujte v onéch bodech, vyvodte dusledky z moni¢nosti polynomu. Vyjde

n!
e
Hint 22. Interpolujte v bodech —1,0,1 a vyjadiete a® + b* 4+ ¢* pomoci interpolac¢nich

koeficientu.
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Entropie a Jensenova nerovnost
Vasek Rozhom

Abstrakt. Za¢neme tim, Ze si zopakujeme Jensenovu nerovnost a zaklady prav-
dépodobnosti. Pak si ukdzeme, jak lze s pomoci pravdépodobnostnich pojmu
zadefinovat, co to je informace. Jakmile si definujeme entropii a s pomoci Jen-
senovy nerovnosti dokazeme nékolik jejich vlastnosti, budeme schopni elegantné
fesit nékteré dost tézké kombinatorické ulohy.

Jensenova nerovnost

Zacstek prednasky asi bude pro leckteré opakovanim. Rekneme si, co je to konvexni
funkce a zamyslime se nad Jensenovou nerovnosti.

Definice. Bud I C R interval a f : I — R funkce. Potom fikédme, Ze f je na [
konvexni, pokud pro kazdé z,y € I a A € [0, 1] plati

A (@) + 1A =Nf(y) = fAz+ (1= Ay).

Plati-li opa¢na nerovnost, fikame, Ze je funkce konkavni. Plati-li nerovnost ostfe pro
A € (0,1), fikdme, Ze je funkce ryze konvexni (konkévni).

Dusledek. (Jensenova nerovnost) Nechf f je funkce konvexni na intervalu I. Pak
pro libovolnd z1,...,2, € I a A1,..., A, € [0,1] takova, ze Y . ; \; = 1 plati

pricemz je-li f ryze konvexni, rovnost nastava jen kdyz se vSechna x;, pro néz je \;
nenulova, rovnaji. Pro konkavni funkce plati nerovnost obraceneé.

Protoze je Jensenova nerovnost snadnym dutsledkem definice konvexity, je jeji

Yy

Uloha 1. Dokaz, 7ze funkce y = x, 22, 1/z, logxz, 2%, z -logx je konvexni (kon-
kévni). Co pro dané funkce ¥ikd Jensenova nerovnost?

Uloha 2. Rozmysli si, ze jsou-li f a g dvé konvexni funkce a g je navic neklesajici,
pak h(z) = g(f(z)) je taky konvexni. Jsou-li f a g dvé konvexni neklesajici (nebo
nerostouci) funkce nabyvajici kladnych hodnot, pak h(z) = f(x)g(x) je konvexni.
Rozmysli, Ze podminky na f a g jsou opravdu potieba.

V olympiadé se Jensen hodi typicky pro nerovnosti, které obsahuji soucet nepii-
jemnych funkci, jako jsou odmocniny, logaritmy nebo lomené funkce. Pro samotné
vyuZziti je potieba umét uréit, zda je danéd funkce konvexni ¢i konkavni. Pokud umite
derivovat, hodi se védét, ze funkce je v bodé konvexni, pokud je tam jeji druhé deri-
vace kladna (a konkdvni, je-li zdpornd). U standardnich funkeci staéi zminit, Ze dana
funkce je na daném intervalu takova a makova.
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Cviceni (Jensen)

Uloha 3. Budte a,b,c > 0 takové, %e a + b + ¢ = 1. Najdéte minimum

Z(a+i>m

cyc

Uloha 4. Dokaz, Ze thly v trojuhelniku «, 3, v spliuji
3V3

sina +sin f + siny < T\[

Uloha 5. Pro kladné realna a, b, ¢ dokaz

a
— > 1.
Z vaZ +8bc —

cye
(IMO 2001)
Uloha 6. Pro nezéporna reélné a,b dokaz
\/b’é‘a+ I \/a2b+ T x/C;l:fl
a zjistéte, kdy nastavé rovnost. (MO A63-I11-6)

Uloha 7. Pro kladna a, b, ¢ dokaz

Za\/a2+2(bz+c2)+(b+c)2 <(a+b+c)

cyc

Uloha 8. Pro kladné a, b, ¢ dokazte

a 9
DB Tl Tren e

cyc

Uloha 9. Dokazte Holderovu nerovnost, tzn. pro p,q > 1 spliujici 1/p +1/q =1
aay,...,a,,b1,...,b, kladna plati

1 1
=1 i=1 i=1
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Entropie

Uloha 10. Jaké je mnozstvi piekvapeni v nasledujicich vétach? 1) Ke snidani bude
zitra chleba. 2) Letosni ikskové sous je ve Strmilové. 3) Hadr snédl rozt¥ihany kobe-
rec.

MnozZstvi informace obsazené v néjakém tvrzeni je pfimo timérné momentu pre-
kvapeni. To napovida, zZe by se mohla hodit pravdépodobnost, jejiz zaklady stru¢né
shrneme. Moment piekvapeni formélné zavedeme jako funkci I : [0,1] — R. Asi
by bylo rozumné, kdyby tato funkce spliiovala: a) I(p) > 0, b) I je nerostouci,
¢) pro nezévislé jevy se piekvapeni séitd, tedy I(pg) = I(p) + I(q). Tyto pod-
minky spliiuje funkce I(p) = logQ% . V&imni si, ze libovolny nésobek této funkce
také splnuje vSechny tii rovnice. To odpovida tomu, jestli se informace méri v bi-
tech, nebo jinych jednotkach. Entropie je stfedni hodnota momentu piekvapeni,

neboli H(X) = E,[I(PIX = a])] = 3, P[X = a]log (m) Domluvme se

na konvenci, ze 0log0 = 0. Cim vét$i entropie, tim je ndhodné veli¢ina neuspoia-
danéjsi. Jiny pohled je, Ze entropie Tikd ocekdvany pocet bitil, které potiebujeme
na specifikaci hodnoty X. Obdobné definujeme entropii dvojice ndhodnjch veli-
¢in H(X,)Y) = >, p(z,y)log (m) a HX|Y) = E,[HX]Y = y)] =
>, PlY =y]>, PIX = 2|Y = yllog (m) Nakonec budeme symbolem
H (p) znagit entropii ndhodné proménné, které nabyva dvou hodnot s pravdépodob-
nosti pa 1 — p.

Uloha 11. Uvazme prostor ndhodnych fetizkt z {0,1}", kazdy si vybereme se
stejnou pravdépodobnosti. Spo¢ti moment prekvapeni pro jeden fetizek a entropii
této distribuce. Ted uvazme dvojici ndhodnych veli¢in, kterou dostaneme tak, Ze
ndhodné vybereme a,b, ¢ € {0, 1}”/2 a definujeme X = ab, Y = bc. Jaka je entropie
H(X,Y)?

Uloha 12. Piedpoklidejme, Ze gn je celé. Potom

H(g)n
9H (q) - n < o
n+1 — \gn/ —

Uloha 13. Dokaz:

e Pro dvé rozdéleni p a ¢ plati > p(z) log% > 0 s rovnosti, kdyz jsou si
rozdéleni rovna.

e 0 < H(X) < log(|Jrange(X)|) s rovnosti, kdyz X nabyva kazdé hodnoty z oboru
hodnot range(X) se stejnou pravdépodobnosti,

e HX,)Y)=HX)+ HY|X) < HX)+ H(Y) s rovnosti, kdyz X a Y jsou
nezavislé, obdobné H(X,Y|Z) = H(X|Z)+ H(Y|X, Z),

o H(X|Y)=0kdyz X = f(Y),

e H(X)> H(g(X)) s rovnosti, kdyZ g lze invertovat.
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Uloha 14. Rozmysli si, ze z predchozi tlohy plyne H(X,...,X,) = H(X1) +
H(Xo|X1) + ..+ H(Xp| X1, Xoy . Xn_1) < H(X)) + ...+ H(X,).

Uloha 15. Najdi ndhodnou veli¢inu X a jev @ takovy, ze H(X|Q) > H(X). Na
druhou stranu dokaz, 7e vzdy plati bud H(X|Q) < H(X) nebo H(X|Q®) < H(X),
kde Q€ je doplitkovy jev k jevu Q.

Uloha 16. Mé&jme n bodt v prostoru takovych, 7e maji dohromady n; praméti

do roviny XY, ng praméti do roviny YZ a ng primétid do roviny XZ. Potom
2 <

nT s ninsgng.

Uloha 17. Nechf A, ..., A; jsou podmnoziny {1,2,...,n} takové, ze kazdé i, 1 <
i < n, se vyskytuje v aspoil k z té&chto mnozin. Oznac¢me A; = {A;1, A2, ..., Ain, }-
Dokaz, ze

)-

i

t
k- H(X1, Xo, .., Xn) € H(Xa, Xay, o Xa,,
=1

Uloha 18. Necht pro X a X' jsou nezévislé a se stejnou distribuci. Dokaz P[X =
X/] > 27H(X)'

Uloha 19. Kuba s Filipem hraji nasledujici hru. Kuba si mysli posloupnost n po
dvou raznych c¢isel. Filip se ho v kazdém kole zepta na dva indexy 4,j a Kuba mu
fekne, které ze dvou ¢isel na pozici ¢ a j je vétsi. Po 100n krocich musi Filip fict
indexy prvkt Kubovy posloupnosti v pofadi od nejmensi po nejvétsi. Dokazte, ze
pro né&jaké n neexistuje strategie, kterd by Filipovi zarucila, ze vzdy odpovi spravné.

Uloha 20. a) Z n minci je jedna fale$nd. V jednom kroku mizes dat na vahu
néjakou podmnozinu minci a vdha ti fekne, kolik z nich je falesnych. Kolik vaZzeni
sta¢i na uréeni fale$né mince? b) To samé, ale falesngch minci je vic (nevis kolik).
Dokaz, 7e pocet vazeni musi byt aspon n/log(n + 1).

Uloha 21. Vodka obarvil hrany tplného grafu na n vrcholech tak, ze kazdy podgraf
tvofeny hranami jedné barvy je bipartitni. Dokaz, Ze barev je aspoii log(n).

Uloha 22. a) Doka#, 7ze pro pocet prvocisel o velikosti nejvyse n plati 7(n) >

log(n s log(n
W. b) Vylepsi odhad na %.

Uloha 23. Na iksku se seslo n orgii a n tc¢astniki. Na cviceni je chceme rozdélit do
dvojic tcastnik-org, pfiCemz i-ty GcCastnik je ochoten jit do dvojice jen s d; néjakymi
orgy. Dokaz, ze pocet zptisobt, jak sparovat ticastniky s orgy je nejvyse

[Tt/

K2

Uloha 24. Méjme graf s n vrcholy a m hranami. Ver¢a na jeden vrchol polozi Zeton
a pak jej k-krat posune podél né€jaké hrany. Dokaz, ze pocet zpiisobt, jak to mize
Zﬂ) k

)

udélat, je alespon n - (
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Nasleduje nékolik tloh, z nichz nékteré s entropii souvisi jen volné.

Uloha 25. Vasek obchoduje na burze. Vzdycky, kdyz si neni jisty, jestli ma néjakou
akcii koupit, nebo ne, zepta se jednoho ze svjch dvou poradcti Stépana a Vodky.
Kdyz mu poradi dobfe, Vasek ziskd 1000 K¢ a kdyz Spatné, ztrati 1000 K¢. Prisla
krize a Vasek musi bud Stépana, nebo Vodku propustit. Udélal si statistiku, podle
které mu vyslo, ze Stépan mu radil dobie v 60 procentech piipadi a Vodka jen ve
20 procentech. Koho si méa nechat?

Uloha 26. Rado a Filip tvoii epickou $aradici dvojici. Veréa jim dala nasledujici
challenge: fekne Radovi posloupnost 100 biti a ten pak co nejrychleji tuto posloup-
nost vysaradi Filipovi. Kluci se nejdfiv rozhodli, ze Rado kazdou vtefinu ukaze
Filipovi palec nahoru, nebo dolti a takto zpravu odvysila za 100 sekund. Pak si ale
tekli, ze rychlejsi taktika bude, kdyz Rado zpravu néjak zakéduje a pak Filipovi
kazdou vtefinu ukaze jeden z péti prstid na pravé ruce. Problém je, Ze Filip si v té
rychlosti v§imne jen toho, Zze Rado mu ukazoval bud prst 4, nebo prst ¢ + 1 (cyklicky
pro 1 <4 <5). MiZzou se i za tohoto pfedpokladu dohodnout na kédovani, které da
taktiku rychlejsi nez 100 sekund?

Uloha 27. Ver¢a s Radem nachystali estradni ¢islo. Nahodny posluchaé z publika
si vybere dvé cCisla x1,xo takova, ze 1 < x1,x9 < 924. Pak Radovi fekne jedno z
téchto dvou ¢isel a ten spravné odpovi, jestli se jedna o x1, nebo o zs. Jak to? Rado
samoziejmé nema magické schopnosti, ale spolu s Ver¢ou podvadi. Verca se nejdiiv
zepta posluchace na x1,xo2, aby zkontrolovala, ze si nevymysli. Pak o téchto ¢islech
preda malou informaci Radovi, ktery pak na jejim zakladé urc¢i, zda posluchac fekl
prvni, nebo druhé ¢islo ze své dvojice. Aby pfedani informace bylo nenapadné, Verca
miZe Radovi sdélit jen n&jaké malé ptirozené éislo o velikosti nejvyse a)20, b)12. Jak
to délaji? CEOI 2014

Uloha 28. Kouzelnici Stépan a David si pro Rada pfipravili trik s §achovnici n x n.
Nejprve David odegel pry¢, aby nic nevidél ani neslysel. Poté Stépan Radovi nakézal,
at na kazdé policko polozi dle své vile bud bily, nebo ¢erny knoflik. Nasledné ho
nechal, aby zvolil libovolné policko A a sdélil mu, které to je. Nato si Stépan vybral
policko B (ne nutné rizné od A) a zménil barvu knofliku, ktery na B lezel. Kdyz
potom pfisel David, byl schopny pouze z pohledu na Sachovnici uhodnout, které
policko A si Rado vybral. Pro ktera n je tento trik proveditelny? PraSe 35-3-8

Literatura a zdroje

Prednaska je zalozena na podobné od Pata Devlina. Dékuji Matéji Kone¢nému, jehoz
prednéasku o Jensenové nerovnosti jsem zkopiroval do tvodu.
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Hinty

Hint 3. Funkce (z + 1/m)12 je konvexni.

Hint 4. Sinus je na [0, 7] konkavni.

Hint 5. Citatel bude koeficient, funkce 1/1/Z je konvexni.

Hint 6. Podobné jako predchozi uloha, 1/1/z je konvexni.

Hint 7. Funkce /7 je konkavni.

Hint 8. Pomtize pfidat si podminku a + b + ¢ = 1, dale funkce 1/z? je konvexni.
Hint 9. PouZij nerovnost (Z? )\mi)q < 3T Azl Pak zvol Ay = ab /(327 af).
Hint 12. Podivej se na to, kolik je (¢ + (1 — ¢))".

Hint 16. Ulohu pieved na nerovnost

2H(X1,X2,X3) < H(Xl,XQ) =+ H(XQ,X;}) + H(Xl,Xg).

Hint 17. Uvédom si, ze z predchozich iloh plyne, Ze entropii néjaké veli¢iny podminéné
nékolika jinymi lze odhadnout shora zahozenim nékterych podminek.

Hint 18. VyuZij Jensenovu nerovnost pro funkci 2%.

Hint 19. Kolik je posloupnosti a kolik je moznych Kubovych odpovédi?

Hint 20. b) Pfeved to na existenci £ mnozin D1,..., Dy takovych, ze pro kazdé A, B
podmnoziny {1,...,n} plati, ze existuje i takova, ze |A N D;| # |B N D;|. Uvédom si, ze
kazda D; ti d4 informaci odpovidajici log(n + 1) bitam.

Hint 21. Nemuzou byt dva vrcholy, které by skoncily ve stejné partité vsech bipartitnich
graft.

Hint 22. a) Vyber si ndhodné ¢islo mensi rovno n a rozepi§ ho jako souéin 7(n) éisel.
Pak miizes napsat H(X) = H(X1) + ...+ H(X,(n)), kde kazda X; ma malou entropii. b)
Vymysli trochu lepsi rozklad tak, aby kazd4 X; mohla nabyvat jen dvou hodnot.

Hint 23. Nejdiiv dokaz odhad [], di. Pak ten odhad piefikej pomoci entropii. KdyZz si
vybird$ i-tou hranu, je potfeba lepsi odhad nez H(X;|X1,...,X;-1) < H(X;). Tak zkus
nahodné zpermutovat poradi, ve kterém vrcholy prochéazis a odhadni, ze ocekavany priris-
tek entropie za i-ty vrchol je Z?;l log(¢)/d;.

Hint 24. Hodné stésti. Zvol si na Vercinych cestickach chytrou distribuci tak, aby pozice
v i-tém kroku zavisela jen na kroku pfedchozim. Vyjde p;(v) = deg(v)/(2m). Pak odhadni
vyrazy H(X1) a H(X1|X2).

Hint 25. Odpovédi Vodky se daji negovat. To souvisi s tim, Ze kdyz si po dratu posilame
bity, nejvic informace ztracime, kdyz se kazdy bit otoc¢i s pravdépodobnosti 50 procent a
ne 100 procent.

Hint 26. Za dva kroky se da pfenést zprava o velikosti log,(5) bitt (tedy je pét moznosti)
tak, Ze pro preneseni i-té moznosti Rado ukaze prst ¢ a 3i.

Hint 27. a)Kdyz si ¢isla zapiSes ve dvojkové soustavé, budou se nékde lisit. b) Chtélo by
to podobnou reprezentaci jako v a), navic by se hodilo umét ukdzat na z; ne tim, kde a
jak se lisi od z2, ale jen tim, kde se lisi od z2. Pokud jsi zoufaly, spocti, které kombinac¢ni
¢éislo, ve kterém figuruje 12, je rovné 924. Lépe to nejde (srovnej se Spernerovou vétou).
Hint 28. Nejdriv dokaz, ze n musi byt mocnina dvojky. Pro mocniny dvojky pak 1ze polohu
policka zakédovat pomoci XORu.
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Kombinatorické konstrukce

Stépdn Simsa

Abstrakt. Naucime se, jak jednoduse zkonstruovat pozadované feseni. V kombi-
natorice se jedna o soucast vétsiny tloh — nékdy jen jako nutny, standardni krok
(takové konstrukce si procviéime v piskovisti), Casto ale jako obtiznéjsi polovina
feSeni. V prispévku se objevuji jen konstrukéni ¢asti iloh. Skute¢né tlohy zadané
na soutézich mély obvykle jesté druhou cast.

Piskovisté

Uloha 1. Mame Sachovnici 6 x 6 a na ni figurku delfina. Ten se miize hybat o jedna
doprava, nahoru nebo diagonalné doleva dolu. Na zac¢atku stoji v levém dolnim rohu
Sachovnice. Projdéte s delfinem celou sachovnici, aby na kazdém policku stal praveé
jednou. (KMS 03/04 L1, 10)

Uloha 2. Lze obarvit poli¢ka nekoneéné étvercové sité dvéma barvami (zluté a mo-
dfe) tak, aby v kazdém fadku bylo kone¢né mnoho zlutych poli¢ek a v kazdém sloupci
koneé¢né mnoho modrych? (MKS 32-3-4)

Uloha 3. Do tabulky o étyfech sloupcich a étyfech fadcich napiste (redlnd) ¢isla tak,
aby pro kazdé pole platilo, Ze soucet ¢isel v polich s nim sousedicich je 1. (Sousednimi
poli rozumime ta pole tabulky, kterd maji spole¢nou stranu.)

Uloha 4. Mé&jme papir se 102 x 102 ¢tverecky. Najdéte takovy souvisly atvar slozeny
ze 101 ¢tvereck, ze z papiru lze vystfihnout maximalné ¢ty¥i jeho kopie.
(KMS 03/04 L1, 9)

Uloha 5. V nékolika krabicich méame 64 kulicek. Mame-li dvé krabice s a a b
kulickami (a > b), mizeme piesunout b kuli¢ek z prvni do druhé. Dokazte, Ze umime
presunout vSechno do jedné krabice.

Uloha 6. Ve ¢tyfech krabicich je celkeme n > 4 kuli¢ek. V jednom tahu mtizeme vzit
po jedné kuli¢ce ze dvou riaznych krabic a pfesunout je obé do néjaké jiné krabice.
Jde vzdy dosdhnout toho, aby byly vSechny kulicky v jedné krabici? (Cina 1994)

Uloha 7. Prove that the set of positive integers can be partitioned into 3 sub-
sets Ay, As, Az such that for all integers n > 15 and all ¢ € {1, 2, 3} there exist two
distinct elements of A; whose sum is n.

(IMO Shortlist 2011, C4)

Uloha 8. Na stole lezi 2013 minci. Provedeme 2013 tahti, kde v k-tém tahu oto¢ime
néjakych k& minci. Dokazte, ze lze dosahnout toho, aby vSechny mince byly nahoru
stejnou stranou. (Cina 1989)
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Uloha 9. Bud M = {1,2,...,2014} a A C M. Dokaite, 7e existuje B C M
s vlastnosti: Mnozina A je pfesné mnozina téch ¢isel z M, které jsou déliteli lichého
poctu ¢isel z B. (MOSP 1999)

Uloha 10. A maze is an 8 x 8 board with some adjacent squares separated by
walls, so that any two squares can be connected by a path not meeting any wall.
Given a command LEFT, RIGHT, UP, DOWN, a pawn makes a step in the corre-
sponding direction unless it encounters a wall or an edge of the chessboard. God
writes a program consisting of a finite sequence of commands and gives it to the
Devil, who then constructs a maze and places the pawn on one of the squares. Can
God write a program which guarantees the pawn will visit every square despite the
Devil’s efforts? (ARO 1998)

Indukce

Uloha 11. Dokazte, 7e pro libovolné piirozené &islo n (n > 3) Ize roziezat rovno-
stranny trojuhelnik na n trojuhelnikd, z nichz kazdy je rovnostranny nebo rovnora-
menny.

Uloha 12. Af vystiihneme z tabulky 2" x 2" kdekoliv jeden &tverecek, zbytek jde
pokryt L-triominy.

Uloha 13. Pro m > 1 rozdélte Sachovnici 2™ x 2™ na obdélniky, kde kazdé z 2™
poli¢ek na diagonéle tvoii vlastni obdélnik (o stranach délky 1) a aby byl soucet
obvodii pouzitych obdélnikt (m + 1) - 2mT2, (IMO Shortlist 2009, C4)

Uloha 14. Dokazte, 7e pro kazdé ptirozené ¢islo n, které neni délitelné tiemi, plati:
Sachovnici n x n lze rozfezat na jeden étverec 1 x 1 a L-triomina.

Uloha 15. Let n > 0 be an integer. We are given a balance and n weights of
weight 29, 21, ..., 2"~ In a sequence of n moves we place all weights on the balance.
In the first move we choose a weight and put it on the left pan. In each of the following
moves we choose one of the remaining weights and we add it either to the left or to
the right pan. Compute the number of ways in which we can perform these n moves
in such a way that the right pan is never heavier than the left pan. (IMO 2011, 4)

Geometrické konstrukce

Uloha 16. A configuration of 4027 points in the plane is called Colombian if it
consists of 2013 red points and 2014 blue points, and no three of the points of
the configuration are collinear. By drawing some lines, the plane is divided into
several regions. An arrangement of lines is good for a Colombian configuration if the
following two conditions are satisfied:

e 10 line passes through any point of the configuration;
e 10 region contains points of both colours.
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Prove that there is a Colombian configuration for which there doesn’t exist a
good configuration of 2012 lines and prove that for any Colombian configuration
there exists a good configuration of 2013 lines. (IMO 2013, 2)

Uloha 17. Kruhovy ter¢ o poloméru 12 cm zaséhlo 19 stiel. Dokazte, ze vzdalenost
nékterych dvou zasaht je mensi nez 7 cm. (MO A-III-2)

Uloha 18. Mé&jme n bodii v roviné. Reknéme, Ze k z nich tvoii k-diru, pokud zadny
z nich nelezi v konvexnim obalu téch zbylych. Najdéte 6 bodt neobsahujicich 4-diru,
aby zaddné 4 body nelezely na jedné primce.

Uloha 19. Méjme mnoZinu n = 2k bodt v roviné v obecné poloze (zadné tii body
nelezi na piimce). Ptlici pfimka je takova pfimka, kterd prochézi dvéma body z této
mnoziny a na kazdé strané primky je £ — 1 bodu.

(i) Pro kazdé sudé n najdéte konfiguraci bodi, ktera obsahuje alespoii n—1 pilicich
primek.
(ii) Najdéte néjakou konfiguraci bodti, ktera obsahuje alespoti n ptilicich primek.!

Uloha 20 (t&%ka). Dokaite, 7ze pro kazdé n existuje mnoZina alesponi n bodi v
obecné poloze, kterd neobsahuje 7-diru (konvexni sedmithelnik neobsahujici zddné
body uvnit¥ ani na hranach).

Grafy

Uloha 21. Kazdy vrchol grafu obarvime néjakou mnozinou barev tak, e mnoZiny
u dvou vrcholti maji neprazdny prunik, pravé kdyz jsou spojeny hranou. Najdéte
2
13

graf na n vrcholech, na jehoZ obarveni budeme potfebovat alespon VTJ barev.

(KMS 06,/07 Z1, 11)

Uloha 22. Na nekone¢nom bielom $tvoréekovanom papieri je ist§ koneény pocet
Stvorcekov tplne zafarbenych ¢iernou farbou. Pritom kazdy Cierny Stvorcek ma parny
pocet bielych Stvorcekov, ktoré s nim susedia stranou. Dokazte, ze vieme kazdy biely
Stvorcek vyfarbit zelenou alebo ¢ervenou farbou tak, Ze kazdy ¢ierny Stvoréek bude
mat rovnaky pocet zelenych a dervenych susedov, opét susediacich celou stranou.
(KMS 06/07 L1, 11)

Uloha 23. In a mathematical competition some competitors are friends. Friendship
is always mutual. Call a group of competitors a clique if each two of them are friends.
In particular, any group of fewer than two competitors is a clique.) The number of
members of a clique is called its size. Given that in this competition, the largest size
of a clique is even, prove that the competitors can be arranged in two rooms such
that the largest size of a clique contained in one room is the same as the largest size
of a clique contained in the other room. (IMO 2007, 3)

1 Ve skutecnosti existuje konstrukce, kterd pro kazdé n obsahuje alespofi c - n - eV1°8(") pro
vhodonu konstantu c. Tato funkce roste rychleji nez n - log®(n) pro kazdé k a pomaleji nez n'+e
pro kazdé € > 0.
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Hry

Uloha 24. Players A and B play a game with N > 2012 coins and 2012 boxes
arranged around a circle. Initially A distributes the coins among the boxes so that
there is at least 1 coin in each box. Then the two of them make moves in the
order B, A, B, A, ... by the following rules:

e On every move of his B passes 1 coin from every box to an adjacent box.

e On every move of hers A chooses several coins that were not involved in B’s
previous move and are in different boxes. She passes every chosen coin to an
adjacent box.

Player A’s goal is to ensure at least 1 coin in each box after every move of hers,
regardless of how B plays and how many moves are made. Prove that N = 4022
enables her to succeed.

(IMO Shortlist 2012, C4)

Uloha 25. Let k and n be fixed positive integers. In the liar’s guessing game, Amy
chooses integers x and NV with 1 < x < N. She tells Ben what N is, but not what =
is. Ben may then repeatedly ask Amy whether = € S for arbitrary sets .S of integers.
Amy will always answer with yes or no, but she might lie. The only restriction is
that she can lie at most k times in a row. After he has asked as many questions as
he wants, Ben must specify a set of at most n positive integers.

If x is in this set he wins; otherwise, he loses. Prove that:

a) If n > 2* then Ben can always win. (IMO 2012, 3a)

Dalsi ulohy

Uloha 26. V lese byva 2014 trpaslikov o¢islovanych ¢islami 1 az 2014. Na prikaz
Snehulienky sa nejakych 41 z nich postavi do radu tak, aby ich ¢isla tvorili arit-
metickit postupnost. Snehulienka si vSimla, Ze nech sa trpaslici postavia do radu
hocijako, vzdy bude medzi nimi aspon jeden z jej 90 oblibenych trpaslikov. Aké
¢isla mohou mat Snehulienkini oblibeni trpaslici? (KMS 06/07 L1, 8)

Uloha 27. Nech M je mnozina slov (postupnosti znakov) dlzky n nad k-prvkovou
abecedou {a1, ag, ..., ai} takd, Ze kazdé dve slovd z M sa liSia na asponn dvoch
miestach. N4jdite M, ze |M| = k" L. (KMS 05/06 Z3, 12)

Uloha 28. Mame 45 klebetnic, pri¢om kazd4 sa za posledny tjzden dozvedela novii
klebetu a chce sa o fiu podelit s ostatnymi. Vie to urobit tak, ze niektorej inej zavola
a pritom si navzajom povedia vSetky klebety, ktoré vedia. Chceme, aby kazda z nich
vedela vSetky klebety. Ukézte, Ze to ide na 86 telefonatov. (KMS 05/06 71, 8)

Uloha 29. On a 999 x 999 board a limp rook can move in the following way:
From any square it can move to any of its adjacent squares, i.e., a square having
a common side with it, and every move must be a turn: i.e., the directions of any two
consecutive moves must be perpendicular. A nonintersecting route of the limp rook
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consists of a sequence of distinct squares that the limp rook can visit in that order
by an admissible sequence of moves. Such a nonintersecting route is called cyclic if
the limp rook can, after reaching the last square of the route, move directly to the
first square of the route and start over.

Find cyclic, nonintersecting route of a limp rook passing through 4 - (499% — 1)
squares. (IMO Shortlist 2009, C6)

Uloha 30. In a concert, 20 singers will perform. For each singer, there is a (possibly
empty) set of other singers such that he wishes to perform later than all the singers
from that set. Can it happen that there are exactly 2010 orders of the singers such

that all their wishes are satisfied? (IMO Shortlist 2010, C1)
Uloha 31. Let n > 1 be an integer. What is the maximum number of disjoint pairs
of elements of the set {1, 2, ..., n} such that the sums of the different pairs are
different integers not exceeding n? (IMO Shortlist 2012, C2)

Uloha 32. On a square table of 2011 by 2011 cells we place a finite number of
napkins that each cover a square of 52 by 52 cells. In each cell we write the number
of napkins covering it, and we record the maximal number k of cells that all contain

the same nonzero number. Prove that there exist a napkin configuration with k& =
20112 — 57392 = 3986729. (IMO Shortlist 2011, CT7)

Uloha 33. In each of six boxes By, Ba, Bz, Ba, Bs, Bg there is initially one coin.
There are two types of operation allowed:

Type 1: Choose a nonempty box B; with 1 < j < 5. Remove one coin from B;
and add two coins to Bjy;.

Type 2: Choose a nonempty box By with 1 < k& < 4. Remove one coin from By,
and exchange the contents of (possibly empty) boxes By11 and Byo.

Determine whether there is a finite sequence of such operations that results in
boxes Bi, Bs, B3, B4, Bs being empty and box Bg containing exactly 20102010*"*"
coins. (IMO 2010, 5)

Literature a zdroje

Tento prispévek je pouze mirné upravenou verzi ptispévku ze soustiedéni iKS 2014.
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Hinty

Hint 1. Jak se muze dostat na policku vlevo nahofe? A jak potom na policko o jedna
vpravo dole, aby si nerozdélil Sachovnici na dvé ¢asti?

Hint 2. Jde to. Vybirejte postupné radky a sloupce a obarvujte policka v nich, aby pro né
byla podminka zachovana.

Hint 3. Vybarvéte takova policka tabulky, aby kazdé policko sousedilo s pravé jednim
vybarvenym.

Hint 4. Prvni hint: Vynutte, aby od sebe musely byt utvary daleko. Druhy hint: Kiiz.
Oblast, kde mohou byt stfedy kiizu, rozdélte na ¢tvrtiny. Mohou byt v nékteré étvrtiné
dva stredy?

Hint 5. Vsechny poéty zesud a indukce.

Hint 6. Ano. Indukce.

Hint 7. Prvnich 9 &isel rozdélte zvlast, zbyla cisla davejte na stiidacku.

Hint 8. Tahy délej v opa¢ném poradi a po k-tém kroku méj k — 1 prvnich minci oto¢enych
Spravneé.

Hint 9. Zkonstruuj B prichodem shora.

Hint 10. Dabel m4 jen kone¢né mnoho moznosti. Piste program postupné, aby pro vSechny
fungoval.

Hint 11. Indukce n — n + 3.

Hint 12. Ze ¢tyt L-triomin se da postavit vétsi.

Hint 13. Rozdélte tabulku na éty¥i étverce 2™~ 1 x 2™~ L,

Hint 14. Indukce n — n+ 3. Ctverecek odstraiiujte vzdy vlevo dole. Vyuzijte to v induké-
nim piedpokladu.

Hint 15. Odmyslime si vdhu s hmotnosti 1, hmotnosti zbylych vah podélime dvéma,
vyuzijeme indukéni predpoklad a nakonec zjistime, kam mizeme vahu s hmotnosti 1 pridat.
Hint 16. Nakreslete si mezi nékteré dvojice ¢ervenych a modrych bodua tsecky, aby jich
kazda pfimka protnula jen malo.

Hint 17. Rozdélte ter¢ na mensi kruh s vhodnym polomérem a mezikruzi, vyuzijte Di-
richlettv princip.

Hint 18. Dokazte si (nebo jen vyuzijte), ze tvori-li ngjaké 4 body konvexni ¢tyruhelnik, je
mezi Sestici bodt i 4-dira.

Hint 19. (i) Vyjdéte z pravidelného n-thelnika a pozmérite ho, aby pilici pfimka nepro-
chézela dvéma body na obvodu, ale jen jednim. (ii) Staéi n = 6, zac¢néte s trojuhelnikem.
Hint 20. Prvni hint: Sestavujte mnozinu indukci. Druhy hint: Vzdy mnoZinu nakopi-
rujte a vhodné posuiite. TFeti hint: Dvé kopie umistéte tak, aby se obé zdaly ,placaté®
(kazd4 pfimka v horni kopii lezi nad celou spodni kopii).

Hint 21. Obarvéte hrany priinikem mnozin u vrcholtd. Mame-li hrany (A, B), (C, D)
a pfitom A neni spojeno s C' nebo B neni spojeno s D, tak musi byt tyto hrany obarveny
riznymi barvami. Jak zafidit, aby méla kazda hrana jiné barvy nez ostatni?

Hint 22. Sestrojte graf nad bilymi policky. Spojte hranou vrcholy, které musi mit riznou
barvu.

Hint 23. Dejte 2n soutézicich tvoricich nejvétsi kliku do jedné mistnosti, zbylé do druhé.
Presouvejte je tak, aby se velikosti nejvétsich klik v mistnostech lisily maximalné o jedna.
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Hint 24. Na zac¢atku d4 A do dvou krabic po jedné minci a do zbylych po dvou. Po kazdém

svém tahu A tuto konfiguraci zachova. Rozeberte zvlast situaci, kdy jsou krabice s jednou

minci ob jedna od sebe a béhem tahu hrace B se ani jedna z minci nepfesune do krabice

mezi nimi.

Hint 25. Najdéte ¢islo z mnoziny {1, ..., N}, které se nerovna = a mnozinu adeptt zmen-

sujte, dokud jich je vice nez 2F. Nezavisle na odebranych &slech miZete mnozinu vidy pre-

¢islovat na {0, ..., N —1}. Ptejte se, jestliz = 2k, dokud Amy neodpovi yes (jinak x # 2’“)

a vyuzijte toho.

Hint 26. V aritmetické posloupnosti bude néjaké z ¢isel nasobkem 41. Pokud ovSem neni

diference 41.

Hint 27. Pridejte vhodny znak za kazdé slovo délky n — 1.

Hint 28. Kdyby se prvni dozvédéla vSechny drby, mohla by je ostatnim fict. Jen u posled-

nich tfech drben je potfeba to udélat trochu rafinované.

Hint 29. Najdéte konstrukei indukei pro tabulky (4k — 1) x (4k — 1).

Hint 30. Pokud pro néjaké pozadavky k1 (resp. k2) zpévaku existuje N1 (resp. N2) uspo-

radani, tak mizeme zvolit takové pozadavky pro ki + ka2 zpévaki, aby existovalo Ni - Na

usporadani.

Hint 31. Pocitejte dvéma zpisoby soucet vSech ¢isel ve dvojicich a tim dokazte, Ze je

2n—1
5

maximalné | | dvojic. P¥i konstrukei vyuZijte, Ze musi v nerovnosti nastat (skoro)
rovnost. Nejprve vyfeste pfipad n = 5k + 3, ostatni z néj odvodte.

Hint 32. Nejvic policek bude zakryto jednim ubrouskem. Umistéte ubrousky co nejvic
pravidelné. Zacnéte v protéjsich rozich a doreste uhlopricku.

Hint 33. Jde to. Indukci dokazte, Ze od (a, 0, 0) se d& prejit k (0, 2, 0) a od (a, 0, 0, 0)

k (a—k, Py, 0,0), kde P, =22 .
(a 7k77)7ek
k
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Barycentrické souradnice

Rado van Svarc

Abstrakt. Prispévek popisuje zakladni principy analytické geometrie v barycen-
trickych souradnicich.

O co jde?

Definice. Af P je bod v roviné trojihelnika ABC'. Pak barycentrickymi soufadni-
cemi X nazveme trojici redlnych éisel (z,y, z) takovou, Ze

P=xA+yB+z2C, r+y+z=1

Poznamka. Vzhledem k podmince x + y + z = 1 je tato trojice uréend poméry
x :y : z. Pro jednoduchost budeme ob¢as psat X = (z : y : z) a minit tim
X =(x/s,y/s,z/s), kde s=x+y+ 2.

Tvrzeni. Kazdy bod v roviné AABC ma jednoznaéné soufadnice.

Poznamka. JelikoZ jsou barycentrické soutradnice stile vektory, chovaji se line-
arné. Stfed tsecky nalezneme prumérovanim soufadnic, podobné tfetinu, ¢tvrtinu,
stfedovy obraz a tak dale.

Tvrzeni. Je-li P = (x,y,z) v roviné trojihelnika ABC o obsahu 1, pak
[BCP] = |z|, [CAP]=ly|, [ABP]=|z|.

Paty cevian z P maji navic soutadnice

Crzin) (o) Gede)
7y+Z’y+Z7 $+Z771‘+Z, $+yam+y7 .

Trocha pripravy

Tvrzeni (Vlastnosti skalarniho souéinu). Jsou-li @, @, W € R? vektory, pak
plati:

o U-U=0U-1U

o i - (THwW)=u-7+4 W

o i = |d|*

e -7 = |u]|U] cosp, kde ¢ je thel mezi 4 a T.
e U -U=0, pravé kdyz 4 L v.
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Lemma. Je-li ABC vepsan do kruznice o poloméru R umisténé do pocatku sou-
fadnic, pak plati
o A -A=R2 )
e A-B=R?>— S-

To podstatné
Tvrzeni. Rovnice pfimky mé tvar
uxr + vy +wz =0,

kde u,w,w € R jsou parametry.
Tvrzeni (O kolmosti). At M — N = (z1,y1,21) a P — Q = (22,92, 22), pak
MN L PQ pravé tehdy, kdyz

a*(z1ys + y122) + 02 (2120 + 2021) + (Y122 + 2192) = 0.

Tvrzeni (Vypocéet vzdalenosti). Je-li P —Q = (z,y, 2), pak

|PQ|? = —a’yz — b%za — Pay.

Tvrzeni. Rovnice kruznice ma tvar
—a?yz — bz — Py + (x +y + 2)(ux + vy + wz) =0,
kde u,v,w € R jsou parametry.

Par dalSich vzorcu pro fajnSmekry

Tvrzeni. Body X = (z1,22,23), Y = (y1,92,y3) a Z = (21, 22, 23) leZi v pFimce,
pravé kdyz
1 X9 I3
det|y1 y2 y3|=0.
Z1 z9 zZ3

Dokonce plati
r1 T2 I3
[XYZ] =det|y1 w2 y3|[ABC].

Z1 z9 z3

Tvrzeni. Piimky w;x + v;y + w;z pro i = 1,2,3 prochazeji jednim bodem, pravé
kdyz
Uy v w1
det |us wvo wo|=0.
uz vz w3
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Tvrzeni. Piimky u;x + v;y + w;z pro ¢ = 1,2 jsou rovnobézné, pravé kdyz

uy v1 wa
det|ug v wo|=0.
1 1 1

Tvrzeni. [Conway Formula] V roving ABC je bod P. Oznacme ¢ a 1 orientované
thly PBC a BCP. Pak

P=(-a*:5,+Sy:55+5,),

kde Se = 2[ABC]cot&.

Priklady k seznameni

Uloha 1. Je dan trojuhelnik ABC. Uréete soufadnice nasledujicich bodii:

My

2) stfedy stran, body dotyku s kruznici vepsanou, body dotyku s pFipsanymi.

3) priseéiky rovnobézek se stranami vedenymi vepsistém s obvodem trojihelnika.
4) kolmisté, opsisté.

5) $vrk, antisvrk.

6) kamarad bodu X = (z,v, 2).

Uloha 2. Je déan trojihelnik ABC. Uréete rovnice nésledujicich piimek:

1) strany AABC), stfedni pFicky.

2) osy thlt (vnéjsich i vnitfnich), téZnice, symedidny, teény k opsané ve vrcholech.
3) osy stran, vysky.

4) strany dotykového trojthelnika.

5) Eulerova pfimka.

Uloha 3. Je dén trojihelnik ABC' s b&znym zna¢enim. Uréete rovnice nasledujicich
kruznic:

1) opsand, BGC, BIC.

2) AMyM., AEF (dotyky s vepsanou).
3) kruznice deviti bodi.

4) kruznice vepsana.

Uloha 4. Je dén trojihelnik ABC' s bé&Znym znacenim. Uréete néasledujici vzdale-
nosti:

1) AG, BG, CG.
2) AI, BI, C1I.

3) IG.

4) I,1. (ptipsisté).
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Skutecné ulohy

Uloha 5 (Cevova/Menalova véta). V trojihelniku ABC lezi na ptimkach BC,
CAa AB body D, E a F. Bud

_ BD-CE-AF

k_CD-AE~BF’

kde délky jsou orientovené. Ukazte, ze k = —1 pravé kdyz D, E a F' lezi na jedné
primce, a k = 1 praveé kdyz se AD, BE a C'F protinaji v jednom bodé

Uloha 6 (Stewartova véta). V trojihelniku ABC bud X bod na AC. Ozna¢me
vzdalenosti AX, XC a BX postupné jako m, n a z. Pak

b(z® + mn) = a®*m + *n.

Uloha 7. V rovnobézniku ABCD se stiedem S oznaéme O stied kruznice vepsané
trojihelniku ABD a T bod jejiho dotyku s tihloptickou BD. Dokazte, ze piimky OS
a CT jsou rovnobézné. (MO 2013)

Uloha 8. Bud ABC trojahelnik s kruznici vepsanou w. Body dotyku kruznice
pripsanych s tse¢kami BC a AC si oznacime postupné X a Y. Bud P prisec¢ik AX
a BY. Kruznice w protind tsecku AX ve dvou bodech, bliz§i z nich k A oznacime
Q. Ukazte, 7e AQ = XP. (USAMO 2001)

Uloha 9. Ctyistén ABCD ma tu vlastnost, Ze soucet obsahii stén ABC a ABD je
stejny jako soucet obsahti stén CDA a CDB. Ukazte, Ze stfedy hran AC, AD, BC,
BD a stfed koule vepsané lezi v jedné roviné. (#KS 3 2013/2014)

Uloha 10. Bod P lezi uvniti AABC a paty jeho piislunych cevidn na AB, BC a
CA jsou postupné D, E a F. Ukazte, ze

[PAF] + [PBD] + [PCE] = ~[ABC]

1
2
pravé tehdy, kdyz P lezi na jedné z téZnic. (USA TST 2003)
Uloha 11. V trojahelniku ABC protinaji osy tihlt ve vrcholech A, B a C protilehlé
strany postupné v bodech D, E, F'. Ukazte, ze BDEF je tétivovy ¢tyithelnik praveé

tehdy, kdyz
b c a

a—l—c:b—&—aJrc—I—b'

(Mongolsko TST 2000)

Uloha 12. Bud ABC ostrouhly trojuhelnik. Ozna¢me jako M, N a P postupné
stfedy BC, CA a AB. Necht osy stan AB a AC protinaji AM postupné v bodech
D a E. Pfimky BD a CFE se protinaji v bodé F' lezici uvnitt ABC. Dokazte, ze
ANFP je t&tivovy ¢tyfuhelnik. (USAMO 2008)
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Uloha 13. Bud ABC trojthelnik spliwjici b+c = 3a. Bud I vepsisté a X, Y dotyky
kruZnice vepsané se stranami AB a AC. Necht K a L jsou obrazy bodt D a F podle
1. Dokazte, ze B, C, K a L lezi na jedné kruZnici. (ISL 2005)

Uloha 14. Necht A; je v trojihelniku ABC' stted ¢tverce, ktery ma dva vrcholy
na tsecce BC a po jednom na tseckich AB a C' A. Analogicky zadefinujme B; a Cj.
Ukazte, ze pfimky AA;, BBy a C'Cy se protinaji v jednom bodé. (ISL 2001)

Uloha 15. Bud D pata A-symediany na BC. Skrze D nakresleme rovnobézky s
AB a AC a jejich prusecik s AC a AB ozna¢me postupné jako By a Cy. Dokazte, ze
BCB; (4 je tétivovy a oznacme jeho stied jako O,. Podobné zadefinujme Oy a O,.
Ukazte, ze AO,, BO, a CO, se protinaji v jednom bodé. (WOOT 2012)

Uloha 16. V trojthelniku ABC se kruznice p¥ipsané dotykaji useéek AB a BC v
bodech X a Y. Bud I’ obraz vepsisté ABC podle stfedu AC. Ukazte, ze BXI'Y je
tétivovy pravé tehdy, kdyz AB 1L BC. (Sharygin 2012)

Literatura a zdroje

[1] Schindler M., Chen. E., Barycentric Coordinates in Olympiad Geometry
[2] Yiu P., Introduction to the Geometry of the Triangle
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Hinty
Hint 1.

)(1 1:1),(a:b:¢),(—a:b:c) atp.

2) (1/2,1/2,0) atp., (0,s — ¢,s — b) atp., (0,s —b,s —c) atp. 2s=a+b+c.
(a:0:b+c).

(SeSs : SS : SySa), (azS b2Sb S) kde S, = b2 + ¢? — a?.

6) (a®/x,b%/y,c*/2).
Hint 2.

1) x =0, atp, x = 1/2 atp.

2) y:b=+z:catp., y = z, atp. y/b? = +2z/c*. (Pamatujte, Ze teény jsou exsymediany.)
3) d?(z—y) +z(c2 —b?) =0,a%(z—y) + (1 —z)(b*> — ) =0.

4) (s—a)x—(s—by—(s—c)z=0.
BYu:v:w=Sp(Sc—5Sa):Sc(Sa—SB):Sc(Sa— SB).

Hint 3.

1)a 2yz+bze+ ey =0,v=w=0,3u=a?+ 0>+ v=w=0,u=bc

2) u=0,v=c?/2, w=>b’/2.

3)u=Sa/2,v=_S5g/2, w=Sc/2.

Hu=(s—a)’ v=_(s=b?2 w=(s—c)
Hint 4. Prosté to dosadte do rovnice pro vzdalenost. Moc se s tim neupravujte, jde hlavné
o to, ze takto jdou ony vzdalenosti pohodlné vyjadrit.
Hint 5. Vyjadtete si D = (0,d,1 —d), E = (1 —¢,0,e) a F = (f,1 — f,0). Pro Cevovu
vétu si uvédomte, ze piimka BE je parametrizovana jako x = 1%

Pro Menealovu vétu si uvédomte, ze piimka DF' se parametrizuje jako (1 — d)(1 — f)x —
(1—d)fy+dfz=0.

Hint 6. Soufadnice X urcete pomoci m a n. Néasledné spoctéte vzdalenost BX.

Hint 7. Divejte se na véc z pohledu trojuhelniku ABD. Vyjadtete si v§echny body a ukaZte,
ze vektory OS i C'T jsou nasobkem vektoru (2BD : —-BD+CA—AB: —BD —CA+ AB).
Hint 8. Oznacte Q' bod takovy, ze AQ' a PX jsou stejné vektory a ukazte, Ze vepsisté je
stfed @ a dotyku vepsané.

Hint 9. Nejtézsi je rozmyslet si, jak funguje barycentrika ve 3D. No, miniméalné ty zakladni
véci dost podobné :D

Hint 10. Véhy (z,y,z) bodu P chépejte skuteéné jako hmotné body. Poméry obsahu
prepisté do poméru usecek a ty do z,y, z. Pak uhodnéte faktorizaci.

Hint 11. Ze t¥i bodid najdéte rovnici kruznice a ¢tvrty dosadte.

Hint 12. Najdéte soufadnice F' a ovéite, ze lezi na kruznici. Pro kontrolu F' = (p,q,r),
kdep+qg+r=1ar/p=c?/(?+b>—a?) aq/p="b>/b>+c —d?).

Hint 13. Ze t¥i bodu najdéte rovnici kruznice (pfejdéte k t =s—a,y=s—b, z=s—c¢)
a ukazte, Ze za dané podminky &tvrty vyhovuje (dosazenim, faktorizovat netfeba). Pro
kontrolu K = (zz:yz: (y+x)?) a L = (zy: (z+2)? : yz).

Hint 14. Nafouknéte kazdy z ¢tvercu tak, aby jedna jeho strana splyvala se stranou troj-
thelnika. Pak pozijte Conweyuv vzorec.
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Hint 15. K prvni ¢asti bud stac¢i néco tusit o antirovnobéznosti, nebo se prosté spocita,
7e vie lezi na kruzinici a?yz + b2zz + oy = %m(z + y + 2). Ke druhé sta¢i urcit
podil B a C soufadnic bodu O, (Ceval). Ten najdete jako priisecik dvou os tseéek. Vyjde
y/z=Sc/SB.

Hint 16. Sestavte rovnici kruznice a dosadte do ni I’. Ze vzniklé identity faktorizujte

b2 + % — o2
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Postupnosti v Teorii Cisel
Martin ,,Vodka“ Vodicka

Abstrakt. Prispevok obsahuje nejaké techniky, ktoré sa daja pouzit pri tilohach
kde vystupuju postupnosti, ktoré s prevazné dané rekurentne a tiez priklady na
riesenie.

K tlohédm, kde je postupnost zadand rekurentne (t.j. dalsi ¢len je zadany po-
mocou predoslych) sa dd pristupovat rozne. UkdZeme si par zakladngch sposobov,
¢o moézeme s takymito tlohami robit.

Jedna vec je, ze mozeme skusit ¢leny vyjadrit explicitne. Linearne rekurentné
rovnice sa daju riesit velmi Tahko pomocou nasledujtcej vety:

Veta. Majme rekurentnt rovnicu

gYntk + Qk—1Ynt+k—1t ... + aoyn = 0.

Potom P(x) = apz® + ap_12%~1 + ... 4+ ag je charakteristicky polyném tejto
rovnice. Nech A1, dots, \; st jeho korene s ndsobnostami aq, ..., a;. Potom postup-
nosti

A AN} AT

pre vetky 1 < i < t spliiaji dand rekurentnt rovnicu.

Navyse fubovolna ich linedrna kombinécia ich tiez spliia, t.j. ak si tieto postup-
nosti oznac¢ime ako {b1},{b2},...,{bk}, tak aj postupnost {B,} dana ako B, =
C1bL + ... CrbE splha dant rekurenciu. Navyse kazda postupnost, ktora spliia dant
rekurenciu sa dé vyjadrif v tomto tvare, t.j. ako linedrna kombinécia spominanych
postupnosti.

Samozrejme niekedy je toto vyjadrenie hnusné, lebo obsahuje odmocniny alebo
dokonca komplexné ¢isla. Napriek tomu sa s nim dé niekedy efektivne poéitat. Druhy
problém je, Ze niekedy nevieme ndjst korene charakteristického polynému, (ak je
stupiia aspoii 3), a vtedy samozrejme neméame toto explicitné vyjadrenie.

A tiez sa moze stat, Ze postupnost explicitne vyjadrime a bude ndm to Gplne
na nic¢. TakZe pozor na to.

Niekedy nemame rekurenciu v takom peknom tvare. AvSak vieme rekurentny
vztah vylepsit tym, Ze kus upravime nasu postupnost. Napr. Polozime y,, = x,, + 1
alebo y, = 3z, alebo y, = =, + Tpyt1,... Fantazii sa medze nekladt. Chceme to
vSak vzdy urobif tak, aby sa rekurentny vztah zlepsil. Trividlny priklad:

Cvicenie. Nech xy =1, z,, = 2z,,_1 + 1. Dokazte, Ze ak je x, prvocislo, tak je aj
n prvocislo.

Dalsia neprijemné vec, ¢o sa mozZe staf je ta, Ze postupnost je zadani reku-
rentne, avSak n-ty ¢len nezalezi od predoslych 2.3 ¢lenov, ale od vSetkych. V takom

44



pripade vieme ¢asto spravit to, Ze si napiSeme vyjadrenie dvoch po sebe idicih ¢le-
nov a vztahy nejak odéitame, aby sa viceina €lenov vykrétila. Potom dostaneme
jednoduchsi vztah. Trividlny priklad:

Cvicenie. Nech z; =1, z, = Tp—1 + Tp—2 + ... + x1. Dokézte, Ze w312 je tretia
mocnina.

Dalsie dobré pozorovanie je nasledujtca trivialna

Lema. Ak je postupnost {a,} dand rekurentne tak, Ze m-ty Clen zavisi len od
predoslych k ¢lenov, a {a,} m4 len kone¢ne vela roznych ¢lenov, tak {a,} je od
istého ¢lena periodicka.

To znamend, Ze ak {a,} je ohranicend, tak je od istého ¢lena periodickd. Alebo
ak poditame len zvysky takejto postupnosti po deleni niec¢im, tak je postupnost
periodicka.

Dolezité otazka je casto to, ¢i je postupnost periodickd od prvého ¢lena alebo
nie. To vieme ukazat tak, Ze zistime ¢ vieme v postupnosti ,chodif dozadu®, t.j.
ukézeme, Ze n-ty ¢len vieme vypocitat z nasledujtcih k ¢lenov. Potom ¢asto poméha
pozriet sa na ,zdporné“ ¢leny postupnosti, ktoré sa tam akoby ani nevyskytuju, ale
vdaka tomu, Ze je postupnost periodickd sa tam predsa len niekedy objavia.

Cvicenie. Dokézte, Ze pre vietky n existuje k > 0 také, ze n | Fj.

A niekedy proste ni¢ z toho nepoméha a Casto staéi stard dobra indukcia. A
ked nepomadha ani to, tak treba vymysliet nieco tplne iné. Moznosti je vela. Ale uz
nebudem pisat blbosti a podte radsej ratat:

Ratajte!

Uloha 1. Definujme postupnost

3a,
a1 =2, apt1 = {QJ

Dokazte, ze obsahuje nekonecne vela parnych aj neparnych disel.

Uloha 2. Dokézte, 7e pre kazdé prirodzené &islo m existuje taky index k, pre ktory
je ¢islo F} — F), — 2 delitelné ¢islom m. (F), je Fibonacciho postupnost).
(CPS 2007)

Uloha 3. Postupnost zaéinajica 1, 9, 8, 2 pokracuje tak, Ze nasledujici ¢len je
poslednd cifra stctu predchadzajucich 4 ¢lenov. Méze sa 3, 0, 4, 4 objavit v takej
postupnosti?

Uloha 4. Postupnost {a,} je definovani vzfahmi ag = 2,a; =4 a

ApnGp—1
an+1 = T +an + ap—1.
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Urcéte vsetky prvodisla p, pre ktoré existuje kladné celé ¢islo m také, ze p je
delitelom a,, — 1. (MEMO 2012)

Uloha 5. Pre dané celé ¢islo ag > 1 definujeme postupnost {a,,} nasledovne:

. { an ak \/a, je celé Cislo,
Ap41 =

an +3 inak.

Uréte vSetky hodnoty ag, pre ktoré existuje také ¢éislo A, Ze pre nekonecne vela
indexov n plati a,, = A. (IMO 2017)

Uloha 6. Zistite, kolko existuje postupnosti celych éisel {a,} takych, ze pre kazdé
prirodzené ¢islo n plati

an + 2006
n# =1, apyg = ——
¢ # fin+2 Ap41 +1
(CPS 2006)
Uloha 7. Nech 1,2, 3,... je postupnost definovana nasledovne:

1 =4, Tpy1l = T1T2T3 Ty + 5

Prvé ¢leny postupnosti st x1 = 4,20 =9,x3 =41, ....
Najdite vSetky dvojice prirodzenych ¢isel {a, b} takych, Ze x,xp je Stvorec.
(ITAMO 2012)

Uloha 8.

Zistite, ¢i existuje nekonecénd postupnost x1, xs,. .. prirodzenych &isel, ktora ob-
sahuje prave 102°16 roznych ¢isel, pricom pre vietky n € N plati 2,10 = (Tp, Try1) +
2016. (Vyberko 2015)

Uloha 9. Nech a,b € Nawug =1, u,41 = au, +b. DokdZte, Ze postupnost obsahuje
nekonecne vela zlozenych éisel.

Uloha 10. Nech postupnost je definovana nasledovne:

2 2
6an—1an—3 B San—lan—Q
a1 =1, as =2, a3 =24, a, = .
Ap—20n—-3

Dokézte, Ze a,, je prirodzené ¢islo a n | a,, pre vSetky n.

Uloha 11. Nech z; a x5 st nestdelitelné prirodzené ¢&isla. Pre n > 2 definujme
Tntl = TpTp—1 + 1. ) .

a) Dokaite, ze pre kazdé i > 1 existuje j > i také, ze x} | z].

b) Je pravda, ze x; musi delit :vg pre nejaké j > 17

je definovana nasledovne:
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x¢:2ipre0§i§m—laxi:Z;-n:la:i,j,preizm.

N4jdite najvicsie k, pre ktoré postupnost obsahuje k po sebe iducih ¢lenov
delitelnych m . (IMO Shortlist 2003)
Uloha 13. Nech ag =0, a; = 1 a a,, = 2a,,_1 +a,_». dokazte, ze 2% | a,, < 2% | a,.

Uloha 14. Nech a; = 111, ay = 1212, a5 = 1313,
ap = |an—1 - an—2| + |an—2 — Gp-3|.

Néddlte a1414 .

Uloha 15. Nech ay, a1, as, ... je postupnost prirodzenychj ¢isel taka, 7ze (a;, a;y1) >
a;_1. Dokézte, Ze a, > 2" pre vietky n > 0. (IMO shortlist 2008)

Uloha 16. Pre postupnost {a,} plati a1 = ¢, a, 41 = ca, + /(2 — 1)(a2 — 1) pre
vSetky prirodzené cisla n. Dokazte, ze ak ¢ je prirodzené c¢islo, potom kazdy ¢len
postupnosti je celé ¢islo. (KMS 2016/2017)

Uloha 17. Definujme a; = i pre i € {0,1,...,p — 1}, kde p je nejaké prvodcislo.
Dalej a,, = ap—1 + ap—p. Najdite zvySok Cisla aps po deleni p. .

Uloha 18. Nech m = 4k? — 5 pre nejaké prirodzené &islo k. Dokazte, Ze existuji
prirodzené ¢isla a a b také, Ze postupnost (z,,) definované ako

To=a, T1 =0, Tni2 = Tpy1 + Ty

m4 vSetky ¢leny nesidelitelné s m. (IMO Shortlist 2004)

Uloha 19. Najdite vetky prirodzené &isla M také, ze postupnost ag,ai,as,. ..
definovana ako

1
ag =M + 5 Okl = ap|ax]

obsahuje aspori jedno celé ¢islo. (IMO Shortlist 2015)

Uloha 20. Nech y; = yo = 1, ynio = (4k — 5)yni1 — yn + 4 — 2k. Najdite vetky
prirodzené k také, ze kazdy clen tejto postupnosti je Stvorec prirodzeného ¢isla.
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Hinty

Hint 1. Sporom. Ak st vSetky éisla parne/neparne lahko sa zbavite celej ¢asti a viete to
vyjadrit.

Hint 2. F_; = —1.

Hint 3. Chodte dozadu.

Hint 4. b, = an/2 + 1 Teraz lahko vyjadrite explicitne ¢leny b,. Zjavne by, je periodicka
modulo p a chodte dozadu.

Hint 5. Rozoberte to podla zvyskov po deleni 3. Asi najtazsia cast je pre zvySok 1, tam
pouzite indukciu.

Hint 6. Napiste si dva po sebe idlice vztahy a zbavte sa 2006 a upravte na suc¢in. Rozliste
dva pripady podla toho, ¢i a1 = as alebo nie. Ten druhy skiste sporom vylaéit.

Hint 7. Napiste si vyjadrenia dvoch po sebe idtucich ¢lenov a nejak tieto rovnice od seba od-
éitajte aby sa hnusna ¢ast vybila. Potom si treba uvedomit to, ze kazdé 2 ¢leny postupnosti
st nesudelitelné.

Hint 8. Pre jednoduchost predpokladajte, ze vSetko je delitelné 2016 a predelte. Potom
najdite nejaky kratky cyklus, na ktorom postupnost skonéi (napr. (2,2,3)) a skonstrujte
smerom dozadu predchadzajtce c¢leny.

Hint 9. No to by bol strasna haluz keby nie, ze? :D Ale tak vyjadrite si to explicitne a
pouZite prvodéiselného delitela a + b.

Hint 10. Pozrite sa na b, = an/an—1, upravte rekurentny vztah a explicitne vyjadrite by,.
Hint 11. Pozrite sa na postupnost modulo nejaké prvoéislo, ktoré deli a; b) nie. Zoberte
z1 delitelné 2 neparnymi prvoéislami (napr. 15) a ndjdite vhodné z».

Hint 12. Pozrite sa niekolko ¢lenov dozadu.

Hint 13. Vyjadrite si to explicitne, zapiste pomocou sumy kombinac¢nych c¢isel a indukcia.
Hint 14. Pozrite sa na postupnost b, = |an, —an—1|. Uvedomte si, Ze je ohranicend, a teda
c¢asom periodickd a najdite periédu. Potom sa na to este pozrite modulo 2, a modulo iné
prvocisla si len uvedomte, Ze ¢leny v peridde nemoézu mat vSetky spoloc¢ného delitela.
Hint 15. Zrejme je postupnost rastica. Potom pouzite indukciu a spor - prdpokladajte, Ze
to pre n neplati a uvazujte aké su tieto ¢leny nasobky ich spolo¢ného delitela. Z indukéného
prepokladu by vdm mali stacit len 3 nerovnosti - 0 an—3,an—2,an_1.

Hint 16. Bud rovno induckiou dokazte, ze to pod odmocninou je celé alebo si vypiste par
Clenov a tipnite predpis an+1 = 2can — an—1 a dokazte indukciou toto. Pripadne z toho
vyjadrite explicitne n-ty ¢len a dokazte len to indukciou. Skratka nejak pouzite indukciu :).
Hint 17. Plati, Ze t4 postupnost je periodicka modulo p s periédou p? — 1. Vyjadrite

si a, pomocou ¢lenov a,,_p2 .. Gp_p2_1. Jednoduchsie je vsak pracovat s ,obritenou*

—pr-
postupnostou b, = a_y, ktord mé jednoduchsi rekurentny vztah. Alternativne stacéi ukdzat,
2e:vpfx+1|;cp2 —x Vv Zplz] :P

Hint 18. Zoberte si nejaké prvocislo p, ktoré deli m a vyjadrite si t postupnost explicitne
modulo p. Vyuzite pri tom, Ze v/5 modulo p existuje. Potom len zvolte vhodné kongtanty.
Hint 19. Predpokladajte, Ze nie a uvazujte postupnost b, = an — 3. Dokazte, ze va(bn)
sa stale zmensuje o 1.

Hint 20. Vyjadrite si y3,ys a ukdzte, Ze nemdzu byt oba $tvorce pre k > 3 (uzavrite ys
medzi dva $tvorce). Pre k = 3 si to vyjadrite explicitne (fuj, blé, humus) a fakt to vyjde.
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Invarianty a monovarianty
Vasek Vordcek

Abstrakt. Piispévek obsahuje tlohy na invarianty a monovarianty. V ukazkach
jsou jednoduché tlohy na predstaveni jednotlivych typu tloh. Slozitéjsi tlohy
jsou predevsim z IMO shortlisti a narodnich olympiad.

Ukazky invariantu

Uloha 1. Drak ma 100 hlav. rytif jich umi najednou useknout 15, 17, 20, nebo 5.
nasledné drakovi naroste v jednotlivych pripadech 24, 2, 14, nebo 17 hlav. Pokud
drak neméa zadnou hlavu, zemie. Muze drak zemfit?

Uloha 2. Sachovnici 8 x 8 jsme pokryli 21 obdélnicky 3 x 1 tak, Ze pravé 1 policko
zustalo nepokryté. Kde mtze byt toto volné policko?

Uloha 3. Petra a Dalila sa najnovsie nehravaji so zapalkami, ale s peniazmi, ktoré
uSetria tym, ze si nekupuju zapalky. Zoberu si n korunaciek a umiestnia ich na stole
do jedného radu. Dievéa, ktoré je na tahu, si vyberie jednu mincu, ktora je znakom
hore, otodi ju, ako aj vSetky ostatné napravo od nej. Potom je na fahu druhé dievca.
Takto striedavo tahaju, pri¢om zacina skdsenejsia Petra. Prehréd ta, ktord uz nevie
spravit tah. Ukazte, Ze tato hra vzdy skonéi po koneénom pocte krokov. Ktora hracka
mé vitazni stratégiu? (KMS, 2002/03, Z1, 8)

Uloha 4. Je mozné vyplnit Sachovnici 10 x 10 kostickami 4 x 1?

Uloha 5. Je dano 5 bodt: (—5,10), (8,7), (=3,4), (6,5), (9,4). Jsou povoleny
néasledujici 2 operace. Bud miiZzeme vybrat 2 body, jeden z nich posunout o jednotku
nahoru a druhy o jednotku doprava, nebo vybereme 2 body a jeden nich posuneme o
jednotku dolti a druhy o jednotku doleva. Najdi mnozinu v8ech bodt (z,y) takovych,
7e po konefném poctu operaci mohou byt vSechny body pravé (z,y).

Ukazky monovariantu

Uloha 6. Do kruhu je uspofadano n lamp. Stav lampy je bud vypnuté, nebo
zapnutd. V kazdém kroku se v jeden moment pfepne (zméni stav) kazdd lampa,
ktera nesousedi s lampou stejného stavu. Pro jakd n se po néjakém poctu krokt uz
nezméni stav zadné lampy pfi libovolném pocateénim rozdéleni stavi?

(Kanada 1994, upraveno)

Uloha 7. Mgéjme na tabuli napsana piirozend é&isla 21, za, ..., 2,. V jednom tahu
miZeme vybrat dvé ¢isla xz; a x; takovd, Ze ani jedno nedéli druhé a nahradit je
postupné ged(z;, z;) a lem(z;, z;). Ukaz, ze mizeme udélat pouze koneéné mnoho
tah. (Putnam 2008)
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Uloha 8. Kazdy senator méa nejvyse 3 nepfatele, nemtize byt svym nepiitelem a
nepratelstvi je vzajemné. Dokaz, ze umime sendt rozdélit na 2 frakce tak, ze kazdy
senator ma nejvyse jednoho nepfitele ve své frakci.

Uloha 9. Several positive integers are written in a row. Iteratively, Alice chooses
two adjacent numbers x and y such that x > y and «x is to the left of y, and replaces
the pair (x,y) by either (y + 1,2) or (x — 1,z). Prove that she can perform only
finitely many such iterations. (IMO Shortlist 2012)

Uloha 10. V roviné je n ¢ervenych a n modrjch bodt. Zadné 3 nelezi na piimce.
Ukaz, ze umime najit n usefek spojujicich ¢erveny a modry bod, tak, ze zadné 2
tsecky nemaji spoleény bod.

T&z5i tlohy

Uloha 11. Feldo nasiel na povale starti Sachovt figirku — delfina a spomenul si
na vekmi zabudnuty kaprov problém. Delfin sa moéze hybat o 1 policko doprava,
o 1 poli¢ko hore alebo o 1 policko po diagonale dolava dole. Na zaciatku stoji delfin
v lavom dolnom rohu Sachovnice 8 x 8. D4 sa s nim prejst celd Sachovnica tak, aby
na kazdom polic¢ku stal prave raz? (KMS, 2003/04, L1, 10)

Uloha 12. Na zac¢atku, 9 ze 100 étverctt v miizce 10 x 10 je infikovanych. Pokud
¢tverec sousedi s alesponn 2 infikovanymi étverci, stane se takové infikovanym. Je
mozné, Ze nakonec budou vSechny ¢tverce infikované?

Uloha 13. Five identical empty buckets of 2-liter capacity stand at the vertices of
a regular pentagon. Cinderella and her wicked Stepmother go through a sequence of
rounds: At the beginning of every round, the Stepmother takes one liter of water from
the nearby river and distributes it arbitrarily over the five buckets. Then Cinderella
chooses a pair of neighbouring buckets, empties them to the river and puts them
back. Then the next round begins. The Stepmother goal’s is to make one of these
buckets overflow. Cinderella’s goal is to prevent this. Can the wicked Stepmother
enforce a bucket overflow? (IMO Shortlist 2009)

Uloha 14. 200 x 200 square is colored in chess order. In one move we can take
every 2 x 3 rectangle and change color of all its cells. Can we make all cells of square
in same color? ( St Peterburg Olympiad 2010)

Uloha 15. V kazdém poli¢ku desky m x n je napsano piirozené &slo. V jednom
kroku miizeme pric¢ist stejné celé ¢islo k ¢isliim ve 2 sousednich poli, pokud obé ¢isla
zustanou nezapornid. Kdy muzeme po koneéném poctu krokt dosédhnout stavu, ze
ve vSech polich tabulky je 07 (IMO Shortlist 1989)

Uloha 16. A house has an even number of lamps distributed among its rooms in
such a way that there are at least three lamps in every room. Each lamp shares
a switch with exactly one other lamp, not necessarily from the same room. Each
change in the switch shared by two lamps changes their states simultaneously. Prove
that for every initial state of the lamps there exists a sequence of changes in some
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of the switches at the end of which each room contains lamps which are on as well
as lamps which are off. (IMO Shortlist 2005)

Uloha 17. Na zacatku je jen jedna kulicka a ta je na pozici (0,0). Pokud je na
pozici (i,j) kulicka a na pozicich (4,5 + 1), ani (¢ + 1, j) neni, pak mtZeme z pozice
(,7) odebrat kulicku a dat po 1 kuli¢ce na pozice (i + 1,7) a (i,5 + 1). Dokaz, ze
vzdy budou existovat a a b, a + b < 3 takovd, Ze na pozici (a,b) je kulicka.

(Indie TST 2004)

Uloha 18. V bodé (0,0) jsou 4 kaminky. V jednom kroku mfizeme odebrat kaminek
z bodu (7, ) a umistit po 1 kaminku na (i+1, j) a (i, j+1). DokaZte, Ze po libovolném
poctu krokd budou vzdy v né€jakém bodé alespon 2 kaminky.

Uloha 19. On an infinite chessboard, a solitaire game is played as follows: at the
start, we have n? pieces occupying a square of side n. The only allowed move is
to jump over an occupied square to an unoccupied one, and the piece which has
been jumped over is removed. For which n can the game end with only one piece
remaining on the board? (IMO 1993 P3)

Uloha 20. Ve vrcholech pétitihelnika jsou napsana celd &isla tak, Ze jejich soudet
je 2011. V jednom kroku mizeme od kazdého ze dvou sosednich vrcholi odecist
libovolné m a k jejich protéjsimu vrcholu pri¢ist 2m. Ukaz, ze pokud dosadhneme
stavu, ve kterém jsou ve vSech vrcholech, kromé jednoho 0 a ve zbyvajicim 2011, je
tento ”zbyvajici” vrchol uréen pocateéni konfguraci jednoznacné.

Uloha 21. Each term in a sequence 1,0, 1,0, 1, 0...starting with the seventh is the
sum of the last 6 terms mod 10. Prove that the sequence ...,0,1,0,1,0,1... never
occurs.

Uloha 22. A solitaire game is played on an m x n board with markers having one
white side and one black side. Each of the mn cells contains a marker with its white
side up, except for one corner square which has a marker with its black side up. The
allowed move is to select a marker with black side up, remove it, and turn over all
markers in squares sharing a side with the square of the chosen marker. Determine
all pairs (m,n) for which it is possible to remove all markers from the board.

(IMO shortlist 1998)

Uloha 23. There are n markers, each with one side white and the other side black,
aligned in a row so that their white sides are up. In each step, if possible, we choose
a marker with the white side up (but not one of the outermost markers), remove it
and reverse the closest marker to the left and the closest marker to the right of it.
Prove that one can achieve the state with only two markers remaining if and only if
n — 1 is not divisible by 3. (IMO shortlist 2005)

Uloha 24. Mame 3 hromady kamenti. Z jedné hromady miizeme piehodit nékolik
kament do druhé, pokud tim zdvojnasobime pocet kament ve druhé hromadé. Je
mozné takto zrusit nékterou hromadu? (IMO Shortlist 1994)
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Uloha 25. We have 2™ sheets of paper, with the number 1 written on each of them.
We perform the following operation. In every step we choose two distinct sheets; if
the numbers on the two sheets are a and b, then we erase these numbers and write
the number a + b on both sheets. Prove that after m2™~! steps, the sum of the
numbers on all the sheets is at least 4™. (IMO Shortlist 2014)

Uloha 26. Let n > 2 be a positive integer and \ a positive real number. Initially
there are n fleas on a horizontal line, not all at the same point. We define a move as
choosing two fleas at some points A and B, with A to the left of B, and letting the
flea from A jump over the flea from B to the point C so that % =\

Determine all values of A\ such that, for any point M on the line and for any
initial position of the n fleas, there exists a sequence of moves that will take them
all to the position right of M. (IMO Shortlist 2000)

Uloha 27. Starting with the triple (1007+/2,2014+/2,1007+/14), define a sequence
of triples (@, Yn, 2n) by

Tn+l = \/xn(yn + zn — xn)

Yn+1 = \/yn(zn + Tn — yn)

Zn4+1 = \/Zn(l'n + Yn — Zn)

for n > 0.Show that each of the sequences (,)n>0, (Yn)n>0, (2n)n>0 converges to a
limit and find these limits. (Indie TST)

Uloha 28. A crazy physicist discovered a new kind of particle wich he called an
imon, after some of them mysteriously appeared in his lab. Some pairs of imons in the
lab can be entangled, and each imon can participate in many entanglement relations.
The physicist has found a way to perform the following two kinds of operations with
these particles, one operation at a time.

(i) If some imon is entangled with an odd number of other imons in the lab, then
the physicist can destroy it.

(ii) At any moment, he may double the whole family of imons in the lab by creating
a copy I’ of each imon I. During this procedure, the two copies I’ and J’ become
entangled if and only if the original imons I and J are entangled, and each copy
I’ becomes entangled with its original imon I; no other entanglements occur or
disappear at this moment.

Prove that the physicist may apply a sequence of much operations resulting in
a family of imons, no two of which are entangled. (IMO Shortlist 2013)

Uloha 29. Some positive integers are initially written on a board, where each 2 of
them are different. Each time we can do the following moves:

(i) If there are 2 numbers (written in the board) in the form n,n + 1 we can erase
them and write down n — 2
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(ii) If there are 2 numbers (written in the board) in the form n,n + 4 we can erase
them and write down n —1

After some moves, there might appear negative numbers. Find the maximum
value of the integer ¢ such that: Independetly of the starting numbers, each number
which appears in any move is greater or equal to c. (Recko TST)
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Hinty

Hint
Hint
Hint
Hint
Hint

1.
2.
3.
4.
5.

Modulo
Barveni
Binarka
Barveni
Pokud je v mnoziné (a,b), o jakych dalsich bodech umime fici, Ze tam budou?

Potom ovér, jestli se do néjakého takového bodu umime dostat.

Hint 6. Co se da fici o chovani jednotlivych lamp?
Hint 7. Co se neméni? Co se naopak zvétsuje?

Hint 8. Néjak je rozdélit a pak pfesouvat

Hint 9. Najdi vyraz, ktery se v kazdém kroku zvysi

Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18

N¢jak to spoj a odstranuj kiizeni
modulo 3
Obvod
Najdi invariant v zacatku kazdého kola
Nejde to. obarvi a najdi néjaky spor.
Deska je treba sachova deska
Sporem
Nasledujici tloha
. Predpokladej, ze vSechny kaminky jsou na samostatném policku, kterych je

kone¢né mnoho a najdi spor s néjakym invariantem.
19. 3 barvy

Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint

22.
23.
24.
25.
27.

28

Uhodnout feSeni a indukci, na zbytek parita

Na jednu ¢ast indukei, na druhou modulo

Binarka a déleni se zbytkem

V pribéhu feseni se d4 pouzit AG nerovnost

x, Y, z jsou strany trojuhelnika

. Je to graf a da se vyuzit jeho barevnost - nejmens$i pocet barev, kterymi lze

obrarvit graf, aby 2 vrcholy spojené hranou mély riznou barvu.

54






Obsah

Diofantovské rovnice (Filip Bialas) . . . . . ... ... ... ... .. ... 4
Mocnost bodu ke kruznici (Veréa Hladikovd) . . . . ... ... ... ... 9
Lagrangeova interpolace (Jakub Lowit) . . ... ... ... .. ... ... 18
Entropie a Jensenova nerovnost (Vasek Rozhon) . . . .. ... ... ... 24
Kombinatorické konstrukce (Stépan Simsa) . . . . ... ... ... .. .. 30
Barycentrické soufadnice (Rado van Svarc) . . . ... ... ... ..... 37
Postupnosti v Tedrii ¢isel (Martin ,Vodka“ Vodicka) . . . ... ... ... 44

Invarianty a monovarianty (Vasek Voracek) . . ... ... ... ... ... 49



