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Pravdepodobnostna metoda

Slavomir Hanzely

Abstrakt. Prispevok obsahuje zakladnii myslienku pravdepodobnostnej metédy
a ulohy na zzZitie sa s nou. Na konci ndjdete navody na rieSenie spominanych
uloh.

Pravdepodobnostnd metdda sa opiera o ndhodné javy. Ked chceme dokazat
existenciu nejakej situdcie, sta¢l ndm ukéazat, Ze pri vhodne zvolenom ndhodnom
generovani situécii je nenulova Sanca na vygenerovanie danej situdcie. Inymi slovami
medzi vygenerovanymi situdciami je menej ,,ostatnych“ situécii ako vsetkych situacii.

Zacénime vypisanim si vSetkych tvrdeni.

Definicia. Elementdrnym javom nazyvame situdciu, ktord nastala po ndhodnom
procese (napriklad na prvej kocke padla trojka, na druhej dvojka a na tretej trojka).
Pravdepodobnost, Ze nastal jav A znac¢ime P(A). Ak nastal jav A a sG¢asne nastal
jav B, znacime to AN B. Ak nastal jav A alebo nastal jav B zna¢ime AU B. Nezdvislé
javy su také, pre ktoré plati P(AN B) = P(A) - P(B).

Definicia. Nahodnd velicina je redlne ¢islo, ktoré spocditame na zdklade elementar-
neho javu. Napriklad ¢islo, ktoré padlo na prvej kocke alebo pocet kociek, na ktorych
padla trojka.

Definicia. Strednd hodnota ndhodnej veli¢iny X je jej priemernd hodnota, oznacuje
sa E(X). Presnejsie je E(X) vazeny aritmeticky priemer vetkych hodndt X pocas
elementarnych javoch (vahy st pravdepodobnosti danych javoch).

Veta. Pre kazdé javy A, B (mozu byt aj zavislé) plati P(AU B) < P(A) + P(B).
Veta (Poéitanie strednej hodnoty).

(i) Nech A je jav a I4 ndhodna veli¢ina, ktory déva nulu (ak jav A nenastal) a
jednotku (ak A nastal). Potom E(I4) = P(A).
(ii) Nech X, Y st ndhodné veli¢iny, potom F(X +Y) = E(X) + E(Y).
(iii) Nech X je ndhodnd veli¢ina a r redlne &islo, potom E(r - X) =r - E(X).

Huré na tlohy:

Priklad. Majme tabulku 100 x 100, na kazdom policku jedno z ¢&isel 1, 2, ..., 5000,
kazdé prave dvakrat. Dokéazte, Ze mozno vybrat 100 poli¢ok tabulky, aby boli splnené
nasledovné podmienky.

(i) V kazdom riadku aj stipci je prave jedno vybrané policko.
(ii) Cisla na vybranych poli¢kach st po dvojiciach rozne.

RieSenie. Zoberme si ndhodna premutaciu a1, asg, ..., a100 ¢isel {1,...,100}. Vy-
berieme poli¢ka v i-tom riadku a a;-tom stipci (podmienka (1) je splnend). Pozrime
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sa na ¢islo j z {1,2,...,5000}. Ak4 je pravdepodobnost, Ze sme vybrali obe policka
s hodnotou j? Ak boli dané poli¢ka v rovnakom riadku, tak je 0, inak je to ﬁ . %.
Pravdepodobnost, Ze sme vybrali dvojicu poli¢ok s rovnakou hodnotou je teda uréite
nanajvys 5000 - 155 - 55 < 1. Pravdepodobnost, Ze medzi vybranymi polickami nie je
dvojica policok s rovnakou hodnotou je viac ako nula, ¢im je dokaz hotovy.

Priklad. V jazykovej skole sa vyucuje 2n jazykov. Kazdy z 500 uéitelov hovori
asponl n jazykmi. Dokézte, Zze mozno vybraf 14 (alebo menej) jazykov takych, Ze
kazdy uditel rozprava aspori jednym z nich.

RieSenie. Nahodne si zvolme 14 jazykov. Pravdepodobnost, Ze konkrétny ucitel ne-
rozprava konkrétnym jazykom je nanajvys % Pravdepodobnost, Ze konkrétny uditel
nerozprava ziadnym z danych jazykov je nanajvys 2% Pravdepodobnost, Ze aspon
jeden uditel nerozprava ziadnym z danych jazykov je %.

Uloha 1. V turnaji n hracov hral kazdy s kazdjm prave raz. Hamiltonovska cesta je
také usporiadanie n hracov, ze prvy porazil druhého, druhy tretieho, ... Dokazte, ze
turnaj mohol dopadnit tak, Ze by existovalo aspoii n!/2"~1 hamiltonovskjch ciest.

Uloha 2. Dané st nestidelitelné prirodzené &isla m, n. Aky je pocet ciest po mriezke
v obdlZniku m x n z Tavého dolného rohu do pravého horného rohu, ktoré idu iba
doprava a hore a su celé pod uhloprieckou? (MKS 26-5-8)

Uloha 3. Nech X je taka mnozina kone¢njch postupnosti nil a jednotiek, ze Ziadna
postupnost z X nie je zaciatkom inej postupnosti z X. Pre p € X oznaéme |p| dlzku

postupnosti p. Dokézte:
1
5 — < 1.
2lpl
peX

Uloha 4 (Spernerova veta). Nech F je systém mnozin taky, Ze Ziaden prvok z F
nie je podmnozinou iného prvku z F'. Dokazte

1
2t

n
SeF \|S

Uloha 5. V skupine 90 deti m4 kazdé aspon 30 kamaratov (kamaratstvo je vza-
jomné). Dokézte, ze mozno rozdelit deti do troch 30-¢lennych skupin tak, aby kazdé
diefa malo vo svojej skupine aspon jedného kamaréata. (CK MO 2011/2012)

Uloha 6. Matematickej sufaze sa zicastnilo 200 studentov. Kazdy student rie-
gil 6 uloh. Kazda dlohu vyriesilo aspont 120 Studentov. Dokézte, Ze mozno vybrat
dvoch studentov, ktori spolu vyriesili vietky tlohy. (IMC 2002)

Uloha 7. Majme 247! d-prvkovych mnozin, d > 2. Dokazte, Ze je mozné ofar-
bit prvky mnoZin dvoma farbami tak, aby kazd4 mnoZina obsahovala prvky oboch
farieb.



Uloha 8. Ukaite, Ze je mozné ofarbit prvky mnoziny {1,2,...,1987} $tyrmi farbami
tak, aby neexistovala jednofarebnd desatprvkova aritmetickd postupnost.
(IMO Shortlist 1987)

Uloha 9. Dokézte, Ze je mozné ofarbif hrany aplného grafu s menej ako 2% vrcholmi
dvomi farbami tak, aby v ilom nebol Ziadny plny jednofarebny podgraf s k& vrcholmi.

Uloha 10. V rovine je 100 bodov vo vieobecnej polohe. Dokazte, ze pocet ostrou-
hlych trojuholnikov neprevysuje 70% poctu vSetkych trojuhelnikov. (IMO 1970)

Uloha 11. V turnaji hralo n hrac¢ov kazdy s kazdym prave raz. Nazvime turnaj k-
nezoraditelny, ak pre kazda k-prvkovii mnozinu hricov ndjdeme iného hraca, ktory
porazil vSetkych hrédov z tejto mnoziny. Dokazte, Ze pre kazdé k mozno néjst n > k
také, Ze existuje k-nezoraditelny turnaj n hracov.

Uloha 12. Povedzme, Ze permuticia {z1, o2, ..., T2, } na mnoziny {1,2,...,2n}
mé vlastnost V', ak pre nejaké i € {1,2,...2n — 1} plati |z;41 — ;| = n. Dokézte,
7e pre kazdé n je viac permutécii s vlastnostou V' ako bez nej. (IMO 1989)

Uloha 13. V skole sa vyucuje n predmetov, kazdy sa vyucuje v angli¢tine a ¢instine.
Studenti sa u¢ia niektoré (alebo aj vietky) predmety, kazdy predmet v prave jednom
z danych jazykov. Pre kazda dvojicu predmetov existuje Student, ktory sa ich uci
v roznych jazykoch. N4jdite najvicésiu hodnotu n, ked vieme, ze kazdy predmet
navstevuje nanajvys 10 studentov.

Uloha 14. Nech F je mnozina vietkych n-tic (Ay, As, ..., A,), kde kazdé A; je
podmnozinou 1,2, ...,1998. Ozna¢me |A| pocet prvkov mnoziny A. Najdite hodnotu

Z Ay UAsU...UA,
(A1,A2,...,Ay)

(APMO 1998)

Uloha 15. V $achovom turnaji, ktorého se zii¢astnilo 40 hracov, sa odohralo celkom
80 partii, pricom Ziadna dvojice spolu nehrala viackrat. Ukéazte pre ¢o najvicsie n,
Ze existuje n hracov, ktory medzi sebou nehrali zZiaden zapas.

Uloha 16. Na vedierku je n > 2 hosti, pricom poznanie sa je vzajomné. Dokazte,
7e existuju dvaja Iudia A, B taki, Ze medzi ostatnymi n — 2 hostami moZno néjst
| 5] — 1 takych, ktori maji rovnaky vztah k A a B (bud ich oboch poznd, alebo ich
oboch nepozna). (USAMO 1985)
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Hinty

Hint 1. Ndhodne si usporiadajme hracov. Aka je pravdepodobnost, Ze dané usporiadanie
je hamiltonovska cesta?

Hint 2. Otocte si mriezku tak, aby uhlopriecka bola vodorovne. Lubovolna priamka cez
mrezové body obdlznika (okrem uhlopriecky) nie je vodorovna. Rozdelte si cesty na skupiny
po m + n prvkov také, ze v kazdej skupine je prave jedna cesta vyhovujuca zadaniu.
Hint 3. Postupne nahodne generujte postupnost nil a jednotiek (obe majui Sancu 1).
Zastavte sa, ked ziskate postupnost z X alebo postupnost, ktora je dlhsia ako vSetky po-
stupnosti z X. Ak4 je pravdepodobnost, ze vygenerujete postupnost z X7

Hint 4. Ak4 je pravdepodobnost, Ze ndhodn4 podmnozina obsahuje dany prvok F'? A aka
je pravdepodobnost, Ze ndhodn4 podmnozina obsahuje nejaky prvok z F'?

Hint 5. Rozdelte deti ndhodne do skupiniek. Aka je pravdepodobnost, Ze jedno diefa nema
vo svojej skupine ziadneho kamarata? Odhadnite pravdepodobnost, Ze asponi jedno dieta
nema vo svojej skupine ziadneho kamarata.

Hint 6. Vezmime si dvoch nédhodnych Studentov. Aka je pravdepodobnost, Ze konkrétnu
tlohu ani jeden z nich nevyrie§il? Aka je pravdepodobnost, ze m4 aspon jedna tloha tuto
vlastnost?

Hint 7. Ofarbite prvky nahodne (s pravdepodobnostou %) Aké je pravdepodobnost, Ze
dand mnozina je jednofarebna? Aka je pravdepodobnost, Ze aspon jedna postupnost je
jednofarebna?

Hint 8. Ofarbite mnozinu farbami ndhodne $tyrmi farbami. Aka je pravdepodobnost, Ze
dané desatprvkova postupnost je jednofarebna? Kolko je aritmetickych desatprvkovych
postupnosti?

Hint 9. Ofarbime graf ndhodne dvomi farbami. Ak4 je pravdepodobnost, ze dana k-prvkova
mnozina vrcholov tvori jednofarebny podgraf? Ak4 je pravdepodobnost, Ze niektord k-
prvkova mnozina tvori jednofarebny podgraf?

Hint 10. Dokéazte to pre pit bodov. Odhadnite pravdepodobnost, Ze ndhodny trojuholnik
bude ostrouhly. Nahodny trojuholnik vyberte tak, Ze vyberiete pét ndhodnych bodov a dve
z nich zahodite.

Hint 11. Nech zapasy v turnaji skoncili ndhodne. Pravdepodobnost, Ze pre dani mnozinu
hrac¢ov iny hra¢ prehral s niektorym z nich je nezavislad na n. Pravdepodobnost, ze vSetci
hra¢i prehrali s niektorym z danych hracov (nie nutne rovnakym) je exponencidlna v za-
vislosti od n. Pocet vSetkych k-prvkovych mnozin hracov je iba polynomialna v zavislosti
na n.

Hint 12. Ozna¢me A; jav, Ze |zi+1 — ;| = n. Kolko je P(A;)? A kolko je P(A; N Aj)?
Pomocou principu inklizie a exkluzie odhadnite P(V').

Hint 13. Odpoved je 1024, najdite priklad. Na dokdzanie, Ze viac to byt nemdze, priradte
ndhodne kazdému $tudentovi primarny jazyk. Rétajte pravdepodobnost, ze sa vSetkym
Studentom na (konkrétnom) predmete zhoduje primarny jazyk s jazykom predmetu. Ukézte,
Ze Sanca, ze sa to stalo na aspon jednom predmete je pre n > 1024 viac ako 1.

Hint 14. Kolko je ¢lenov v sucte? Kolko je priemerna hodnota ¢lenu?

Hint 15.

(i) (Ndvod na n=5) Nahodne vyberte niekolko hracov, kazdého s pravdepodobnostou 0.25.
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Z dangch hrac¢ov vyhodte vSetkych (naraz), ¢o prehrali s nejakym inym vybranym hracom.
Z kolkych zapasov sme v priemere vybrali oboch hrac¢ov (ktorych sme zahodili)?

(ii) (N4dvod na n=8) Nech maji hra¢i nadhodne prideleny ranking (po dvojiciach rozny).
Vyberte hracov, ktory hrali iba s hrd¢mi s niz$im rankingom. Aké4 je pravdepodobnost
na vyber konkrétneho hraca? Zdola odhadnite stiet pravdepodobnosti hracov (ze boli
vybrani).

Hint 16. Uvazujte pevného ¢loveka a ndhodna dvojicu A, B. Zdola odhadnite pravdepo-
dobnost, Ze tento ¢lovek ma rovnaky vztah k A a B? Ak je strednd hodnota poc¢tu Iudi,
ktory maju rovnaky vztah k A a B?



Vytvorujici funkce
David Hruska

Abstrakt. At uz pracujeme s kombinatorickymi identitami, linedrnimi rekuren-
cemi nebo prosté jen fesime nahodnou tlohu na pomezi algebry, kombinatoriky
a teorie Cisel, stale se setkavame s posloupnostmi. Teorie, kterou si na prednasce
predstavime, prifazuje kazdé posloupnosti objekt se kterym se vétSinou 1épe pra-
cuje, ale pfesto z néj 1ze ptivodni posloupnost alespon principialné zrekonstruovat.
Tento koncept mé Siroké vyuziti v mnoha odvétvich matematiky.

Motivace

Dobrym piikladem ilustrujicim kombinatorické vlastnosti nebo mozna spis dtsledky
aritmetickych pravidel je binomicka véta. Skutecné, je snadné nahlédnout, ze koe-
ficient u 2* polynomu (1 + )" je pravé pocet zpiisobi, jak vybrat k zavorek z n,
neboli (}).

Uloha 1. Kolika zptisoby lze zaplatit ¢astku 12 korun, pokud mame k dispozici dvé
pétikoruny, tfi dvoukoruny a pét korunovych minici?

Z predstavy roznésobeni zévorek (1+x+x2+. . .+2°)(1+2%+2* +2°) (1+2°+210)
vidime, Ze vypocet koeficient u x'? probih4 stejné jako poéitani podtu moznosti ze
zadani. Pokud nas zajima jen toto jedno ¢islo, tento postup ziejmé prilis nepomtize,
ale je to alespon prehledny zptisob feSeni, pri kterém spi§ neudélame chybu. Na-
vic, pokud napftiklad pocita¢ nauc¢ime nasobit polynomy, miizeme mu snadno zadat
mnoho podobnych tloh rutinnim zptsobem.

Trocha analyzy na avod

Zavedeme nékolik pojmii z matematické analyzy. Naucime se s nimi alespon pro nase
ucely spravné pracovat, ale prislusna tvrzeni vétsinou nebudeme dokazovat.

o0
Definice. Mocninnou fadou rozumime forméln{ sumu A(z) := E a;x’.
=0

Slovo formdlni v predchozim znamend, Ze ne vZdy ma uvedeny nekoneény sou-
Cet ten smysl, ktery bychom mu intuitivné chtéli pfisoudit — totiz Ze je to funkce,
kterad ¢islu (redlnému nebo komplexnimu) = pfifadi takové éislo A(x), ke kterému
se ¢astecné soucty Y. a;z’ ,blizi“. Pfesngji, pro kazdé ¢ > 0 by mél existovat
index ng takovy, Ze pro kazdy index n > ng plati |[A(z) — Y1, a;2*| < e.! Pokud
toto plati, fikdme, ze A(x) je souctem fady > .o, a;z’, nebo také Ze fada .- a;z°
konverguje k ¢éislu A(x).

1 Tento vyrok spolu s obménami, které se vztahuji ne na fady, ale na posloupnosti a funkce, pro
néz definuje tzv. limity, je zakladem celé matematické analyzy, takze stoji za to si na néj zvyknout.
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Tvrzeni (Konvergence mocninné fady). Necht ag,ay,... je posloupnost redl-
nych! ¢isel spliujic
lan| < K™ (E)

pro kazdé n € N a néjaké K > 0. Pak pro kazdé z € (—+, ) fada > ;o a;a’
konverguje. Plat{ i opa¢né implikace, neboli podminka (E) je nutné.

Definice (Operace s mocninnymi fadami). Souéet, rozdil a sou¢in (formélnich)
mocninnych fad definujeme nasledovné:

Zalﬂc :l:Zb:v Zalibi)mz
=0
(Z a; T > . (Z bizi> =y izt kde ¢; = Zajbi—j-
i=0 §=0

Tato definice asi nikoho nepiekvapi, protoze analogicky to funguje pro polynomy
a mocninné fady jsou jen ,nekonecné“ polynomy. Zajimavéjsi je fakt, ze pokud obé
fady spliiuji podminku (E) z posledniho tvrzeni, obé nové definované mocninné rady
konverguji a jejich soucet je roven souctu (resp. rozdilu nebo soucinu) souétd pu-
vodnich fad. Zjednodusené feSeno, mocninné fady pfisusné nepfilis rychle (nejvyse
exponencialné) rostoucim posloupnostem se jakozto funkce proménné x chovaji ro-
zumné na néjakém intervalu kolem nuly

wevs

tzv. derivace.

Definice. Derivaci funkce f : (a,b) — R v bodé = € (a, b) rozumime ¢islo

o) i T = @)

h—0 h

takové, ze pro kazdé € > 0 existuje § > 0, pro které plati

- fl(z)] <e.

Na prvni pohled je mozné obtizné se takové definice neleknout, ale zatneme
zuby a zkusime ji néjak vstiebat, bude se nam totiz® hodit. Co to tedy ma zna-
menat? Jak jsme Fekli, soucet fady je (pokud existuje) éislo, ke kterému se soucty
fady ,neomezené priblizuji“ soucty prvnich n ¢lenti této fady, kdyz ,posleme n do
nekonec¢na“. Podobné derivace funkce f v bodé x je (pokud existuje) ¢islo, k némuz
se ,neomezené priblizuji“ podily z predchozi definice, jejichz geometrickym vyzna-
mem (nakreslete si) je tg(ay), kde ay, je thel, ktery svird seéna grafu f vedend

1 Pro komplexni &isla to plati Gplné stejné, my pro pohodli ziistaneme u reilnych.
2 opévovana i nenavidéna
3 na prednasce a zejména v redlném zivots



body [z, f(z)] a [z + h, f(x + h)], kdyZ ¢&islo h posleme do nuly. S timto vysvétlenim
se pokusime spokojit a vystacit.

Tvrzeni (Vlastnosti derivace). Pokud existuji f'(x) a ¢’(z), funkce h spliiuje
h(t) = x a existuje 1'(t), a posloupnost (a;);-, spliuje podminku (E), plati

(i) (f £9)'(z) = f'(z) £ ¢' (=),
(i) (f9)'(x) = f'(x)g(x )+f(w)g’(ff),
(iii; Ef( (B)" = (@)W (1) = f (E)H(D),

(iv) (z™) = ma™~ ! pro kazdé celé (1) ¢islo m
oo
V) (Z aimi> = Z ia;zt~t
i=0 i=1

Vytvorujici funkce

Po tom, co jsme se tak dlouho babrali s mocninnymi fadami, jisté nikoho nepiekvapi,
jaky ze objekt budeme posloupnostem prifazovat.

Definice. Pro danou posloupnost (a;);-, spliuici (E) podminku deﬁnujeme jeji

vytvorugici funkei' jako soudet ji prislusné mocninné fady A(z Z a;xt.

Poznamka. Z tvrzeni o konvergenci mocninné fady dostdvame, Ze funkce A(z) je
definovana na néjakém okoli nuly.

Funkce A(z) je jisté vytvorena posloupnosti (a;);-,. Lze ale tento postup obrétit
a zrekonstruovat posloupnost z jeji vytvorujici funkce? Obecné na tuto otazku dava
kladnou odpovéd nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni (Taylorova fada). Pokud funkce f lze na né&jakém okoli rozvinout do
o0

mocninné fady Zaiaﬂi (neboli je jejim souétem, neboli f(x) = A(zx)), pak plati
i=0
©)
a; = fiil(ﬂ) (¢itatel je i-t4 derivace funkce f v bodg 0).

To uZ je na nas prece jen trochu moc derivovani, pouzijeme proto jiny pri-
stup. Vyjdeme z geometrické posloupnosti, jejiz vytvorujici funkci snadno urc¢ime a
predstavime nékolik operaci, které ndm umozni z jiz znamych vytvorujicich funkci
vytvaret nové. Jesté si vSak uvedeme jedno tvrzeni, které je disledkem piedchoziho,
ale neobsahuje derivace.

Tvrzeni (Zobecnéna binomicka véta). Pro libovolné redlné ¢islo r definujeme
kombinaéni &slo (§):= "= r=h ) pro kazdé

(I+2)" = <g> + <:>x+ <;>x2+

anglicky generating function

1
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Geometricka rfada

n+1

Disledkem zndmého vztahu 1+ + 22 + ... + 2" = 1_13671 je vzorec pro soucet

o0
- 1
eometrické rady: x' = —— pro |z| < L.
g y Z; —— pro [z
Cviceni. 7 definice sou¢tu fady dokazte vzorec pro soucet geometrické rady.
Jelikoz geometrickd fada s kvocientem z neni nic jiného nez mocninnd fada po-
sloupnosti (1,1,...), je naSe prvni vytvofujici funkce na svété. Pfesnéji je to prvni
vytvorujici funkce nekonecné posloupnosti, protoze vytvorujici funkce konec¢nych po-
sloupnosti jsou zifejmé polynomy.
Cviceni (Operace s vytvorujicimi funkcemi). Je ddna posloupnost (a;);°, a
jeji vytvorujici funkee A(x). Najdéte vytvorujici funkce posloupnosti
() (aa:) 2y,
(i) (a'as) Z,
(iii) (0,0,...,ag,a1 -..),
——

k
(IV) (ao,o,...,0,@1,0,...,0,0,2...),
~—— S~——

k k
(v) (zajimavejs) (3¢ ai)zozo
(vi) (i ai)zo
a posloupnosti dané funkcemi:

(i) A(z)B(z) (B(x) je vytvorujici funkce (b;);—,),
(ii) C'(z) splijici C'(z) = A(z) na néjakém okoli nuly a C'(0) = 0.

Navod. Pro bod (v) uvazte sou¢in (1+z + 22 +...)(ao + a1z +azz? +...) au (vi)
si vzpomernte na derivace.

Rekurentni rovnice

Jednou z pfimocarych aplikaci vytvorujicich funkci je feSeni linearnich rekurenci.
Hledame-li posloupnost (A;);° spliujici

arAiyr +ap_1Aiik—1 + ...+ A = By

pro kazdé i € Ny, mizeme sestavit rovnici pro vytvorujici funkci hledané posloup-
nosti. UkaZeme si to na piikladu.

Priklad. Najdéte explicitni vzorec pro Fibonacciho ¢isla, tedy posloupnost spliiujici
F() = Fl =1la Fi+2 = Fi+l —‘rFl pro kazdé i € N().

Reseni. Piipravte se na poradné triky. Hledanou vytvoiujici funkci posloupnousti
(Fn)$2y oznaéme F(x). Vztah Fi o = Fi41 + F; vynasobme vyrazem z' a se¢téme

pres vSechna i:
oo oo o0
E Fng” = E Fi+1$n + E FZ{En
i=0 i=0 i=0
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Vzpomene-li si na cviceni o operacich s vytvorujicimi funkcemi, mtzeme ziskanou
rovnost prepsat jako

F(x) —21 - F(z)-1 P,

€T x

z ¢ehoz snadno vyjddiime F(z) = ﬁ Nyni potfebujeme najit rozvoj této funkce

do mocninné fady. Na to miuZzeme pouzit tvrzeni o Taylorové fadé, ale to se nam
pochopitelné nechce, takze radéji pouzijeme dalsi trik — rozklad na parcialni zlomky.
Racionéalni funkce, jejichz jmenovatele umime rozlozit na soucin linearnich dvojcéelnt

(x—x1)-...-(x—xy) totiz vidy lze zapsat ve tvaru ) _, II_(Z pro vhodné kostanty K;.
V nasem pifpadé mdme 1 —z — 22 = —(z — ¢1)(z — p2) a
1 1 1
F(z) = __ V5 s ’
l—z—22 x—¢1 T—ps
kde 12 = 112\/; 7 vyjadteni ﬁ = _7} . ﬁ, s vyuzitim vztahu @109 = 1 a

druhého bodu cviceni o operacich s vytvorujicimi funkcemi dostaneme, ze F,, =
1 n+1 n+1

v (@I = 5™,

Poznamka. Mohlo by se samoziejmé stat, ze hledand posloupnost nespliiuje pod-

minku (E), pak jeji vytvorujici funkce neexistuje. Regeni linearnich rekurenci s ro-

zumnymi pravymi stranami ale vzdy rostou nejvyse exponencialné a navic nam nikdy

nic nebrani tento postup alespon vyzkouset.

Cviceni. Explicitné vyjadfete posloupnost (a);-, spliujici ag = 0 a a;41 = 2a; +1

pro kazdé i > 0.

Navod. Vyjde a; = 2¢ — 1.

Cviceni. Explicitné vyjddiete posloupnost (a);, splitujici ag = 1 a a;41 = 2a; + 1

pro kazdé i > 0.

Navod. Vyjde a; = 2/t! —i — 1 a je to kencr.

Kombinatorické identity

V této kapitole vystac¢ime namisto mocninnych fad vétsinou s polynomy.

Priklad. Dokaite, ze Y, _ok(}) = n2""".

ResSeni. Vyjdeme z binomické véty: (1+z)" = 31" (7)x*. Jak si poradime s néso-
benim k? Zderivujeme obé strany dle x a dostaneme n(1+ )"t =37 | k(})z" L.

i=1"\g
Polozime z = 1 a jsme hotovi.

Cviceni. Dokaizte, ze Y _, (2)2 = (>").

n

Navod. Uvazte koeficient u 2™ v polynomu (1 + z)2".
e . o  n 2
Cviceni. Spocitejte Y7 (—1)" (7).

Navod. Pridejte nékam minus.

12



Ulohy

Téma vytvorujicich funkci je rozsahlé, obtizné a trikové. Totéz plati o nasledujicich
tlohéch, takze pouzivani hinti je viele doporuceno.

Uloha 2 (vylep$ena motivaéni tiloha). V krabici je 30 cervenych, 40 modrych a
50 bilych mickt, micky stejné barvy se od sebe nepoznaji. Kolik je riznych moznosti,
jak z takové krabice vybrat 70 micka?

Uloha 3. Zjistéte, jaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu dvanacti hracimi kostkami
padne pravé 30 ok.

Uloha 4. Najdéte vzorec pro soucet prvnich n druhjch (resp. tietich) mocnin
prirozenych Cisel.

Uloha 5. Zjistéte, kolik existuje n-&lennych posloupnosti nul a jednicek, v nichz se
nikde nevyskytuji dvé nuly vedle sebe.

Uloha 6 (rozklady). Dokazte, ze pocet rozkladf (tzn. zptisobii jak zapsat ¢islo
jako soucet nékolika jinych ¢&isel, pfi¢em? nezélezi na jejich pofadi) ¢isla n s rliznymi
Castmi je stejny jako pocet rozkladu ¢isla n s lichymi ¢astmi.

Uloha 7. Sectéte Z ( kk)
n —

k=131

2 2
Uloha 8. Dokazte Z ( a) (;) = 4",
a

a+b=n
Uloha 9. Sectéte En: " F
. k=m k m .

Uloha 10 (magicky souéin). Vynasobte H (1 + x2"> pro |z| < 1.
n=0

Uloha 11. Necht n > 2 aritmetickjch posloupnosti s diferencemi r,...,r, dis-
junktné pokryva N. Dokazte, ze % + % 4.+ % =1 a Ze se néjaké dvé z diferenci
rovnaji.

Literatura a zdroje

[1] Matousek J., NeSetiil J., Kapitoly z diskrétni matematiky, Nakladatelstvi Karo-
linum, Praha 2002

[2] Chen E., Summations,
http://www.mit.edu/ evanchen/handouts/Summation/Summation.pdf

[3] http://www.imomath.com
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Hinty

Hint 2. Zacnéte stejné jako v motivacni tloze. Misto pfimého roznisobovani polynomu

pouzijte vztahu 1+ z + 22 + ... + 2" = 1’1”5';“ a zobecnéné binomické véty.

Hint 3. Viz (vylepSena) motivaéni uloha.

Hint 4. Dvakrat (resp. tiikrat) zderivujte geometrickou fadu.

Hint 5. Kdo to vyfesi, ziska

Hint 6. Pocet rozkladu &isla n je koeficient u 2™ v ,nekoneéném* souéinu (1 + z + z2 +
)42+ (2?4 )1 +2 + () +. ) . = TIR% g . Rozmyslete si, Ze je to pravda
a ze se stacl omezit na konecny pocet Ciniteld. Upravte toto tvrzeni pro tucely zadani a ono
se to pokrati.

Hint 7. Uvazte vytvorujici funkci této sumy pro n a prohodte sumy (zapamatujte si tenhle
trik!). Vyjde Fr41.

Hint 8. Vytvorujici funkci pravé strany znate a suma vlevo odkazuje na nasobeni rad.
Rozvinte ﬁ pomoci zobecnéné binomické véty do mocninné fady.

Hint 9. Uvazte vytvofujici funkci této sumy pro m a prohodte sumy (zapamatujte si tenhle
trik!). Vyjde (2)2"™.

Hint 10. Binarka.

Hint 11. Sikovné pteskupte ¢leny geometrické fady a po téchto ¢astech poséitejte. Dokazte
= = % + % + ...+ 725 - Zbavte se vyrazu 1 — x a poslete x — 1. Pro druhou
Cast postupujte sporem a uvazte vhodnou komplexni odmocninu z 1.

a
xan
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Polynomy
Anh Dung Le

Abstrakt. Polynomy jako funkce diky svému jednoduchému tvaru vykazuji
mnoho péknych a zajimavych vlastnosti. Podivame se na jejich chovéani v rtiznych
télesech a Ciselnych oborech Z,Q, C, Z,. Ukazeme si par uzitecnych vét k ovéfeni
jejich ireducibility a vySetfeni jejich korenii.

Pomocné véty

Tvrzeni. Necht f(r) = a,2™ + a,_12" 1 + ... + ag je polynom s celoéiselnymi
koeficienty. Pokud  je racionalni kofen polynomu f, pak s | an, r | ao.

Véta (Eisenstein). Nechf f(z) = a,2™ + a,_12" 1 + ...+ ag je polynom s celo-
¢iselnymi koeficienty takovy, ze p | a; pro 0 <i <n—1, pfa, a p®ta. Pak f(x) je
nerozlozitelny.

Véta (Gauss). Je-li polynom s celo¢iselnymi koeficienty rozlozitelny v Q, pak je
rozlozitelny také v Z.

Véta (Extended Eisenstein). Necht f(z) = a,2"+a,_12" +...+ag je polynom
s celo¢iselnymi koeficienty takovy, Ze p | a; pro 0 <i < k, pt ax a p* { ag. Pak f(x)
nerozlozitelny faktor stupné alespon k.

Vé&ta (Perron). Nechf f(z) = 2" +a,_ 12" 1 +...+ap je polynom s celo¢iselnymi
koeficienty takovy, ze ag # 0. Dale:
\an_1| >1+ \an_2| + ...+ \al\ =+ |CL()|.

Pak f(x) je nerozlozitelny.

Véta (Rouché). Necht ¢ je jednoduchd uzaviend kiivka. Pokud f, g jsou dva po-
lynomy takové, ze |f(2)| > |g(z)| pro vSechny body z uvnitf ¢, pak f a f + ¢g maji
stejny pocet nul.

Véta (Zakladni véta algebry). Polynom s komplexnimi koeficienty stupné n mé
presné n kofend vcetné nasobnosti.

Ulohy
Piiklad 1. Necht f je polynom s celoéiselnymi koeficienty takovy, ze f(0) a f(1)
jsou liché. Dokazte, ze f nemé celoCiselny koren.

Priklad 2. Dokaite, Ze celo¢iselny polynom nerozlozitelny v Z nem4 vicendsobny
koren v C.
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Priiklad 3. Najdéte exponenty, aby platilo:

() zF —1]2" —1,

(ii) =2 +x+1|(a;+1)2"+1+x"+2
(iii) 22 + o + 1] 2% — 2™ + 1,

(iv) 22 —J:+1|Jc2"+w”+1
(V)22 —z+1 |z —a" + 1.

Priklad 4. Pro a,b,c redlna navzajem ruzna zjednoduste

(x —a)(x —b)
(c—a)(c—

Priiklad 5. Pro a,b,c redlnd navzajem ruzna dokazte:

a—b b—c c—a (a—0b)(b—c)lc—a)
a+b+b+c+c+a+(a+b)(b+c)(c+a)_0.

P¥iklad 6. Najdéte viechny polynomy f, g v Z takové, ze f(g(z)) = x2°07 + 2z +1.

Priklad 7. Necht P je polynom stupné n s n riiznymi kofeny x1, xa, . .., T,. DokaZzte:
! + ! +...+ LI 0
Pl(zy)  P'z2) 7 Pl(za)

(Polsko 1979)

Priiklad 8. Nabyva-li polynom stupné n celociselné hodnoty v n+1 po sobé jdoucich
celodiselnych hodnotach, tak uz nabyva celociselné hodnoty v celém Z.

Piiklad 9. Necht P(z) je polynom stupné n > 1 s celoéiselnymi koeficienty a necht
k je kladné celé ¢islo. Polynom @ je k-krat slozeni polynomu P. Dokazte, Ze ) méa
nejvyse n celodiselnych pevnych bodt. (IMO 2006)
Piiklad 10. Najdéte vSechna pfirozend k takovd, Zze kdykoliv P(x) je polynom
s celoéiselnymi koeficienty splitujici 0 < P(c¢) < k pro 0 < ¢ < k + 1, pak P(0) =
P(l)=...=P(k+1). (ISL 1997)
Pfiklad 11. Necht P(z) je monicky polynom s celoéiselnymi koeficienty takovy,
Ze vSechny jeho kofeny lezi na jednotkové kruznici. Ukazte, Ze vSechny kofeny P(x)
jsou koteny jednicky.

Piiklad 12. Pokud ¢ je raciondlni éislo takové, ze cos(gm) je taky raciondlni, pak
cos(qm) € {0, £5, £1}.

Priklad 13. Pro p > 3 prvocislo najdéte pocet nerozlozitelnych polynomu v Z,
které jsou tvaru xP + pa* + pxl + 1, kde 1 <1 < k < p.
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Piiklad 14. Necht f € Z[z] se stupném n, jehoz koeficienty jsou +1. Navic plati
(X — 1)2k | . Dokazte, ze n > 2F+1 — 1.

P¥iklad 15. Necht p je prvocislo tvaru 4k + 3. Dokazte, Ze (72 + 1)™ + p je neroz-
lozitelny v Z pro kazdé prirozené n.

Piiklad 16. Dokazte, ze ™ + 52"~ + 3 je nerozlozitelny v Q pro kazdé n > 1.

(IMO 1993)
Piiklad 17. Najdéte a, pro ktera je polynom x™ + ax™ ! +pq (n > 2) rozlozitelny
v Q.
Priklad 18. Necht p je prvoéislo, ny > mg > ... > n, jsou pfirozena &isla a

d = ged(na, ..., ny). Dokaizte, ze:

XM 4+ X —p

P(x) I
je nerozlozitelny v Q.

Priklad 19. Nechf @, ... ag je dekadicky zdpis prvodisla p a predpoklddejme, ze
a, > 1. Dokazte, Ze ag + a1x + ... + a,z" je nerozlozitelny v Q. (Balkan 1989)
Priklad 20. Necht p je prvodcislo a k pfirozené ¢islo nedélitelné p. Dokazte, Ze
P — x — k je nerozlozitelny v Q.

Pfiklad 21. Necht P(x) je kubicky polynom s celoéiselnymi koeficienty. Predpokla-
dejme, Ze zP(xz) = yP(y) pro nekoneéné dvojice raznych celych ¢isel (z,y). Dokazte,
7ze P ma celociselny kofen.

Priklad 22. Existuji polynomy P, Q takové, zZe:
P(n)

1 1
R
o = 1ta Tty

Priklad 23. Necht f(x) = 2* + 622 + 1. Dokaite, Ze f() je nerozlozitelny v Z, ale
rozlozitelny v Z, pro kazdé prvodislo p.

Ptiklad 24. Necht p je prvocislo. Ukaite, ze f(z) = 2P~ 1 +22P~2+. .. +(p—1)z+p
je nerozlozitelny.

Priklad 25. Necht f € Z[z] nerozlozitelny polynom s celo¢iselnymi koeficienty.
Piedpokladejme, Ze |f(0)| neni étverec, pak f(22) je taky nerozlozitelny.

Priklad 26. Necht f je nerozlozitelny polynom a pfedpoklddejme, Ze mé dva kofeny,
jejichz souéin je 1. Dokazte, ze f ma sudy stupen.

Priklad 27. Necht a je celé ¢islo, n > 3 taky celé ¢islo. Dokazte, Zze nasledujici
polynom je nerozlozitelny:

" +ar” P+ az" %+ ... +axr—1.
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Priklad 28. Necht a; > as > ... > a, > 0 celd ¢isla. Dokazte, Ze nésledujici
polynom je nerozlozitelny:
2" —apz" T — ™% — . —a,.

Pfiklad 29. Necht p(x) je polynom s celo¢iselnymi koeficienty. Musi vzdy existovat
kladné celé k takové, Ze p(x) — k je nerozlozitelny?

Priklad 30. Rozhodnéte, zda existuje posloupnost navzijem nesoudélnych pfiro-
zenych Cisel ag, a1, ... takova, ze pro kazdé n je ag + a1z + . ..+ a,x™ nerozlozitelny
polynom?

Priklad 31. Necht n je kladné celé éislo a Ay, ..., Ay partita N. Ukazte, Ze exis-
tuje A; takové, Ze existuje nekonecné mnoho nerozlozitelnych polynomu stupné n s
koeficienty z A;.

Priklad 32. Dokazte, Ze ™ — x — 1 je nerozloZitelny pro vSechna n > 2.

Priklad 33. Necht fi,..., fn jsou polynomy s celoéiselnymi koeficienty. Ukazte,
Ze existuje rozlozitelny polynom g € Z[z] takovy, Ze f; + g je nerozloZitelny pro
vSechna 3.

Pfiklad 34. Najdéte vSechny monické polynomy s celo¢iselnymi koeficienty p(x)
stupné dva, pro které existuje polynom ¢(x) takovy, ze p(x)q(x) je polynom s koefi-
cienty 1. (ISL 2005)

Priklad 35. Necht f je monicky polynom s celoéiselnymi koeficienty, jehoZ koreny
maji absolutni hodnotu mensi nebo rovno 1. Dokazte, Ze vSechny kotfeny f jsou bud
0 nebo kofeny 1.

Priklad 36. Najdéte vSechny dvojice m,n > 3 takové, Ze existuje nekoneéné mnoho
prirozenych c¢isel a, pro ktera:

a"+a’+1]a™+a—1.
(IMO 2002)
Priiklad 37. Pro kazdé kladné celé n ukazte, Ze existuje kladné celé k takové, Ze:
k= [(@)(@+1)*" +g(z)(@™ +1)
pro néjaké celociselné polynomy f, g a najdéte nejmensi k v zavislosti na n.

Literatura a zdroje

[1] Nguyen Van Mau: Cac van de ve da thuc LIl
[2] Yufei Zhao: Integer polynomials,
http://yufeizhao.com/olympiad/intpoly.pdf
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20.
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35

Derivace.

Jaké jsou kofeny levé strany?

Dosadte do = hodnoty a, b, c.

Vynésobte vyraz spolecnym jmenovatelem, pak uvazujte polynom v a.

BUNO to jsou body 0,1,...,n. Polynom rozepiste ve tvaru aop + a1z + asz(z —

Aanz(z—1)...(z —n).

a—>b| P(a) — P(b).

Vzpomertite si, jak se rozklada cos(nz) na sin(x) a cos(z).

Pracujte v mod p.

Pracujte v mod 2.

Pracujte v mod p.

Eisenstein mod p, pak pracujte v mod p.

Vysetfete absolutni hodnotu kofeni.

Pracujte v mod p.

Jak vypada limita v nekoneénu?

. Dokazte, Ze existuje konstanta c ktera je vétsi nez koeficienty f; v absolutni

hodnoté, kde f; maji kofeny, které jsou j-tou mocninou kofentd f.
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Cisla a ¢tverecky
Jakub Lowit

Abstrakt. Cisla a ¢tverecky jsou na prvni pohled celkem odli$né objekty. Piesto
si nejsou uplné cizi, a co vic — existuje hned nékolik pristupt, jak je ,ztotoznit“.
Tim mnohdy dostavame dobrou intuitivni predstavu o tom, co se vlastné déje.
Jindy nam takovy pristup umozni oddelegovat néjaky problém do tplné jiné ¢asti
matematiky, kde se zéistajasna stava snadnéj$im (nebo alespor méné tézkym).

Minkowského véta

Zacneme timto klasickym vysledkem, ktery je sim o sobé hezky. Silu véty si demon-
strujeme na péknych (a dalsich) ptikladech.

Definice (Konvexni téleso). Mnozina bodi M € R™ pro n € N se nazyva kon-
vexnt, pokud s kazdymi dvéma body obsahuje celou tsecku tyto body spojujici, tj.
x, y € M implikuje Az + (1 — N)y € M pro kazdé A € [0,1]. Dale M je stiedové
symetrickd (kolem pocatku), pokud € M implikuje —x € M, a je omezend, pokud
lezi v néjaké kouli.

Definice (Mf#izka). Bud n € N. Miizkou A = A(B) v R" s bdzi B = v1,...,vn,
kde v; jsou linearné nezavislé vektory, rozumime mnozinu vSech celociselnych line-
arnich kombinaci vektort z B, tedy A = {>""" ; a;v; | a; € Z}. Zékladnim rovnobéz-
nosténem 7' = T'(A) m¥izky A pak rozumime mnozinu 7' = {>_""_; a;v; | a; € [0,1)}.
Objem miizky Vol(A) pak definujeme jako objem zakladniho rovnobéznosténu T'(A).

Lemma 1. Objem Vol(A) miizky A nezévisi na volbé béaze.

Posledni lemma tedy ospravedliiuje zavedeni objemu mftizky. Toto lemma ale
vibec neni jen néjaky detail — samo o sobé Casto pomuze s feSenim ulohy. Déle je
dobré si uvédomit, ze posunuté kopie T o celociselné vektory tvori rozklad celého
R™.

nastroj, protoze nadm dovoluje vypustit silné véty na $irsi skalu problému.
Piiklad 2 (Minkovského véta o konvexnim télese). Af A je mfizka v R" a
M € R"™ je konvexni, omezena a stfedové symetrickd mnozina. Pokud navic

Vol(M) > 2™ - Vol(A),

potom M obsahuje m¥izovy bod rizny od pocatku.

Pojdme se podivat na pouziti této véty. Chceme-li ukézat, Ze existuje néjaky
miizovy bod s pozadovanymi vlastnostmi, staci nam fict, ze tyto vlastnosti maji
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vSechny body v R™ v dostatecné velké konvexni, omezené a stfedové symetrické
mnoziné. Nasi vétu l1ze velmi casto vyuzit pomérné pfimocate — staci pouze spocitat
objem onoho vhodného télesa v R? a mame hotovo. Jindy je ale tieba myslet dopfedu
a zvolit si lisacky uz i ptivodni mfizku.
Piiklad 3 (Némecky lesik). Né&mecky lesik obsahuje v kazdém miiZzovém bodé
kromé pocatku strom se stejnou (nenulovou) tloustkou kmene. V pocatku stoji Né-
mec a kocha se pravidelnosti lesa. Ukazte, ze pokud je lesik dostatec¢né velky, Némec
nevidi ven.

(starodavny folkldr)

Piiklad 4. Uvazte piirozend &isla a, b, ¢ spliiujici rovnost ac = b? 4 b + 1. Ukazte,
7e rovnice ax? — (2b+ 1)ay + cy? = 1 m4 celo¢iselna Feseni.
(Polsko)

P¥iklad 5. Af n je pfirozené ¢islo takové, Ze rovnice 22 +zy +3? = n méa racionalni
feSeni. Dokazte, ze pak méa uz i celociselna Feseni.

(Komal)

Priklad 6. Piedpokladejte, Ze a, b jsou takova racionalni ¢isla, pro kterd méa rovnice

ax? + by? = 1 néjaké racionalni feseni. Ukazte, Ze pak uz jich ma nekoneéné mnoho.

(Kurschak Competition)

Priklad 7. Ukazte, ze prvocislo p > 3 lze zapsat jako soucet dvou Gtvercu pravé
tehdy, kdyz p dava zbytek 1 modulo 4.

Piiklad 8. Existuje sféra v R?, na které lezi pravé jeden bod se véemi soufadnicemi
racionalnimi?

(Tournament of the Towns)
Piiklad 9. Mg&jme a, b, c pfirozena &isla, jez splituji ac = b? + 1. Ukazte, Ze rovnice
ax? + 2bxzy + by?> = 1 ma celodiselné feseni.

(Komal)

Priklad 10 (Lagrangeova véta o étyfech ¢tvercich). Kazdé pfirozené ¢islo lze
zapsat jako soucet Ctyf Ctverci celych Cisel.
Piiklad 11. Pro kazdé n € N, ozna¢me f(n) pocet zpusobii, jak rozlozit n na soucet
celoéiselnych mocnin dvojky (na jejich pofadi pfitom nezalezi). Dokazte existenci
konstant a, b takovych, ze pro vSechna n € N plati

2§7n10g2(n)7an < f(2n) < 2§7n10g2(n)7bn'
(vylepsené IMO 1997)
Fareyovy zlomky

Definice (Fareyovy zlomky). Fareyovymi zlomky fadu n rozumime posloup-
nost F,, vSech zlomkt 0 < % < 1 v zékladnim tvaru, kde 1 < ¢ < n, sefazenych
podle velikosti.
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Priklad 12 (Farey-Cauchyova véta). Necht £ < £ jsou dva vedlejsi Fareyovy

zlomky. Potom § — ¢ = w

Predesly priklad tedy vlastné fika, ze rozdil vedlejsich Fareyovych zlomku je v
jistém smyslu nemensi mozny.

Priklad 13. Af § < % < 4 jsou sousedni Fareyovy zlomky. Pak

e=a-+c¢,
f=b+d.

Priklad 14. Af n € N. Ozna¢me M mnozinu vSech miizovych bodu lezicich v
trojihelniku (véetné hranice) uréeném body [1,n], [n,n], [n,1], které navic maji
nesoudélné souradnice. Spoctéte Z(m y)eM Iy

Definice (Fordova kruZnice). Pro kazdé racionalnimu ¢islo % nazveme kruznici
s prameérem qiz, ktera lezi nad prvni soufadnicovou osou a dotyka se ji v bodé g jeho
Fordovou kruznici.

Priklad 15. Ukazte, ze dvé Fordovy kruznice se dotykaji pravé tehdy, kdyz jim
odpovidajici zlomky sousedi v posloupnosti Fareyovych zlomka néjakého fadu.

a+tc
b+d-

Definice (Median). Medidnem dvou zlomki §, § rozumime zlomek

Definice (Stern-Brocotuv strom). Stern-Brocotv strom je rekurzivné sestaveny
nekoneény binarni strom s vrcholy ohodnocenymi kladnymi raciondlnimi ¢isly. V
nultém kroku obsahuje pouze vrchol 1 . V i-tém kroku obdrzime dalsi fadek stromu
o 2! vrcholech tak, Ze pod kazdé 01s10 napiSeme jeho median s nejvétsim mensim
Cislem ve stromé a s nejmensim vétSim éislem ve stromé (pokud nékteré z nich

neexistuje, pouzijeme vhodny ze zlomki 9 1 é)

Priklad 16. Ukazte, Ze Stern-Brocottiv strom obsahuje kazdé kladné racionalni
¢islo pravé jednou, a to ve zkraceném tvaru.

Priiklad 17. Pro racionélni ¢islo % definujme jeho jednoduchost jako f (%) =1,

Pq
Spoctéte soucet jednoduchosti n-tého fadku Stern-Brocotova stromu.

Pickova formule

Znama Pickova formule sice na prvni pohled miiZe piisobit prekvapivé, na druhy zase
trividlné. Prestoze se nejedna o komplikované tvrzeni, existuje hned nékolik zptisobi,
jakymi nas mtize piekvapit. Casto mizeme najit celkem piekvapivé souvislosti s
jinymi tvrzenimi.

Pracujeme pouze s jednoduchymi mnohothelniky (tedy neprotinaji samy sebe).
Priklad 18 (Pickova formule). Mgéjme libovolny mnohothelnik M s vrcholy v
miizovych bodech mfizky A v roviné. Ozna¢me V pocet miizovych bodi, které lezi
ostfe uvniti M, dale necht H je podet miiZovjch bodt na hranici M. Potom je obsah
M roven Vol(A) - (V + & —1).
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Priklad 19 (Dérava verze). Méjme libovolny mnohothelnik M s vrcholy v mfi-
zovych bodech rovinné mrizky A. Ozna¢me V pocet miizovych boda, které lezi ostie
uvnitié M, déle necht H je podet miiZovych bodt na hranici M. Nakonec at D je
rovno poétu ,dér“ v M. Potom je obsah M roven Vol(A) - (V +Z + D —1).

Priiklad 20. Existuje rovnostranny trojuhelnik s vrcholy ve vrcholech bézné miizky
v R2?

Priklad 21. Af M je mnohothelnik s vrcholy v miiZovych bodech. Pro kazdy
mi{Zovy bod p mnohothelniku M ozna¢me f(p) velikost thlu (v radidnech), pod
kterym je vidét M z p. Déle g(p) = % Dokazte, ze obsah M je roven sumé g(p)

pres vsechny body p € M.

Piiklad 22. Pilbodem nazyvejme libovolny bod o soufadnicich (k/2,1/2), kde k
a [ jsou cela ¢isla. Ukazte, ze kazdy pulbod, ktery lezi ostfe uvniti mfizového mno-
hotihelika, 1ze ziskat jako stfed tsecky spojujici dva miizové body, které samy lezi
neostfe v tomto mnohotihelniku.

Priklad 23. Méjme miiZzovy trojuhelnik ABC takovy, Ze jedinymi mfiZovymi body
na jeho hranici jsou jeho vrcholy a uvnitf néj lezi pravé jeden miizovy bod. Dokazte,
Ze tento bod je tézistém trojuhelniku ABC.

Piiklad 24 (Eulerova formule). At G je rovinny graf s v vrcholy, e hranami a
s sténami. Potom plati v —e + s = 2.

Daéle si muzete rozmyslet, ze z Pickovy formule plyne také Farey-Cauchyova
véta. To nam tedy ukazuje souvislost Pickovy formule s rozkladem roviny na za-
kladni rovnobéZznostény. Podivejme se nyni, co se da fict o Pickové formuli a vyssich
dimenzich.

Priklad 25. Rozhodnéte, zda plati néjaka obdoba Pickovy formule ve vyssich dimen-
zich (tedy jestli objem r-dimenziondlniho mnohosténu lze pro pevné r > 2 obecné
vyjadiit polynomialnim vztahem, ktery vyuzivd pouze pocet miizovych bodu ostie
uvnitf mnohosténu a na jeho hranici).

Definice (Konvexni V-mnohostén). Pror, n € Ny, r < n rozumime konvexnim
r-dimenzinalnim mnohosténem P v R™ konvexni obal kone¢néno poctu bodu v R”.
Pritom 7 je nejmensi ¢islo takové, ze v R" existuje konvexni mnohostén shodny s P.

Piiklad 26 (Ehrhart’s theorem). Ukazte, Ze pro kazdy r-dimenziondlni mno-
hostén P v R™ lze najit polynom stupné r takovy, ze pro vSechna m € N plati
f(m) =1Z"nmP|.

Racionalni aproximace

Na chvili se od celych ¢isel pfesuneme k ¢islim racionalnim a podivdme se na néjaké
jejich vlastnoti, které souvisi s geometrii ¢isel a mfizkami.
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Piiklad 27 (Dirichletova véta o racionalnich aproximacich). Pro dané a € R,
Q € Q existuji ¢isla p € Z, q € N takova, ze

Priklad 28. Pro dané o € R\ Q existuje nekoneéné mnoho raciondlnch éisel %
splnujicich

Iracionalni ¢isla tedy jdou docela dobfe aproximovat racionalnimi ¢isly s ,ma-
lymi* jmenovateli. VSimnéme si, ze pokud budeme uvazovat cisla % pouze ve zkra-
ceném tvaru, pro racionalni a ma tato nerovnost pouze kone¢né mnoho feseni.

Piiklad 29 (Hurwitz’s theorem). Pro vSechna a € R\ Q m4 nerovnost

p’< 1
a—=| < ——.
al  V5g?

nekone¢né mnoho racionalnich feseni %. Pfitom /5 je nejvétsi takova konstanta
(pro libovolnou vétsi konstantu uz existuji iraciondni ¢isla, pro kterd ma pi¥isusna
nerovnost pouze kone¢né mnoho FeSeni).

Predchozi véty nam dobfe popisuji obecné vlastnosti aproximovani redlnych ¢isel
¢isly racionalnimi. O konkrétnich ¢islech nam toho ale fikaji velmi mélo. Z tohoto
divodu nyni bude chtit pro libovolné redlné a induktivné zadefinovat posloupnost
racionalnich ¢isel, ktera jej dobfe aproximuji. K tomu vyuzijeme analogii ke znamému
Euklidovu algoritmu.

Definice (Reté&zové zlomky). Pro a libovolné realné induktivné zadefinujeme
posloupnosti a;, b; tak, Ze a9 = |a], bp = « — ag. Déle pro i + 1 > 1 mohou
nastat dva pripady. Pokud b; = 0, algoritmus skonci. V opa¢ném pfipadé definujeme

1 1
Ait1 = |3, |» bit1 = b, Git1-
Nyni koneéné n-tou konvergentu [ag, ai, as, . .., a,]| definujeme jako
. 1
a1
1
3 Wy

Retézovym zlomkem ¢isla o myslime vyraz

Lo
ag+ —
al + a241»...

tedy limitu konvergent pro n — oo.
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Vsimnéme si, Ze ag je celé, a; pro i > 1 jsou pfirozené, b; lezi v intervalu [0, 1).
Vsechny konvergenty jsou tedy racionalni ¢isla. Intuitivné vidime, Ze se konvergenty
postupné blizi k «. Jak ale néco takového miiZe souviset s geometrii ¢isel? Odpovedi je
Eukliduv algoritmus, ktery ma pékné geometrické zndzornéni. A miazou ndm néjaké
obrazky pomoci s feSenim takto jemnych algebraickych problémt? Spolecné s tim,
€O uZ zname — muzou!

P1i obrazkové reprezentaci Euklidova algoritmu pro aproximaci néjakého real-
ného « se vyplati pouzit m¥izku s bazovymi vektory (a, 1), (—1,0).

Priiklad 30. Pro raciondlni ¢islo % splyva hledani odpovidajiciho fetézového zlomku
s Euklidovym algoritmem pro hleddni ged(p, ). Specidlné a mé koneény Fetézovy
zlomek préavé tehdy, kdyz je racionalni.

7 obrazkové reprezentace algoritmu je zfejmé, ze konvergenty aproximuji ¢islo
a lépe a lépe, a to stfidavé z obou stran. Nyni si vychutnejme prakticnost miizky
na prikladu, ktery nam ukéze, jak moc je aproximace fetézovym zlomkem dobra.

€
<

nekone¢né mnoho racionélnich feseni % pravé tehdy, kdyz ji spliiuje nekoneéné mnoho

Priklad 31. Ukazte, Ze pro a € R\ Q, ¢ € R pevnd mé nerovnost ‘a — g

riiznych konvergent 2= ¢isla .
n

Obdélniky a reciprocita

Uc¢inme nyni krok stranou a vychutnejme si iplné jiny aspekt korelace cisel a ¢tve-
recki — druhym mocnindm se pfece nefika ¢tverce jen tak. Dokonce uz stari fekové
interpretovali sou¢iny jako obdélniky, a i v olympiddni matematice ndm takovy pfi-
stup mize ptijit k duhu. Prvodisla typicky postradaji pravidelnost a vhodnéa obdél-
nickova reformulace problému nam ji mnohdy poskytne.

Piiklad 32. Naleznéte bijekci N — N? danou néjakym polynomem.

(folklor)
Piiklad 33. Pro redlnd a; ; dokazte nerovnost
n—1 m m
> (aij —aiy1)? > | D>_(a1,; — an;)?
i=1 \ j=1 j=1
a urcete, kdy nastava rovnost.
(folklor)

Priklad 34. Ivan ma dvé nesoudélnd ¢isla a, b. Pied sebou ma Turecké vojsko.
Postupné se diva na ¢isla 1, 2, ..., ab. Za kazdé ¢islo zautoc¢i na jednoho Turka. Ivan
Turka zabije pravé tehdy, kdy je mezi pfectenymi Cisly sudy pocet nasobki éisel a,
b. Kolik Turkd Ivan celkem pobil?

(rusky folklor)
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Priiklad 35. Uvazme miizku p X p, kterd je nakreslena na toru. Urcete maximalni
pocet mtizovych bodt takovy, ze zadné tii z nich nelezi na pfimce.
Priklad 36. David a Honza jedou autem. Neshodli se, kdo bude ¥idit, a tak si
zvolili nesoudélna ¢isla d a h. David po kazdych d kilometrech zahne o 90 stupnt
doprava a Honza kazdjch h kilometri zahne o 90 stupni doleva. Pokud by méli
oba zahnout najednou, tak budou pokracovat rovné. Na zacatku miri ke svému cili.
Dokazte, ze se k nému dostanou nezavisle na jeho vzdalenosti od startu, pravé kdyz
d=h (mod 4).

(MKS 36-5-8)

Piiklad 37 (Frobenius Coin Problem). Mate ddny mince dvou nesoudélnych
hodnot a, b. Najdéte nejvetsi ¢islo, které nejde pomoci takovych minci zaplatit.

Piiklad 38 (Sylvester’s theorem). Pravé polovina ¢isel 1,2, ..., (a—1)-(b—1)
jde zaplatit pomoci minci s nesoudélnymi hodnotami a, b.

Definice (Kvadraticky zbytek). Cislo 1 < a < p — 1 nazyvadme kvadratickym

zbytkem modulo p, jestlize existuje néjaké celé x spliujici 22 = (mod p).

Kvadratickych zbytk modulo p je pfitom vzdy pravé p%l. K tomuto zjisténi si
staci rozdélit nenulové zbytky modulo p na dvé poloviny (coz je obecné dobry zpisb,
jak se ke zbytktm chovat).

Definice (Legendreuv symbol). Af p je prvodislo, a celé ¢islo. Potom definujeme
Legendretiv symbol jako

7

" 0, pokudp|a,
(p) =<1 pokud a je kvadraticky zbytek modulo p,

—1, pokud a je kvadraticky nezbytek modulo p.

p—1

Lemma 39 (Eulerovo kritérium). Pro prvodcislo p > 3 a a celé plati (a) =az .
p

Eulerovo kritérium je pritom dtsledkem Malé Fermatovy véty a faktu, ze kazdy
polynom stupné n mé nejvyse n kofend modulo p. Takovd myslenka rozhodné neni

vvvvvv

Lemma 40 (Gaussovo lemma). Mé&jme prvéislo p > 3 a a libovolné celé. Oznac¢me
m podet &isel a, 2a, ..., 7’2;1, jejichZ zbytek modulo p je ost¥e vétsi nez p%l. Potom

(a) =aq™.
p

Gaussovo lemma plyne z faktu, ze nasobeni zbytkd modulo p nenulovym zbyt-
kem a tyto zbytky pouze permutuje.

Lemma 41 (Zolotarevovo lemma). Pro prvocislo p > 3 a a nesoudélné s p plati
a
() = € (m,), kde 7, znaéi permutaci indukovanou na zbytcich modulo p ndsobenim

p
Cislem a, € znadi jeji znaménko.
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Co tedy vime? Kvadratické zbytky souvisi s rozdélenim zbytku ,na dvé polo-
viny“ a algebraicky si dobfe rozumi s jejich permutovanim. Co je ale pro néas dulezi-
téj81 — pokud uvazime vhodnou tabulku, maji ¢asto zajimavé geometrické vlastnosti.

Piiklad 42 (Kvadraticka reciprocita). Pro prvodisla p, ¢ > 3 plati vztah

@ ' (Z) = (T

Dalsi Minkowského véty

Udélejme si nyni kratky vylet trochu hloubéji do Minkowského teorie o geometrie
¢isel. Na to bude potieba trochu vysokoskolské matiky, a od olympiddniho uplatnéni
se tim trochu vzdélime. Na druhou stranu si tim lépe osahame Minkowského vétu
a ziskdme mirny nadhled. Za¢neme pfitom tvrzenimi, na které moc hluboké teorie
potfeba neni.

Priklad 43 (Véta o linearnich formach). At A = (a;;) je n x n invertovatelna
matice nad redlnymi ¢isly. Jsou dana kladnd realna ¢isla ¢y, co, . . ., ¢,, pro ktera plati
[T7, ¢; > | det(A)|. Dokazte existenci celych ¢isel z1, xa, ..., Ty, z nichz je alespon

jedno ¢islo nenulové a pro vSechna i € {1,...,n} plati nerovnost ‘2?21 aj;jri| < ¢

Piiklad 44 (Souéin homogennich linearnich forem). Méjme n x n invertova-
telnou matici A = (a,;) nad realnymi ¢isly. Potom existuji celd ¢isla x1, @2, ..., n,

—= pn

ne vSechna nulova, spliujici [}, ‘Z?:l aijxj’ < b det(A)].

Priklad 45. At A = (a;;) je n X n symetrickd matice nad racionalnimi ¢isly. Navic
pokud = = (x1,22,...,2,) € R™ je bod s alespoii jednou soufadnici nenulovou,
pak Zlgi,jgn a;;x;xz; > 0. Dokazte existenci bodu z = (z1,22,...,2,), ktery ma
alespon jednu soufadnici nenulovou a plati pro néj

Z QT < M- (det(A))%.

1<i,j<n

Priklad 46. Pro n < 4 uvazme symetrickou matici A n x n nad celymi &isly s
det(A) = 1. Potom existuje matice B nad celymi ¢isly takova, ze A = BT B, kde BT
zna¢l matici ziskanou z B osovou symetrii podle hlavni diagonaly.

Zajimavosti je, ze predchozi tvrzeni obecné plati dokonce pro n < 7. Vyuzit
jej v olympiddnim piikladu je sice trikové, ale neni to nemozné, jak si hned miizete
vyzkouset.

Piiklad 47. Budte z, y, z € N takova, 7ze zy = 22 + 1. Doka#te, Ze potom je
z=a?+b%, y=c®+d? 2z =ac+ bd prondjaka cel ¢isla a, b, ¢, d.
(Iran 2001)
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S vysokoskolskou matematikou se (Castecné) rozlou¢ime uvedenim supersilné
verze Minkowského véty, jejiz dikaz uZ je tézky. Obycejnd Minkowského véta totiz
mluvi prosté o ,velkych® vécech. Vibec ale neklade dtraz na to, ,kterym smérem*
jsou velké. To nasledujici véta bohaté vynahrazuje.

Definice (Postupni minima). Mé&me konvexni, omezenou a stiedové symetrickou
mnozinu M v R%. Jako i-té postupné minimum mnoziny M, které oznacime i,
myslime nejmensi hodnotu A takovou, Zze AM obsahuje 7 linedrné nezavislych bodi.

Nejdiive tedy vezmeme A tak malé, aby AM neobsahovalo zadné mfizové body
kromé pocatku. Nyni budeme A postupné zvétSovat az AM bude obsahovat alespon
jeden miizovy bod na své hranici. Toto A ozna¢ime jako p1 a pojmenujeme ho prvnim
postupnym minimem. Déle pokrac¢ujeme podobné — zvétsujeme A, dokud nenarazime
na miizovy bod linedrné nezévisly na vsech predchozich, nacez si zaznamename dalsi
minimum (nékdy si mizeme zaznamenévat i nékolik minim soucasné). Proces skonéi,
kdyz obsadime vSech d dimenzi (a diky podminkdm kladenym na M se tak nutné
stane).

Véta 48 (Minkowského véta o postupnych minimech). Af A je mfizka v R9,
M konvexni, omezend a stiedové symetrickd mnozina. Déle necht pro 7 od 1 do d
jsou p; jeji postupna minima. Potom plati nerovnost

Specialné si rozmyslete, jak z této véty plyne ptuvodni Minkowského véta. Nékdy
jsou proto tyto véty oznacovany jako prvni a druhé Minkowského véta o postupnych
minimech.

Pro libovolnou dimenzi najdéte konvexni mnoziny, pro které v pfedchozi vété
nastava prvni, popfipadé druhé rovnost.

Nahodné lumparny

Zbyva vypsat hromadu pfikladi@ na volné chvile. Jejich Ffazeni mirné souvisi s obtiz-
nosti, z velké Casti je ale také ndhodné. Nékteré z uvedenych prikladt jsou celkem
t&7ké, obzvlaste ty, co maji nazev. Cést prikladf souvisi s Minkowského vétou, ktera
je pak cennym pomocnikem.

Priklad 49. Je dan konvexni péttuhelnik v roviné s vrcholy v m¥iZzovych bodech.
Ukazte, ze vnitini pétithelnik péticipé hvézdy, kterou tyto body urcuji, obsahuje
alespon jeden mfizovy bod.

(Rusko)
Priklad 50. Dvé posloupnosti celych ¢isel ay, ag, ... a by, ba, ... spliiuji pro vSechna
pfirozena n > 2 vztah (a, —ap—1)(an — an—2)+ (b —bp—1)(bp, —bn—2) = 0. Dokazte,
Ze existuje kladné ¢islo k takové, Ze ap = ar+2016- (iKS 5-A5)
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Priklad 51. V roviné je mnohothelnik s obsahem alespon n. Dokazte, Ze obsahuje
n+ 1 miizovych bodu takovych A(x;,y;) takovych, ze x; — x5, y; — y; jsou celd isla
pro libovolna i,j € 1,2,..n + 1.

(Cina TST 1998)

Priklad 52. Uvazte polynom P(z) stupné n s celo¢iselnymi koeficienty, ktery mé n

realnych korent x1, x, ..., T, a navic je ireducibilni nad raciodlnimi ¢isly. Dokazte,
ze
nn
I l—l= o
1<i<j<n ’

Piiklad 53. Rozhodnéte, zda ¢tverec n x n miize pokryt (n + 1) celo¢iselnych
miizovych boda.
(AMM)
Priklad 54. Necht a, b, ¢, d jsou pfirozen ¢isla takova, Ze existuje 2004 dvojic
(z,9), 0 < z,y <1, pro které jsou ¢isla ax + by, cx + dy cela. Najdéte ged(b, d), vite
li, ze ged(a, ¢) = 6.
(Bulharsko 2005)

Piiklad 55 (Scott’s theorem). Ostfe uvnitf mnohouhelniku M s alespori ¢tyfmi
vrcholy lezi pfesné k£ > 0 celociselnych mfizovych bodt. Ukazte, ze P pokryva nej-
vyse 3k + 6 mfizovych bodu.

Pfiklad 56. Pron € N ozna¢me g(n) pocet zpusobt, jak zaplatit n! pomoci minci
v hodnotach k! pro 1 < k < n (na pofadi minci nezdlezi). DokaZte, Ze existuje
konstanta ¢ takova, ze

11,2 . 77@2 n2 . —712
neT M e < f(n) < nT—i—cn LeTi

(Putnam 2007)

Priklad 57. Uvazte graf G, jehoz vrcholy odpovidaji bodtim s racionalnimi soufa-
dicemi v R™ pro n pfirozené, pfi¢emz dva vrcholy jsou spojeny hranou prave tehdy,
kdyz je vzdalenost odpovidajich bod® rovna 1. Najdéte nejmensi n takové, ze G je
souvisly.

(Irdn 1998)

Priklad 58. V roviné je dan kruh se sttedem v po¢atku a polomérem R. V kazdém
miizovém bodé kruhu kromé pocatku stoji nekonecné vysoké valcovita zirafa s po-
lomérem r (mimo kruh zirafy nejsou). Pfitom r je zvoleno tak, aby bylo co nejvétsi
a zaroven aby pfi pohledu z pocatku bylo vidét i néco jiného nez zirafy. Dokazte
nerovnost

1 1
<r<-—.

VRZ+1 7 R
(AMM)
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Piiklad 59. Pro pfirozené n > 2 uvazme ¢tverec [0,n] x [0,n]. Uvnit¥ tohoto
¢tverce lezi mnohotihelnik P s obsahem alespon n. Dokazte, ze P pokryva alespon
jeden mrizovy bod.

Priklad 60. Je dana mfizka 2004 x 2004. Najdéte nejvétsi prirozené n takové, ze
I1ze nakreslit konvexni n-tihelnik s vrcholy v mfizovych bodech zadané miizky.
(USA TST 2004)

Priklad 61. V roviné lezi mnohothelnik A; A, ... Ay, jehoZz vrcholy lezi v m¥iZovych
bodech a na jedné kruznici. Af existuje liché prirozené ¢islo n, které déli druhé
mocniny délek vSech stran mnohothelniku. Ukazte, ze pak uz n déli dvojnasobek
obsahu mnohothelniku.

(IMO 2016)

Piiklad 62. Najdéte vSechny Sestice a, b, ¢, x, y, z celych &isel splijici ax? 4 by? +
cz? =abc+2xyz — 1, ab+bc+ca > 22 +y2 + 22, a,b,¢c>0.

Pfiklad 63 (Davenport-Cassels). UkaZte, Ze kazdé pfirozené ¢islo, které je soud-
tem t¥i ¢tverch racionélnich ¢isel, je také soucet tii ¢tverct cely cisel.

Piiklad 64 (Straus theorem). Dokazte, ze v R™ pro n pfirozené lze najit n + 2
bodi, jejichz vzdalenosti jsou licha ¢éisla, pravé tehdy, kdyz 16 | n + 2.

Piiklad 65 (Hensley’s theorem). Dokazte, Ze pro vSechna k, n € N exis-
tuje konstanta B(n, k) takova, Ze pro kazdy n-dimenzionélni mnohostén s vrcholy
v mrizovych bodech, ktery obsahuje ostfe uvnitt pravé k mrizovych bodt, plati
Vol(P) < B(n, k).

Priklad 66 (Lagarias-Ziegler’s theorem). DokaZte, Ze pro n,k € N pevna
existuje pouze koneé¢né mnoho riznych n-dimenzionalnich mnohosténi s vrcholy v
celodiselnych miizovych bodech, které obsahuji pravé k miizovych bodi ostfe uvniti.

Piiklad 67 (Schinzel circles). Ukazte, Ze pro kazdé pfirozené n existuje kruznice
v roviné, na které lezi pravé n mfizovych bodu.

Pfiklad 68 (Kulikowski sphere). UkazZte, ze pro kazdé pfirozené n existuje sféra
v prostoru, na které lezi pravé n miizovych bodi.

Piiklad 69 (Browkin’s theorem). Pro kazdy rovinny obrazec a kazdé pfirozené

¢islo n existuje jemu podobny obrazec, ktery obsahuje pravé n mrizovych bod.

Pfiklad 70 (Blichfeld’s theorem). Necht A je omezena oblast v roviné s obsahem
S > n po n € N. Pak existuje obrazec v roviné shodny s A, ktery obsahuje alespon
n + 1 mifzovych bodt. Tvrzeni plati obdobné v R? pro libovolné d € N.
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Algoritmy
Marian Poljak

Abstrakt. Asi jste si vSimli, Zze kombinatorik na mezinarodnich olympiadach
spisSe pribyva nez ubyva. V poslednich letech se také objevilo hned nékolik iloh,
které jsou pomoci algoritmického postupu resitelné. V tomto prispévku se tedy
podivame na uziti algoritmu pro feseni vesmés pokrocilych kombinatorik.

Pod pojmem algoritmus rozumime néjaky presny navod ¢i postup, kterym lze
provadét néjakou proceduru ¢i feSit tlohu. PrestoZe se jednd o informaticky po-
jem, algoritmy jdou velmi U¢inné pouzit na nékteré typy uloh. K jejich pouziti se
uchylujeme zejména,

e je-li tfeba najit ne uplné trivialni konstrukeci,
e mame-li zadanou néjakou operaci,

e je-li tfeba redukovat nepifehlednou konfiguraci,
e hledame-li vyherni strategii.

Hladové algoritmy

Hloupé algoritmy, které se snazi za kazdé situace vybrat néjaké lokdlni optimum
a tim dospét k rozumnému vysledku. Prestoze tento vysledek zdaleka nemusi byt
optimélni a koneckonct ani rozumny, pfi spravném pouziti mize hladovy algoritmus
pomoct najit konstrukei, zjednodusit situaci ¢i najit vyjadifeni néjakych objekti.

Pfiklad 1 (Binarka). Dokazte, ze kaZdé pfirozené éislo lze zapsat jako soucet
jedné nebo vice mocnin dvojky jedinym zptisobem.

Priklad 2 (Fibonarka, Zeckendorf’s theorem). Dokazte, Ze kazdé pfirozené
¢islo 1ze zapsat jedinym zptisobem jako soucet jednoho nebo vice Fibonacciho éisel,
z nichz zadné dvé nejsou po sobé jdouci ve Fibonacciho posloupnosti.

Piiklad 3 (Faktorialka). Dokazte, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n existuji jed-
nozna¢né urcend nezaporna celd ¢isla aq,...,a, takova, ze a; < i pro vSechna i a
plati

n:a11'+a22'+a33'—|—

Priklad 4. Nechf d je nejvyssi stupeni daného grafu. Dokazte, Ze tento graf lze
obarvit nejvyse d + 1 barvami tak, aby zddné dva vrcholy spojené hranou nemély
stejnou barvu.

Piiklad 5. Necht Aj, Ao, ..., A, jsou podmnoziny {1,2,...,n} o velikosti 3. Do-
kazte Ze |%| prvki {1,2,...,n} mbZe byt obarveno tak, aby kazdé A; obsahovalo
alespon jeden neobarveny prvek.

32



Priklad 6. Je mozné vybrat 1983 riaznych pfirozenych ¢isel mensich nebo rovnych
100 000, z nichz zadné 3 netvoii po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti?
(IMO 1983)

Priklad 7. Uvazujme tabulku se dvéma fadky a n sloupci. Do kazdé buriky tabulky
napiseme kladné realné cislo tak, aby soucet c¢isel v kazdém sloupci byl roven 1.
Ukazte, ze umime vybrat jedno ¢islo z kazdého sloupce tak, aby soucet vybranych
¢isel v kazdém radku byl nejvyse 2. (Rusko 2005)
Pfiklad 8. Mnozina pfimek v roviné v obecné pozici (tj. Zddné 3 neprochézeji
stejnym bodem, zZaddné 2 nejsou rovnobézné) rozdéli rovinu na tzemi, z nichZ nékterd
maji konecny obsah. Dokazte, ze pro dostatecné velka n lze pro libovolnou mnozinu
piimek v roviné v obecné pozici obarvit alespon /n pfimek rizové tak, aby zddné
koneéné tizemi nemeélo zcela rizovy okraj. (IMO 2014)

Priklad 9. Kaminky vézici dohromady 9 tun je tfeba pfepravit pomoci nékladakt.
Vime, ze zadny kaminek nevazi vic nez tunu a kazdy nékladak uveze 3 tuny. Kolik
nejméné nakladaki je tieba, aby §lo vSechny kaminky nardz prepravit?

(Némecko 2000)

Priklad 10. Necht n je pfirozené ¢islo. Danil a Lenka hraji hru — Danil ma k listd
papiru, kde k je také pfirozené cislo. Na kazdy z listt Danil napiSe né€kterd z cisel
od 1 do n (miZze napsat klidné vSechna nebo zadné) — zbyvajici ¢isla vzdy dopiSe na
druhou stranu papiru (tj. na kazdém listu budou dohromady z obou stran vSechna
¢isla od 1 do n). Nyni mtize Lenka otoéit néjaké listy na druhou stranu. Pokud se
Lence povede, aby po tomto otoceni byla vidét vSechna ¢isla od 1 do n, zvitézi.
Najdéte nejmensi k, pro které Lenka vzdy dovede zvitézit. (Nizozemsko 2014)

Pfiklad 11. Mnozinu t¥{ nezédpornych éisel {z,y, z}, kde plati z < y < z nazveme
divnou, pokud {z — y,y — x} = {a,b} pro dand 0 < a < b. Ukazte, Ze mnozina
vSech nezapornych celych cisel se da zapsat jako sjednoceni navzajem disjunktnich
divnych mnozin. (IMO shortlist 2001, zobecnéné)

Priklad 12. Bud n pfirozené éislo. Najdéte nejmensi celé ¢islo k s nasledujici
vlastnosti — Pro libovolna redlnéa ¢isla aq,...,aq takova, ze a1 +as + ... +aqg =n a
0 < a; <1 pro vSechna ¢ od 1 do d je mozné tato ¢isla rozdélit do k skupin (z nichz
nékteré mohou byt prazdné) tak, aby soucdet ¢isel v kazdé skupiné nepfevysoval 1.
(IMO shortlist 2013)

Priiklad 13. Prerovska banka razi mince s hodnotou % pro kazdé kladné celé ¢islo n.
Méjme konec¢nou kolekei takovych minci (ne nutné riznych hodnot), kterd ma celko-
vou hodnotu nejvyse 99 + % . Dokazte, ze tuto kolekci je mozné rozdélit na 100 nebo
méné casti tak, aby kazda ¢ast méla celkovou hodnotu nejvyse 1. (IMO 2014)

Invarianty a monovarianty

Najit si veli¢inu, kterd pro néjaké dané operace stale zachovava svou hodnotu nebo
ji upravuje vyhradné monoténné se muze fakt hodit.
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Priklad 14. Necht ay,...,a, (n > 3) jsou redlna ¢isla takova, ze
ag+as+...+a,>n

a zaroven
(a1)® + (a2)® + ... + (an)* > n.

Dokazte, ze max{a,...,a,} > 2. (USAMO 1999)

Priklad 15. Ve vrcholech pravidelného Sestitthelniku je napsano Sest nezdpornych
celych ¢isel, jejichz soudet je 20032993, Miro mé povolenu nasledujici operaci: vybrat
si jeden vrchol a nahradit ¢islo v ném napsané za absolutni hodnotou rozdilu ¢isel
napsanych v sousednich vrcholech. Dokazte, Ze Miro dovede provést takovou sekvenci
tahti, po které bude ve vSech Sesti vrcholech napsano ¢islo 0. (USAMO 2003)

Piiklad 16. Kuba ma 3 ucty v bance, na kazdém z nich je celo¢iselné (kladné)
mnozstvi penéz. Muze délat prevody z G¢tu na ucet pouze tehdy, zdvojnasobi-li tento
prevod mnozstvi penéz na cilovém uctu. Dokazte, ze Kuba vzdy umi prevést vSechny
své penize do dvou Gcétu (tj. ve tfetim bude 0). Dovede je vzdy vSechny pievést do
jednoho? (IMO shortlist 1994)

Priklad 17. V kazdém ¢tverecku tabulky m krat n je napsdno pfirozené dislo.
Povolenym tahem je pfic¢teni celého ¢isla k ke dvéma sousednim ¢tverecktim tak, aby
se v zadném z nich neobjevilo zaporné ¢islo. Najdéte nutnou a postacujici podminku
pro to, aby bylo mozné po kone¢né mnoha operacich docilit tabulky plné nul.
(IMO shortlist 1989)

Priklad 18. Mg¢jme n krabic By, Bs, ..., B, poskladanych do fady. Je v nich do-
hromady n micki.

1) Je-li alespoii jeden micek v By, mizeme jej piesunout do Bs.

2) Je-li alesponi jeden micek v B,,, miZeme jej pfesunout do B,,_1.

3) Jsou-li alespoti 2 micky v By, kde 2 < k < n—1, miZeme jeden z nich pfesunout
do Bj_1 a druhy do Bjy41.

Dokazte, ze pro libovolné pocatecni rozlozeni mickiu lze docilit toho, aby v kazdé
krabici byl pravé jeden micek. (China Girls 2011)

Priklad 19. Na tabuli je n > 2 pfirozenych ¢isel. V kazdém kroku vybereme dvé z
nich a obé€ nahradime jejich souctem. Urcete vSechna ¢isla n, pro ktera je takto vzdy
mozno dospét (v koneéném poctu krokt) k n shodnym ¢&islam. (MEMO 2008)

Priklad 20. M¢éjme n imont, z nichz kazda dvojice muze ¢i nemusi byt spojena.
Miuzeme provadét dvé operace:

1) Zni¢it imon, ktery je spojen s lichym poétem imond.
2) Zdvojnasobit pocet imont vytvofenim kopie ke kazdému existujicimu imonu.
Dva okopirované imony budou spojeny pravé tehdy, byly-li spojené jejich vzory.
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Dale se kazdy imon spoji se svou kopii. Zadné dalsi spojeni béhem této operace
nevzniknou ani nezaniknou.

Dokazte ze 1ze docilit stavu, kdy nebudou zddné dva imony spojené.
(IMO shortlist 2013)

Algoritmy redukce

Souvisi s monovarianty, v nékterych pfedchozich pfikladech jsme je koneckonct uz
vyuzili. Jedna se o algoritmy, které nam pomutzou uchopit a ulehcit slozité kombi-
natorické cancery za soucasného zachovani pointy a struktury problému.

Piiklad 21. Mé&jme uspofddanou mnozinu Sesti celych ¢isel S = {a,b, ¢, d, e, f}. Za
tah povazujeme operaci, kterou kazdé z t&chto Sesti ¢isel bud zvysime nebo sniZzime
o 1. Ukazte, Ze existuje konec¢na posloupnost taht takova, ktera prevede mnozinu S
do takového tvaru, aby platilo aef = bdf = cde. (Cody Johnson)

Piiklad 22 (Cancer). Mé&jme koneénou souvislou mnozinu S jednotkovych ¢tvercii
vybranych z rovinné jednotkové mrizky. Tato mnozina je dokonale pokryta pravo-
hlymi rovnoramennymi trojuhelniky s pfeponou délky 2 — tyto trojihelniky se ne-
prekryvaji a nepfesahuji mimo S. Navic, kazda pfepona trojihelniku je rovnobéznd
bud s vodorovnym nebo svislym smérem. Dokazte, Ze pocet t&chto trojuhelnikt musi

byt délitelny ¢tyimi. (USAMTS 2015)
Priklad 23. Méjme body Aj, As, ..., A, uspofddané na kruznici a bod O uprostied.
Na kazdém z bodi A1, As, ..., A,, O je umistén koneény pocet karet, n > 3. Mame

povoleny nasledujici operace:
1) Pokud jsou na néjakém bodé A; alespoii 3 karty, miizeme odebrat 3 karty a dat
po jedné z nich do boda A;_1, A;11, O.
2) Pokud je alespoii n karet v bodé O, mtizeme je odtud odebrat a rozdat po jedné
do bodi Ay, Ay, ..., A,.

Dokazte, ze pokud je celkovy pocet karet alesponi n? + 3n + 1 tak miizeme
docilit situace, ve které bude v kazdém vrcholu alesponi n + 1 karet po konecéné
mnoha krocich. (China 2010)

Priklad 24. Méjme m breberek v jedné mistnosti a n ve druhé. Mame povoleny
nasledujici operace:

1) Odebrat stejny pocet breberek z obou mistnosti.
2) Zdvojnésobit pocet breberek v jedné z mistnosti.

Je vidy mozné vyprazdnit obé mistnosti v koneéném poctu krokia? A co kdyz
se pfi operaci 2 bude ztrojndsobovat namisto zdvojnasobeni? (UK 2011)

Priklad 25. Méjme krabice Bi, Bs,..., Bg poskladané za sebou. Kazda z nich
zpocatku obsahuje jednu minci. Mame povoleno nasledujici:

1) Vybrat neprazdnou krabici jinou neZ Bg, odebrat z ni 1 minci a pfidat 2 mince
do krabice za ni nasledujici.
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2) Vybrat neprazdnou krabici jinou nez Bs a Bg, odebrat z ni 1 minci a prohodit
obsahy minci nasledujicich dvou krabic.

Urcete, jestli existuje kone¢na posloupnost operaci povolenychzotl}ofpﬁ takova, aby
bylo prvnich 5 krabic prazdnych a Bg obsahovala pfesné 20102°19°"" minci.
(IMO 2010)

Priklad 26. Na matematické soutézi jsou nékteri icastnici kamaradi. Kamaradstvi
je vzajemné. Skupinu, ve které se kazdi dva spolu kamaradi, nazveme parta. Jako
velikost party ozna¢me pocet jejich ¢lenil. Za predpokladu, ze nejvétsi velikost party
je suda dokazte, ze lze uCastniky rozdélit do dvou mistnosti tak, aby nejvétsi velikost
party v jedné mistnosti byla stejnéd jako nejvétsi velikost party ve druhé.

(IMO 2007)

Omylem vytiSténa nerovnost

Priiklad 27. Dokazte, Ze pro vSechna kladnd realna a, b, ¢ plati:
a+b+c >\/a2+c2 +\/cz-i-b2 +\/b2+a2
b ¢ a = Vb+e? a? + b? c? +a?’

Literatura a zdroje

[1] Cody Johnson, Algorithms, https://wuw.awesomemath.org/wp-pdf-files/
math-reflections/mr-2015-04/article_1_algorithms.pdf
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Hinty

Hint 1. Silna indukce.
Hint 2. Silna indukce.
Hint 3. Silna indukce.
Hint 4. A nestaéi tfeba prosté barvit a barvit?
Hint 5. Ekvivalentné preformuluj tak, aby jsi pracoval s mnozinami, které maji alespon
jeden prvek obarveny. Poté zkus barvit co nejlépe.
Hint 6. Vyber 1,2 a pak postupné to, co jde. Pak zjisti, co jsou ta ¢isla za¢ a kolik jich je.
Hint 7. Buno je sefad, poté vezmi nejvyssi index, pro ktery néco plati a odhadni, ze to
vlastné staci.
Hint 8. Zkus navrhnout algoritmus, pomoci kterého se vzdy obarvi néjaka primka a také
se oznaci nejvyse 2 vrcholy, u nichZ uz dalsi pfimku razové obarvit nemizeme.
Hint 9. 10%0,9=9
Hint 10. Binarni vyhledavani.
Hint 11. Konstruuj pomoci hladového algoritmu a po cesté barvi ¢isla tfemi barvami podle
jejich pozice v divné mnoziné.
Hint 12. 5"+

1

Hint 13. Nejdfiv se hladové zbav minci %, dvojic minci 5 a 2k-tic minci

1

T Potom

veétsi mince odhadni a mensi k nim néjak pfisyp.

Hint 14. Zkus najit algoritmus, ktery bude zachovavat soucet a1 + a2 + ... + an, soucet
druhych mocnin bude ostfe zvétsovat a udéla hodné dvojek.

Hint 15. Modulo 2 se hodi + zadana operace nemuze zvysit maximum konfigurace.
Hint 16. Né&jaky algoritmus, ktery by ostfe snizoval minimum téchto t¥i ¢t by se hodil.
Opét je dulezitd binarka.

Hint 17. Obarvi ke zjisténi nutné podminky. Dale se zamysli nad algoritmem, ktery skoro
ze vSeho udéla nuly.

Hint 18. Jaky bude stav, budeme-li provadét druhou a tfeti operaci dokud to jde?

Hint 19. Bude-li n sudé, miizeme cisla sloucit do dvojic, na které aplikujeme operaci. Bude
se hodit déleni vsech ¢isel dvéma a s¢itani maximalniho a minimalniho prvku.

Hint 20. Barevnost grafu (kolika nejméné barvami lze imony obarvit tak, aby zadné 2
spojené nemély stejnou barvu).

Hint 21. Redukce vSech c¢isel na nuly a jednicky.

Hint 22. Dilezité pozorovani — staci dokazat tvrzeni pro ,do sebe zapadajici“ mno-
Ziny/cykly trojthelnikt, S je totiz jejich sjednocenim. Pak zkus tvar téchto cykli néjak
zjednodusovat za zachovani poc¢tu trojihelnikd modulo 4. Rozeber milion pripadu.

Hint 23. Nejdfiv zkus provadét prvni operaci, dokud to jde — pfi jakém stavu to uz
nepujde? Pak ptjde hned nékolikrat druhd a néjak se to urozebira.

Hint 24. To prvni jde. To druhé ne.

Hint 25. Jde to. (2,0,0)— > (z — y,2Y,0)

Hint 26. Nejdiiv dej do jedné mistnosti nejvétsi partu a do druhé zbytek. Potom se to
hodi néjak priblizné vyrovnat, aby velikosti nejvétsich part v obou mistnostech byly uz
skoro stejné. Konec je tfeba dorozebirat.

Hint 27. D4 se snadno zesymetricnit.
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Harmonické ¢étverice
Stépdn Simsa

Abstrakt. Pfispévek seznamuje s konceptem harmonickych pomért v planime-
trii. Uvadi tvrzeni, diky nimz lze harmonické konfigurace nachazet v geometri-
ckych tlohach olympiddniho typu a pouzivat je k ¢asto rychlému a elegantnimu
feseni. Kazda kapitolka obsahuje nékolik tiloh k procviceni dané techniky.

Umluva. Symbolem AB budeme znaéit tradi¢né piimku prochazejici body A, B a
nékdy navic i délku orientované tusecky s krajnimi body A a B.

Dvojpomér a promitani na primky
Meéjme primku AB a na ni bod X. Polohu bodu X vzhledem k A a B miZeme
vyjadrit tzv. délicim pomérem.

Definice. Nechf X je bod na pfimce AB rtizny od bodi A, B. Délici pomér bodu X

vzhledem k bodiim A a B je &islo (AB, X) = 4.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze pro dané body A, B je poloha bodu X hodnotou (AB, X)
jednoznaéné urcena. Kdy je (AB, X) > 07

Vzajemnou polohu ¢tyf bodd na pfimce mizeme popsat podobnou veli¢inou.
Definice. Dvojpomér bodu A, B, C, D (v tomto pofadi) lezicich na jedné pfimce
je ¢islo
(AB,C) AC-BD
(AB,D)  AD-BC’

(AB,CD) =

Cvicéeni. Dokazte, Ze
1 1 1
(AB,CD) = (CD,AB) = (BA,DC) = (AB.DC) ~ (DC.AB) ~ (BA.CD)’

Posledni cviceni ndm 1ika, ze vyznacné hodnoty dvojpomeéru jsou 1 a —1. Z rov-
nosti (AB,CD) = 1 ovSem plyne, ze A = B nebo C' = D, takze nés bude vice zajimat
hodnota —1.

Definice. Body A, B, C, D lezici na pfimce tvofi harmonickou ¢tverici, pokud plati
(AB,CD) = —1.
Cviceni. Rozmyslete si, jak zhruba harmonické ¢tvetice vypadaji. V jakém potadi
mohou na piimce leZet jejich body?
Tvrzeni. Jsou dény pfimky p, ¢ a bod X mimo né. Bodem X prochézeji ¢tyfi
primky, které protinaji piimku p postupné v bodech A, B, C, D a pfimku ¢ postupné
v bodech A’; B’, C’, D'. Potom plati (AB,CD) = (A'B’,C'D’).

My budeme toto tvrzeni pouzivat hlavné pro promitani harmonickych ¢tveric.
Prislusné ctyii pfimky tvoii v tom ptipadé harmonicky svazek.
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Jak poznat harmonickou ¢tverici?
To nam velmi usnadni nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. V nésledujicich bé&znych konfiguracich se vyskytuji harmonické étvefice:

(i) Pokud M je stied AB, pak (AB, Moo) = —1.

(ii) Cevidany AD, BE, CF se protinaji v P. Ozna¢me D’ = EF N BC. Pak plati
(BC,DD') = —1.

(iii) Na priméru AB kruZnice k se stfedem O je dan bod X. Je-li X’ jeho obraz
v kruhové inverzi podle k (tj. plati-li |OX| - |OX'| = |OA|*> = |OB|?), pak
(AB,XX') = —1.

Tvrzeni (,,Dvé ze t¥i“). Nechf A, B, C, D lezi na pfimce a P mimo ni. Pak

z libovolnych dvou nésledujicich bodt plyne tteti:

(i) (AC,BD) = —1,
(ii) |ZAPC| = 90°,
(iii) |£BPC| = |£ZCPD|, kde tihly chidpeme orientované.

A koneéné jsou tady. ..
Ulohy I

Uloha 1. M¢jme trojihelnik ABC, bod I je jeho vepsisté, bod I, jeho A-pfipsisté,
D je prusecik osy thlu u A a strany BC'. Dokazte, ze (AD,I1,) = —1.

Uloha 2. Ceviany AD, BE, CF se protinaji v P. Oznaéme Q = BC N EF, R =
ADNEF,S=CFNBRaT=DFn BR. Ukazte, ze

(QR,EF) = (AP,DR) = (CS, PF) = (BS,RT) = —1.

Uloha 3. Body D, E, F jsou zvoleny postupné na stranach BC, CA, AB troji-
helniku ABC tak, ze ADNBENCF = K. Pfimka F'D protind pfimku BE v bodé
X, P je stfed usecky AK a EP protind pfimku AB v bodé Y. Dokaite XY || AD.

Uloha 4. Na pifmce p jsou dany body B, D, C v tomto pofadi. Dokazte, %e viechny
body A takové, ze AD je osa tthlu BAC, lezi na pevné kruznici (tzv. Apolloniové
kruznici).

Uloha 5 (Blanchet Theorem). Na A-vyice AD trojihelnika ABC je dan bod
P. Oznaéme X = BPNAC,Y = CP N AB. Dokazte |[Z/XDA| = |£Y DA|.

Uloha 6. Uvniti trojihelnika ABC je dan pevny bod P. Body X,Y se pohybuji po
AB, AC tak, ze /X PA = /Y PA. Ukazte, ze pfimka XY prochazi pevnym bodem.

Uloha 7. Je dan trojihelnik ABC, body dotyku kruznice vepsané se stranami BC,
CA, AB ozna¢me postupné D, E, F. Bod X lezi uvnitf trojuhelniku ABC tak,
ze kruZnice vepsana trojuhelniku X BC' se dotyka jeho stran v bodech D, Y a Z.
Dokazte, ze E, F, Y, Z lezi na jedné kruznici. (IMO Shortlist 1995)
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Uloha 8. V trojihelniku ABC ozna¢me D patu osy uhlu u A a I, I, vepsisté
trojuhelniki ABD, ACD.

(i) Je-li @ = BC N 11, dokazte |[ZDAQ| = 90°. (Sharygin 2013)
(ii) Oznacime-li priseéiky I,I. s AB, AC postupné M, N, dokazte, ze MC a NB
se protnou na AD.

Uloha 9. Je dana kruznice w se stiedem O a tétivou AB (O ¢ AB). Bod C le#i na
w tak, ze AC puli tsecku OB. Oznacme D = ABNOC a F = BC N AO. Dokazte,
ze |AF| = |CD|.

Harmonické c¢tyiuhelniky
UziteCnym nastrojim neni zdaleka konec. Co zkusit promitat na kruznice?

Tvrzeni. Je dan bod P leZici na kruznici £ a mimo pfimku p. P¥imky a, b, ¢, d
protnou pv A’, B', C', D" a kv A, B, C, D. Pak plati!

AC| - |BD|
A'B . .C'D)| = |7
Definice. Rekneme, ze tétivovy étyithelnik ABCD je harmonicky, pokud pro délky
jeho stran plati ac = bd.

Pozorovani. S pouzitim pfedchoziho tvrzeni si snadno rozmyslime, Ze ¢tyithelnik
ABCD vepsany do kruZnice w je harmonicky pravé tehdy, kdyz pro libovolny bod
P ¢ w tvoii pfimky PA, PB, PC, PD harmonicky svazek.?

Tvrzeni (O harmonickych étyfahelnicich). Bud D bod na oblouku BC kruz-
nice k opsané trojuhelniku ABC, ktery neobsahuje bod A. Pak nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

(i) Ctytahelnik ABDC je harmonicky.
(ii) P¥imka AD je A-symedidna v AABC (tedy ¢ara symetrickd s A-téZnici podle
osy thlu u A).
(iii) P¥imka AD a te¢ny ke k skrz B a C prochéazeji jednim bodem.
Cvi¢eni. Uhlopticky tétivového ¢tyithelniku ABCD se protinaji v P. Dokaite, ze
pokud je BP symedidna v ABC, pak AP je symedidna v ABD.
(Rumunsko TST 2006)

Pojdme to vyzkouset!

1 Obecnéjsi tvrzeni bez absolutnich hodnot také plati, ale potiebovali bychom k jeho formulaci
komplexni ¢isla.
2 Pokud naptiklad P = A, uvazujeme misto PA te¢nu k w v bodé A.
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Ulohy II

Uloha 10. KruZnice vepsana rovnoramennému trojihelniku ABC (JAB| = |AC|)

se dotykd AC' v E. Pfimka rtzna od BFE vedena bodem B protind kruznici vepsanou

v bodech F, G. P¥imky EF, EG protnou BC v K, L. Dokazte |BK| = |CL].
(MEMO 2008)

Uloha 11. V trojthelniku ABC plati |AC| = 2|AB|. Ozna¢me P priise¢ik tecen
k jemu opsané kruznici w vedenych body A a C. DokaZte, Ze prusecik pfimky BP a
osy strany BC' lezi na kruznici w. (CR TST 2012)

Uloha 12. Necht ABCD je konvexni ¢étyithelnik. Ozna¢me F = ABNCD, E =
ADNBC aT = AC N BD. Predpokladejme, ze A, B, T, E lezi na kruznici, ktera
protind pfimku EF v bodé P. Ozna¢me M stied usecky AB. Dokazte, ze |ZAPM| =
|/BPT)|. (Irdn TST 2004)

Uloha 13. Paty kolmic z bodu D tétivového ¢tyithelniku ABCD na piimky
BC,CA, AB ozna¢me postupné P,Q, R. Dokazte, 7e |PQ| = |QR| pravé tehdy,
kdyz se osy uhla LZABC a ZADC protinaji na thloptiéce AC. (IMO 2003)

Uloha 14. V tétivovém pétitthelniku ABCDE plati AC || DE a stied M tétivy
BD spliwje |ZAM B| = |£BMC|. Dokazte, ze BE puli tétivu AC.

Polary
Poslednim objektem, ktery si ukdzeme, budou poldry. Motivaci pro jejich zkoumani
je nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Teény ke kruZnici k vedené bodem A se ji dotykaji v bodech T, U.
Pi¥imka p prochézejici bodem A protne piimku TU v B a kruZnici k v X, Y. Pak
(AB,XY) = -1.

Definice. Bud k kruznice se stfedem O a X # O. Pfimku, kterd prochézi obrazem
X’ bodu X v kruhové inverzi podle k a je kolmé na OX, nazyvame poldrou bodu
X (vzhledem ke k). Bod X je pdl pfimky p (vzhledem ke k).

Tvrzeni. Af P, Q jsou body a p, ¢ jejich polary (vzhledem k néjaké kruznici k).
Pak plati, Ze pokud P lezi na ¢, pak @Q lezi na p.

Tvrzeni. Ctyiahelnik ABCD je vepsany do kruznice k. Ozna¢me P = AC N BD,
Q = ABNCD a R = AD n BC. Pak trojihelnik PQR je selfpolar, tedy PQ je
polara bodu R, PR je polara bodu @ a QR je polara bodu P.

Ted uz to musi jit samo, ne?
Ulohy III
Uloha 15. Je dana kruznice k a piimka p, ktera ji neprotina. Po piimce p se

pohybuje bod P. Teény z P ke k se ji dotykaji v T a U. Dokazte, ze primka TU
prochazi pevnym bodem.
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Uloha 16. Je dana ptilkruznice v s pramérem UV . Jeji body P, Q splinji UP < UQ.
Tecny k v v bodech P a @ se protinaji v bodé R. Oznacme S = UP NV Q. Dokazte
RS LUV.

Uloha 17. Je dan trojihelnik ABC s vepsi§tém I. Body dotyku kruznice vepsané
s odpovidajicimi stranami oznaéme A;, By, C7. Déle ozna¢me D = BC N B1C; a
F =DINAA;. Dokazte |ZAFB| = |LAFC)|.

Uloha 18. Kruznice vepsana trojihelniku ABC se stiedem I se dotyka jeho stran
AB, AC v F, E. Ozna¢me N prusecik FF a A-téznice AM. Dokazte NI 1 BC.

Obti#n&jsi tlohy

Uloha 19. Je dan ostrotihly trojthelnik ABC' s ortocentrem H. Kruznice s primé-

rem AB protne CH v bodech X a Y, kruZnice s prumérem AC protne BH v bodech

Z a W. Dokazte, Ze (nezavisle na oznaceni) se XZ a YW protinaji na BC.
(Brazilie 2013)

Uloha 20. Kruznice vepsana trojithelniku ABC se dotjka jeho stran BC, CA, AB
v D, E, F. Usetka AD protne vepsanou podruhé v J a piimky BJ, CJ protnou
vepsanou podruhé v K, L. Dokazte, ze KC, LB a AD prochézeji jednim bodem.

Uloha 21. Je dan ostrothly trojihelnik ABC s patou A-v§sky D a kolmistém H.
Kruznice skrz B a C protne kruznici nad praimérem AH v X a Y. Oznacdime-li P
projekci D na XY, dokazte |£/BPD| = |ZCPD|. (Japonsko 2013)

Uloha 22. Je dan konvexni étyithelnik ABCD. P¥imky AB a CD se protnou
v bodé E, pfimky BC, AD v bodé F. Prusec¢ik tthlopti¢ek oznaéme P a projekci P
na EF ozna¢me O. Dokazte, ze |[£ZBOC| = |£ZAOD)|. (China TST 2002)
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Hinty

Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.

Vyuzijte tvrzeni ,,dvé ze tii“.

Vzdy najdéte spravny bod, z néjz promitat.

Najdéte harmonicky svazek vychazejici z Y.

Dokreslete ¢tvrtého do party k B, D, C' a vyuZijte tvrzeni ,,dvé ze t¥i“.
Zkombinujte konfiguraci ,,Ceva—Mene* a tvrzeni ,,dvé ze t¥i“.
Podivejte se na XY z P a z A.

Ctvrty do party k B, D, C' a mocnost.

(i) Kde je étvrty do party k Iyl a X = ADN I 1.7
(ii) Pokud maji dvé harmonické étvefice spoleény bod, pak spojnice zbylych tii odpovida-

jicich si dvojic prochazeji jednim bodem.
Hint 9. Dokazte sporem(!), ze OB || FD.

Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

Oznacte zbylé body dotyku, najdéte harmonicky Ctyfiuhelnik a promitnéte ho.
Dokazte, ze BX, kde X je prunik osy BC a w, je symediana v ABC.

Dokazte, ze PAT B je harmonicky.

Dokazte, Ze oba vyroky jsou ekvivalentni s tim, ze ABC'D je harmonicky.
Zacnéte tim, ze AC' je symedidana v ABD.

Kterym zajimavym bodem prochdazi polara bodu na pfimce p?

Dokazte, ze RS je polara bodu K.

Dokazte a vyuzijte, Ze AA; je polara D.

Dokazujte, ze N je pdl rovnobézky s BC bodem A.

Pokud maji dvé harmonické ¢tvefice spoleény bod, pak zbylé tii spojnice pro-

chézeji jednim bodem.
Hint 20. Ukazte, ze JK DL je harmonicky.
Hint 21. Chordaly tfi kruznic prochéazeji jednim bodem.

Hint 22. Dokazte, ze OP je spole¢na osa jistych dvou uhlu.
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Inverze
Rado Svarc

Abstrakt. V prispévku zavedeme inverzi a ukazeme si spoustu prikladu.

Inverze je jedno z nejexoti¢téjSich geometrickych zobrazeni. Prestoze nezacho-
vava ani tak jednoduché objekty jako jsou pfimky, ma fadu pfekvapujicich a uzi-
teénych vlastnosti, diky nimz je velmi silnym nastrojem pii feseni jinak obtiznych
geometrickych tloh.

Definice

Umluva. Rovinu rozsifime o (jediny) bod oo, o ném# prohlésime, Ze lezi na vsech
primkéach.

Definice. Inverze je geometrické zobrazeni urcéené kruznici k se stfedem O a polo-
mérem r, které bodu A ptifadi bod A’ podle nasledujicich pravidel:

(i) Kdyz je A= O, potom A’ = cc.
(ii) Kdyz je A = o0, potom A’ = O.
(iii) Jinak je A’ bod polop¥imky OA, pro ktery plati

|0A] - 04| = r2.

Zakladni vlastnosti

Tvrzeni. Plati nékolik jednoduchych vlastnosti:

1) Inverze je bijekce, pokud ji navic provedeme dvakrat podle stejné kruznice,
dostaneme identitu.

2) Pevné body inverze podle kruZnice k jsou pfesné body této kruZnice.

3) Pokud lezi bod A ,uvnitf“ kruznice k, lezi obraz A’ ,vné“, a naopak.

Lemma. Je dana kruznice k se stfedem I a polomérem r. Uvazujme libovolnou
dvojici bodi X, Y. Ozna¢me X', Y’ obrazy bodu X, Y v inverzi podle kruznice k.
Pak ZIXY = /X'Y'I.

Tvrzeni (Tétivové ¢tyiahelniky). Je ddna kruznice k se stfedem I a body A, B
takové, ze nelezi na jedné piimce s I. Oznaéme A’, B’ obrazy bodt A, B v inverzi
podle k. Pak body A, B, A’, B’ lezi na jedné kruznici.

Tvrzeni (StéZejni). Uvazme inverzi uréenou kruznici k se stfedem I. Pak

(i) obrazem piimky prochézejici bodem I je ona sama,
(ii) obrazem piimky neprochdzejici bodem I je kruznice prochazejici bodem I,
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(iii) obrazem kruznice prochdzejici bodem I je p¥imka neprochdzejici bodem I,
(iv) obrazem kruznice neprochézejici bodem I je kruznice neprochdazejici bodem I.

Tvrzeni. Podle pfedchoziho tvrzeni je obrazem kruznice k se stiedem O néjaka
kruznice k' se stfedem S (neprochdzi-li k stfedem inverze I). Pak bod S lezi na
polopiimce IO, ale neni to obraz bodu O (inverze tedy na sebe nezobrazuje stiedy
kruZnic).

Tvrzeni (Konstrukce obrazu). Je déna kruznice k a bod A vné této kruznice.
Teény ke kruZnici k vedené bodem A se ji dotykaji v bodech T, U. Pak obraz A’
bodu A v inverzi podle kruznice k je stfed usecky TU.

Zakladni priklady

V nasledujicich cvi€enich byste neméli potiebovat zadnou hlubokou myslenku, jen
zékladni znalosti inverze a schopnost identifikovat vhodny stied.

Tvrzeni (Feuerbachova kruznice). Bud ABC trojihelnik se stiedy stran Ay,
By, Cy, patami vysek X, Y, Z a st¥edy spojnic vrcholll z kolmistém! D, E, F. Pak
body Ag, By, Co, D, E, F, X, Y a Z lezi na jedné kruznici. Této kruznici fikame
Feuerbachova.

My

kolmisté a devitisté? trojuhelniku ABC. Pak H, N, G a O lezi v tomto poradi na
pfimce a plati HN : NG : GO = 3 : 1 : 2. Této pfimce se fika Eulerova.

Cviceni 1. Bud ABC pravouhly trojihelnik s pravym thlem u B. Necht X a Y
jsou body na strandch AB a BC'. UkazZte, Ze paty kolmicz Bna AY, Y X, YCaCA
lezi na jedné kruznici.

Cviceni 2. Necht w1, wa, ws, wy jsou kruznice takové, Ze w; a w;41 se dotykaji s A;
(kde Wy = wl). Ukazte, ze A1AsA3A, je tétivovy étyfﬁhelnik.

Cvicéeni 3. Kruznice k, | maji vnéjsi dotyk v bodé T a obé maji vnitini dotyk s
kruznici m po radé v bodech U, V. Pfimka UT protne kruznici m podruhé v bodé X.
Ukazte, 2 TV L VX. (KMS)

Cviéeni 4. Bud ABCD étyiihelnik s kolmymi thloptrickami, které se protinaji v E.
Ukazte, Ze obrazy bodu FE podle stran ABC' D vSechny lezi na jedné kruznici.
(USAMO 1993/2)

Cviceni 5. Je dana pulkruZnice t nad primérem AB. P¥imka p kolmé na AB protina
useCku AB v bodé C a piulkruznici ¢ v bodé D. Kruznice k se dotyké tsecky AC
v bodé F, pulkruznice t v bodé T" a navic pfimky p. Dokazte, ze DFE puli tthel ADC.

(Izrael 1995)

1 Kolmisté je neoficidlni nazev pro ortocentrum.
2 Devitisté je neoficialni nazev pro stied Feuerbachovy kruznice.
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Cviceni 6. Necht KL a KN jsou teény z bodu K ke kruznici k. Na polopfimce
opatné k NK lezi bod M. Bud P druhy prisecik k s (KLM). Patu kolmice z N
na ML oznac¢me jako Q). Ukazte, ze /ZMPQ = /KML.

Cviceni 7. Je dan trojihelnik A; A A3 a sedm kruznic wy, ws, . .., wr, které spliuji
nasledujici dvé podminky:

1) kruznice w; prochézi body A; a As, kruznice wy body Ay a As, kruznice ws
body Az a A; a tak dale, az kruznice w; prochézi body A; a As,
2) kruznice w; a w;4+1 maji vnéjsi dotyk pro vSechna i = 1,2,...,6.

Dokazte, ze kruznice wy a wr splyvaji. (MKS 24-2-7)

Cviéeni 8. Bud ABC trojuhelnik takovy, ze K je stfed strany AB a L stied
strany AC. Necht P je druhy prusecik kruznic (ABL) a (AKC). Bud @ druhy
prusecik usecky AP s (K AL). Dokazte, ze AQ = 2PQ). (Baltic Way 2006)

Cviceni 9. Jsou dény pevné kruznice k a [ protinajici se v bodech A, B. Uvazme
néjaké dveé kruznice m, n, které maji obé vnéjsi dotyk s k, vnitini dotyk s [ a navic
se samy dotykaji v bodé X. Ukazte, ze bod X lezi na pevné kruznici nezavislé na
volbé m a n.

Cviceni 10. KruZnice vepsana trojuhelniku ABC se dotyké jeho stran BC, C'A,
AB postupné v bodech D, FE, F. Bod X lezi uvniti trojihelnika ABC tak, ze
kruZnice vepsana trojuhelniku BC'X se dotyka jeho stran BC, C X, X B postupné
v bodech D, Y, Z. Ukazte, ze body E, F', Y, Z lezi na jedné kruznici.

(IMO SL 1995)

Cviceni 11. Uvazujme pilkruznici w nad primérem AB se stifedem O. Pfimka £
protind pfimku AB v bodé M a pilkruZnici w v bodech C' a D tak, ze MA > MB
a MD > MC. Kruznice (AOD) a (BOC) se protinaji v bodé K. Ukazte, ze K lezi
na kruznici nad primeérem MO. (Rusko 1995, Tran 1996)

Cviceni 12. Kruznice k, [ se protinaji v bodech A, D. Jejich spole¢né te¢na blizsi
bodu A se dotykd k v E a l v F. Rovnobézka s touto te¢nou prochézejici bodem D
protne kruznice k, [ podruhé v bodech C, B. Kruznice opsané trojihelnikim CDF
a BDFE se podruhé protinaji v bodé P. Ukazte, ze body D, A a P lezi v pfimce.
(Brkos 2011)
Prepocitavaci lemma
Inverze neni shodné ani podobné zobrazeni. Pfesto dokézeme vyjadiit vzdalenost
obrazi dvou boda nasledujicim zptisobem.

Lemma (Prepocitavaci lemma). Je dédna kruznice k se stfedem I a polomérem r.

Uvazujme libovolnou dvojici bodd X, Y. Ozna¢me X', Y/ obrazy bodt X, Y v inverzi
2

podle kruznice k. Pak |X/Y/‘ = ‘XY| . ‘IAXTW

Cviceni 13 (Ptolemaiova nerovnost). Bud ABCD ¢tyitahelnik. Pak
AB-CD+ BC-DA> AC - BD,
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pricemz rovnost nastava pravé pro tétivové ctyithelniky.

Cviéeni 14. Bud k kruznice se stfedem S lezici uvnit¥ trojuhelnika ABC. Necht
B; a Bs jsou dotyky tecen z B ke k. Oznac¢me priseéik BBy s BS jako B’. Analo-
gicky sestrojime body A’ a C’. Ukazte, ze pokud

1 1 1

ﬂ:@:@:BC:CA:AB’

pak trojihelnik A’B’C’ je rovnostranny.
Cviéeni 15. Nechf P je bod uvnitf trojihelniku ABC takovy, ze

LAPB — ZACB = LAPC — ZABC.

Necht D a F jsou vepsisté trojuhelniki APB a APC. Ukazte, ze pfimky AP,
BD a CFE se protinaji v jednom bodé. (IMO 1996/2)

Cviceni 16. Bud P bod a I'y, I's, I's a I'y kruznice obsahujici P takové, ze I'y
se zvenku dotyka I's a I's se zvenku dotyka I'y. Oznac¢me druhy prusecik I'; s I'; 41
jako A;. Ukazte, ze

A1 Ay - AyA3 PAZ

A3A, - AjA,  PAY

(IMO SL 2003/G4)

Cviéeni 17. Necht A, B, C, D jsou 4 body takové, ze C a D lezi na stejné strané
od AB aplati AC-BD = AD - BC a ZADB = 90° + ZACB. Urcete pomér

AB-CD
AC-BD

a ukazte, Ze te¢ny ke kruznicim (ACD) a (BCD) z bodu C jsou na sebe kolmé.
(IMO 1993/2)

Personalizujeme si inverzi

Prestoze pfi invertovani je obvykle dilezity pouze stied inverze, obc¢as se hodi mit
i spravny polomeér.

Definice. Rekneme, 7e dvé kruznice w; a wo jsou kolmé, kdy# se protinaji a tecny
k w1 a we v jejich priniku jsou na sebe kolmé.

Tvrzeni. Uvazme inverzi uréenou kruznici k& se stiedem I. Pak kruZnice w rizna
od k se v této inverzi zobrazi sama na sebe pravé tehdy, kdyz jsou w a k kolmé.

Tvrzeni. Pro kruznici k a bod T vné ni existuje inverze se stfedem 7', v niz se k zo-
brazi sama na sebe.

Tvrzeni. Jsou-li wy, wy, wy t¥ kruznice lezici vné sebe, jejichz stfedy nelezi na
pfimce, pak existuje inverze, ktera kazdou z nich zobrazuje na sebe samotnou.
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Cviceni 18. Nechf w; a wy jsou dvé kolmé kruznice. Oznacme st¥ed w; jako O.
Necht AB je primér w; takovy, Zze B lezi uvniti ws. Sestrojime dvé kruZnice pro-
chazejici A a O, které se dotykaji we v bodech F a G. Ukazte, ze FBGO je tétivovy
Gtyttuhelnik. (ELMO SL 2013)

Cviceni 19. Bud Q kruZnice s tétivou AB a w kruznice dotykajici se AB v bodé K
a Q v bodé T. Oznac¢me si jako M stfed oblouku AB, ktery neobsahuje T'. UkaZte,
ze M lezi na piimce TK a 7e mocnost M k w je M B2.

Cviéeni 20. Je dan trojuhelnik ABC. Ozna¢me polovinu jeho obvodu s. Na piim-
ce AC nalezneme body X, Y tak, ze BX = s = BY. Dokazte, Ze kruznice opsand
trojihelniku X BY se dotyké kruZnice pfipsané trojihelniku ABC' vzhledem k vr-
cholu B.

Cviceni 21. Bud ABCD dvojstfedovy étyftuhelnik.! Ukazte, ze ¢tyfahelnik vytvo-
feny z bodu dotyku kruznice vepsané ma kolmé tuhlopficky.

Cviceni 22. KruZnice wi, ws, w3 lezi vné sebe. Kruznice w se jich dotyké zvenku v
bodech Ay, As, A3 a kruznice Q se jich dotyké zevnitt v bodech By, Bs, Bs. Ukazte,
7e primky A; By, AsBs a Az Bs se protinaji v jednom bodé.

Cviceni 23 (Shoemaker’s Knife). Necht A, B, C jsou tii body lezici v tomto
poradi na primce. Zkonstruujme pulkruznice I" s, I'ap, wo postupné nad pruméry
AC, AB a BC (vSechny na stejné strané od AC). Pro kazdé pfirozené k bud wy,
kruznice dotykajici se T'ac, 'ap a wi_1.

Ukazte, ze pro kazdé n je vzdalenost stfedu w, od AC rovna n-nasobku pri-
meéru wy,.

Cviceni 24. Kruznice w, a wp, maji vnéjsi dotyk v bodé T'. Jejich vnéjsi spole¢na
te¢na £ se dotykd w, a wp v A a B. Bud w kruznice se stfedem v bodé O a polomé-
rem 7, kterd se dotyka w, i wp zvenku a pro kterou je ¢ teéna. Ukazte, ze OT > 3r.

Cviceni 25 (Feuerbachova véta). Ukazte, ze Feuerbachova kruznice trojihelnika
ABC se dotyka jeho kruznice vepsané i vsech jeho kruznic pfipsanych.

Cviceni 26 (Steinerovo porisma). Uvnitf kruznice k je dana kruznice ¢. Pfedpo-
kladejme, ze existuje n-prvkovy fetéz kruznic mq, ..., m, takovy, ze kazda kruznice
v Tetézu ma vnéjsi dotyk se svymi dvéma sousednimi kruZnicemi a s ¢ a vnitini
dotyk s k. Potom kazdé kruZnice majici vnéjsi dotyk s £ a vnitini dotyk s k je ¢asti
néjakého n-prvkového fetézu.

Pieklapime
Specialni piipad toho, kdy se hodi zvolit si partikularni polomér je skladani inverze
s preklapénim podle osy thlu.

Tvrzeni. Necht M a N jsou body na useckdch AB a BC takové, ze MN || AC.
Pak inverze s stfedem v B a polomérem v BA - BN slozena s pieklopenim podle osy
thlu ABC zobrazuje body A, C, M a N postupné na N, M, C a A.

1 To je ¢tyiuhelnik, ktery je zaroveti tecnovy a tétivovy.
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Dusledek. Inverze s stfedem v B a polomérem v BA - BC slozena s pieklopenim
podle osy thlu ABC' na sebe zobrazuje body A a C.

Cviéeni 27. Bud ABC trojthelnik s kruznici opsanou 2. Kruznice w se dotyka

stran AB a BC a ma vnitini dotyk s 2 v bodé P. Pfimka / je rovnobézna s AC,

protina vnitfek AABC a dotyka se w v bodé Q. Ukazte, ze ZABP = ZQBC.
(EGMO 2013/5)

Cviceni 28. Necht M, N jsou body na strandch AB a AC trojihelniku ABC
takové, ze M N || BC. Pfimky BN a CM se protinaji v bodé P. Kruznice (M PB)
a (NPC) se podruhé protinaji v bodé Q. Ukazte, ze ZBAQ = LCAP.

(Balkan 2009)

Cviceni 29. Bud M stied strany AC v trojihelniku ABC'. Teény ke kruznici (ABC')
v A a C se protinaji v T. Ukazte, ze ZABM = /CBT.

Cvicéeni 30. Ozna¢me O opsisté trojuhelnika ABC'. Jeho Feuerbachova kruZnice
protina kruznici opsanou AOC' v dvou bodech K a L. Dokazte, 7e /ZABK = Z/CBL.
(iKS 3-4, Srbsko 2015/3)

Cvicéeni 31. Na strané BC trojuhelniku ABC lezi body K a L tak, ze /ZBAK =
LCAL < %LBAC. Kruznice w; se dotyka pfimek AB a AL, kruznice ws se dotyka
piimek AC' a AK. Predpoklddejme, Ze se w1 a ws protinaji v P a Q. Dokazte, ze
/PAC = ZQAB. (Kazachstan 2012)

Cviceni 32 (Kosnitha Theorem). Bud O opsisté AABC. Oznaéime si O, Oy
a O, opsisté trojuhelniki BOC, COA a AOB. Pak se piimky AO,, BO, a CO,
protinaji v jednom bodé.

Cviceni 33. Je dan trojuhelnik ABC. Na pfimce AB lezi body D a E v potadi
D, A, B, E tak, ze DA = AC a BE = BC. Osy thla v A a B protinaji protilehlé
strany postupné v P a @ a kruznici opsanou ABC postupné v M a N. Ozna¢me
jako O; a Oy postupné opsisté trojuhelniki CBE a DAC. Prusecik AO; a BOs
nazvéme X. Ukazte, ze CX | PQ. (Srbsko 2008, Slovensko T'ST 2008)

Cviceni 34. Rovnobézka /¢ se stranou BC ostrouhlého trojuhelnika A BC vepsaného
do kruZnice w protne jeho strany AB, AC postupné v bodech D, E a kratsi oblouky
AB, AC kruznice w v bodech K, L (v pofadi K, D, E, L). KruZnice k; se dotyka
usefek BD a DK a kruZnice w, kruznice ky se dotyka tise¢ek CE, EL a kruznice w.
Urcete mnozinu v8ech prusecika vnitfnich te¢en kruznic k1 a ko pro pohyblivé /.
(RMM 2011/3)

Stereometrie

Tvrzeni. Inverze v prostoru funguje tak, jak bysme cekali.

Cvicéeni 35. V prostoru se vznasi kruznice £ a bod A mimo rovinu danou kruz-
nici k. Oznacme B kolmou projekci bodu A do dané roviny. Uvazme libovolny bod C
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kruznice k a kolmou projekci D bodu B na piimku AC'. Ukazte, Ze existuje kruzni-
ce | takové, Ze nezavisle na volbé bodu C bude bod D lezet na . (MKS 36-6-6)

Cviéeni 36. Je dan trojihelnik ABC a dale mimo rovinu danou timto trojuhelnikem
bod S takovy, ze SA = SB = SC. Na tseckach SA, SB, SC nalezneme postupné
body X, Y, Z tak, aby rovina XY Z byla rovnobézné s rovinou ABC'. Bud O stied
stéry opsané ¢tytsténu SABZ. Dokazte, ze piimka SO je kolm4 na rovinu XY C.
(iKS 2-2)

Cviceni 37. Sféra se stfedem v roviné ABC prochazi A, B a C. Bod S lezi mimo
tuto rovinu tak, aby tato sféra protinala tsecky AS, BS a CS v bodech X, Y a Z
raznych od bodu A, B, C' a S. Roviny dotykajici se této sféry v bodech X, Y a Z
se protinaji v bodé O. Ukazte, ze O je opsisté Ctyrsténu SXY Z.

Cviceni 38. Sestistén ma osm vrchold a kazda jeho sténa je étyithelnik. Ukazte,
ze pokud sedm z téchto vrcholi lezi na jedné sféfe, pak na ni lezi i ten osmy.

Dalsi piiklady
Abysme toho neméli mélo, tak hurd do dalsich pfikladu!

Cviéeni 39. Bud / pfimka, na které lezi body A, B a C, ale ne P. Ukazte, ze P
lezi na kruznici opsané trojthelniku z opsist ABPA, ANAPC a ACPB.

Cviéeni 40. Bud O opsisté trojihelnika ABC. Body F, F lezi na tseckdch OB, OC
tak, ze plati BE = OF. Necht M a N jsou stfedy obloukit FOA a AOF. Dokazte,
ze ZENO + ZOMF =2/BAC. (iKS 6-5)

Cviceni 41. Bud ADBEF ¢tyithelnik, ve kterém AD | DB a BE 1 EA. Jeho
prisecik diagonal si oznacdme jako C a stfed AB si ozna¢me jako O. Necht v je
kruznice opsand ABOD a necht F je bod na v takovy, ze OF tvofl primér 7.
Nakonec si oznaéme druhy prisec¢ik poloptimky F'C' s 7 jako G. Dokazte, ze A, O,
G a FE lezi na jedné kruznici. (Cina Zapad 2006/6)

Cviceni 42. Lichobéznik ABCD s AB || CD je vepsany v kruznici w. Bod G lezi
uvnitt ABCD. Poloptimky AG a BG podruhé protnou w v P a @. Rovnobézka
k AB prochéazejici skrze G protind BD a BC v bodech R a S. Dokazte, ze PQRS
je t&tivovy prave tehdy, kdyZ G lezi na ose tthlu CBD. (USAMO 2009/5)

Cviéeni 43. Bud ABC trojuhelnik s vepsistém I a opsistém O. Necht D, E a F

Ukazte, ze O, I a G lezi na jedné pirimce.
Cviéeni 44. Bud ABC trojuhelnik s vepsistém I a kruznici vepsanou dotykajici se
stran BC', CA a AB v bodech D, F a F. Oznacme jako ) takovy bod, ze BA 1 AQ

a BC 1 CQ. Pruse¢ik QI s DF nazvéme P. Ukaite, ze EP 1 DF.
(NIMO 2014)

Cviceni 45. V riznostranném ostrothlém trojihelniku ABC' s kolmi§tém H oznac-
me jako o/, 3’ a v’ hodnoty 180° — Z/BAC, 180° — ZCBA a 180° — ZACB. Body
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H,, Hy, H. uvniti AABC spliuji

/BH,C =o', /CH,A=~', /AH,B =4,
LCHA =p, JAH,B =do, /BH,C =+,
/AH.B =+, /BH.C =p, /CH.A=d.

Ukazte, ze body H, H,, Hy a H, lezi na jedné kruznici.
(Mathematical Reflections, Kenny)

Cviéeni 46. Necht A;AsAs je rtznostranny trojuhelnik s vepsistém 1. Bud C;
ta mensi z kruznic prochazejicich I, které se dotykaji A;A;411 a A;A;12. Oznacme
jako B; druhy prusecik C;11 a C;1o. Ukazte, ze opsisté trojuhelnikt A; B11, A3 Bal
a A3BsI lezi vSechna na jedné piimce. (IMO SL 1997)

Cviéeni 47. Necht ABC je ostrouhly trojthelnik ve kterém AB > AC. Oznacme
jeho kruznici opsanou, jeho kolmisté, patu vysky z A a stfed strany BC' postupné
jako T, H, F a M. Necht Q a K jsou takové body naT', Ze HQ 1L QAa HK | KQ.
Predpoklddejme, ze A, B, C, K a @ jsou vSechny ruzné body a lezi na I' v tomto
poradi. Ukazte, ze (KQH) a (KFM) se dotykaji. (IMO 2015/3)

Cviceni 48. KruZnice w vepsand ostrothlému trojuhelniku ABC se dotyka strany
BC v K. Necht D je pata vysky z A a M je stfted AD. Pokud N je druhy spoleény
bod w a KM, ukazte, Ze se w dotykd (BNC). (IMO SL 2002 G7)

Cviceni 49. Trojuhelniky ABC a XY Z sdili vepsanou kruznici a navic body B, C,
Y, Z lezi v pfimce. Uvazme kruznici, ktera se dotyka tiseek AB, AC a navic kruznice
opsané trojuhelniku ABC, a jeji bod dotyku s kruznici opsanou trojiuhelniku ABC
oznac¢me T'. Ukazte, Ze pokud X lezi na kruznici opsané trojahelniku ABC, tak T
lezi na kruznici opsané trojuhelniku XY Z. (¢1KS 3-1, Taiwan TST 2014)

Cviéeni 50. Bud ABC ostrouhly trojuhelnik s kruznici opsanou w a bud ¢ teéna
k w. P¥imky £, £y, £. vzniknou z ¢ pfeklopenim podle pfimek BC, C'A a AB. Ukazte,
ze kruznice opsand trojuhelniku uréenému piimkami ¢,, ¢, £. se dotyka w.

(IMO 2011/6)

Cviéeni 51. Bud ABC trojuhelnik a P bod. Pfimka prochéazejici P protina po-
druhé kruznice (APB), (BPC), (CPA) v bodech P,, P,, P.. Necht ¢,, {; a £, jsou
teény k (APB), (BPC), (CPA) v bodech P,, P,, P.. Ukaite, Ze kruznice opsana
trojihelniku uréenému piimkami £,, ¢y, £. se dotykd (ABC).
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Hinty

Hint 1. Zinvertujte podle B a pouzijte bud Thaletovky v ptivodnim obrazku, nebo prosté
prehazovani thli.

Hint 2. Zinvertujte podle libovolného z A; a dvé kruZnice, které se zméni na primky, si
nakreslete svisle.

Hint 3. Zinvertujte podle T'. Pak je to jen pfehozeni tihlu a symetrie.

Hint 4. Dokreslete si kruznice se stfedem ve vrcholech ¢étyruhelnika, které prochézeji
skrz F.

Hint 5. Invertujte podle E a najdéte rovnoramenny trojuhelnik.

Hint 6. Zinvertujte podle M. Dokreslete si stfed obrazu k a s pomoci stejnolehlosti do-
thlete.

Hint 7. Zinvertujte podle A; a najdéte stfedovou soumeérnost.

Hint 8. Upravte si dokazovanou rovnost do invertovatelnéjsiho stavu. Pak zinvertujte
podle A.

Hint 9. Zinvertujte podle A a pouZijte symetrii.

Hint 10. Zinvertujte podle D. V novém obrazku pouzijte osy usecek.

Hint 11. Zinvertujte podle w a najdéte Feuerbachovu kruznici.

Hint 12. Zinvertujte podle D. Pokud znate Gergonnuv bod, jste hotovi. Jinak pouzijte
Cevovu vétu.

Hint 13. Zinvertujte podle libovolného z vrcholt. Pouzijte pfepocitavaci lemma (a troja-
helnikovou nerovnost).

Hint 14. Body A’, B/, C’ jsou obrazy A, B, C v inverzi podle k. Pouzijte prepoéitévaci
lemma.

Hint 15. Nejprve pomoci véty o ose thlu prevedte tlohu na diikaz metrické rovnosti. Pak
zinvertujte podle P a dopocitejte.

Hint 16. Zinvertujte podle P a pouzijte prepocitavaci lemma.

Hint 17. Zinvertujte podle D a pomoci pfepocitavaciho lemmatu a thleni popiste, jak
vypada trojuhelnik ABC.

Hint 18. Zinvertujte podle wi. Dokreslete si stfed EF'.

Hint 19. Zinvertujte podle kruznice se stfedem M s polomérem M B. Body A a B se
zachovaji, body K a T se prohodi.

Hint 20. Jak daleko jsou body dotyku kruZnice pfipsané s BA a BC od B?

Hint 21. Zinvertujte podle kruznice vepsané. Najdéte tétivovy rovnobéznik.

Hint 22. Zinvertujte podle kruznice, ktera zachovava w1, w2 i ws.

Hint 23. Zinvertujte podle kruznice se stfedem v A, kterd zachovava wp,.

Hint 24. Zinvertujte podle kruznice, kterd ma stted v T" a zachovava w.

Hint 25. Udé€lejte inverzi se stfedem ve stfedu strany, kterd zachovava kruznici vepsanou
a jednu z kruznic pripsanych. Dopocitejte, ze Feuerbachova kruznice se zméni na jejich
druhou spole¢nou tecnu.

Hint 26. Invertujte tak, aby se kruznice k a ¢ staly soustfednymi.

Hint 27. Udélejte inverzi se stfedem B a polomérem vAB - BX slozenou s pieklopenim
podle osy thlu ABC, kde X je prusecik £ s BC.
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Hint 28. Uvédomte si, ze @ lezi na kruznicich (ANB) a (AMC). Pak udélejte vhodnou
inverzi se stfedem v A, preklopte podle osy a rozmyslete si, Zze mate hotovo.

Hint 29. Udélejte inverzi se stfedem B a polomérem v AB - BC sloZenou s preklopenim
podle osy thlu ABC'. Vyuzijte mocnost.

AB-BC
2

Hint 30. Uvazujte inverzi se stfedem B a polomérem slozenou s preklopenim

podle osy thlu ABC.

Hint 31. Udélejte inverzi se stfedem v A a takovym polomérem, aby se po sloZeni této
inverze s preklopenim pres osu ZBAC kruznice wi a wa prohodily.

Hint 32. Udélejte inverzi se stiedem B a polomérem Q/AABéi slozenou s prevracenim
podle osy thlu ABC.

Hint 33. Dokreslete si opsisté trojuhelniku PCQ. Uvazte inverzi se stfedem v B a polo-
mérem vV AB - BC slozenou s preklopenim podle osy thlu ABC a analogickou inverzi z A.
Pouzijte isogonal conjugates.

Hint 34. UvaZuje inverzi se stiedem A a polomérem AB - AE slozené s preklopenim
podle osy thlu BAC. Potom uvazujte obraz ki podle osy thlu BAC a dokoncete tlohu
sklddanim stejnolehlosti.

Hint 35. VSimnéte si, Ze inverze stfedem v A a polomérem AB prohazuje D a C.

Hint 36. Udélejte inverzi se stftedem S, kterd prohazuje A a X.

Hint 37. Udé¢lejte inverzi se stfedem S, kterd prohazuje A a X.

Hint 38. Zinvertujte podle jednoho ze sedmi vrcholi. Podivejte se na to ze spravné roviny.
Znalost Miquelovy véty vam zjednodusi praci.

Hint 39. Zinvertujte podle P a vyuZijte Simsonovu pfimku.

Hint 40. Zbavte se B a C, zinvertujte podle O a z vhodnych metricky vztahu ukazte
rovnobéznost.

Hint 41. Zinvertujte pfes O a najdéte Feuerbachovu kruznici.

Hint 42. Zinvertujte podle B. Vsimnéte si, ze PQRS je lichobéznik, tedy je tétivovy prave
tehdy, kdyZ je rovnoramenny.

Hint 43. Zinvertujte podle kruznice vepsané to, co se da rozumné zinvertovat. Nesahejte
na to, co se invertuje blbé. Pak najdéte Eulerovu pfimku.

Hint 44. Céste¢né zinvertujte podle kruznice vepsané, najdéte rovnoramenny lichob&znik
a trochu thlete.

Hint 45. Ukazte, ze H; je priseéik (AHC) kruznice nad primérem BH. Analogicky pro
ostatni. Zinvertujte podle H. Vyslednou kolinedrnost bud ukaZte Menealovkou, nebo si
uvédomte, Ze se jedna o chordéalu dvou kruznic.

Hint 46. Zinvertujte podle I. Naleznéte néjaké stejnolehlé trojuhelniky a z nich odvodte,
ze se néjaké tii primky protinaji v jednom bodé. Dotihlete.

Hint 47. Zinvertujte podle H a najdéte par obdélnikta. Hodi se vSimnout si, ze Q, M a H
lezi na primce.

Hint 48. Vyjadfete tan Z/BK M jen pomoci uhla v ABC. Potom si zadefinujte L jako bod
na w takovy, ze w se dotyka (BLC). Abyste ukazali, ze N = L, udélejte inverzi podle K a
pak zatnéte zuby a spocitejte tan LZBK L.
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Hint 49. Zinvertujte podle kruznice vepsané. Najdéte hafo kruznic se stejnym polomérem,
dokreslete stiedy nékterych z nich, najdéte par kosoc¢tvercti. Najdéte stied hledané kruznice
a ukazte, ze je to fakt stred.

Hint 50.

(i) Zinvertujte podle kolmisté ABC. Fakt.

(ii) Podivejte se na néasledujici cviceni a uvédomte si, Ze specidlni pfipad, kdy P je kolmisté
ABC nam dava feseni.

Hint 51.

(i) Zinvertujte podle P.

(ii) KruZnice opsané trojihelnikéim vytvoienych ze tii z piimek A'B’, B'C’, C' A’ a £ (kde
¢arky znadi obrazy po inverzi) se protinaji v M.

(iii) Dothlete, Ze M lezi na spojnici opsist vhodnych trojuhelnikt a tudiz je bodem botyku
kruznic opsanych jinym trojahelnikim (tém, kterym chceme).
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Funkcionalky nad prirodzenymi cislami
Martin ,Vodka“ Vodicka

Abstrakt. Prispevok obsahuje vela funkciondlnych rovnic nad celymi ¢islami,
ktoré sa za posledné roky vyskytli v olympiddach. Okrem toho obsahuje zopar
zékladnych tipov, ¢o sa s funkciondlkami da robit.

Co vsetko sa da s funkcionalkami nad N resp. Z robit? No st to funkcionalky,
takZe najprv nezabudnite vzdy dosadit nuly, resp. jednotky, moze to nieco hodit. Tak
isto ako pri normalnych funkionalkach sa oplati zistovat nejaké vlastnosti funkcie ako
prostost, surjektivnost, rasticost. ..

Okrem toho ale treba éasto vyuzit, Ze st tam len prirodzené ¢isla. Casto sa
proste dé len indukciou dospief k predpisu. Ak nie, modze sa oplatit skiimat nejaké
delitelnosti, dosadzovat prvocisla, atd.

Mozeme si dat zopéar Tahkych prikladov na uvod, aby sme si ukdzali nejaké
zékladné metody:

Lahky priklad. Néjdite vSetky funkcie f : N — N také, ze

f(m) + f(n) = f(m+n).

Lahky priklad. Najdite vietky funkcie f : N — N, ktoré maju pre kazdé prirodzené
¢islo m nasledujicu vlastnost: ak ozna¢ime dy, ds, . . . , d,, vSetky delitele ¢isla m, plati

f(dy) - f(dg)--- f(dn) =m.

(Doméce kolo MO A, 2016/2017)
Lahky priklad. N&jdite vietky (-/bijektivne/rastiice) funkcie f : N — N také, ze

f(m)f(n) = f(mn).

Lahky priklad. Néjdite vSetky ohranicené funkcie f : N — N také, ze
=yl fx) = fy)

Lahky priklad. Néjdite vSetky prosté funkcie f : N — N také, Ze

|f(z) = fW)] < |z —yl
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Lahky priklad. Najdite vSetky funkcie f : Ng — Np také, ze
f(f(n)) =n+ 1987.
(IMO 1987)

Ak ste ¢akali, Ze tu bude nejaka vicsia tedria alebo nebodaj nejaké vety, tak ste
na omyle, pretoze Ziadne vety na fukciondlky nepoznam :(.

Je to tym, ze kazdy priklad je predsa len kasok iny, a preto je najlepSie mat
nieco zratané, aby ste vedeli aké vSetky finty sa daji pouzivat. Pred tym, nez sa
dame do ratania, sa musim priznat, Ze som lenivy:

Poznamka. Ak je v tlohe napisany nejaky vzfah, v ktorom vystupuju nejaké pre-
menné, a nie je uvedené inak, tak uvedeny vztah plati pre vSetky mozné hodnoty
premennych z definiéného oboru hladanej funkcie.

Indukcia

Priklad 1. Néjdite vSetky funkcie f : N — N také, ze f(m+n)—1| f(m) + f(n)

an?— f(n) je stvorec. (Romanian District Olympiad 2014)

Priklad 2. N4&jdite vSetky funkcie f : N — N také, ze
(n—1)* < f(n)f(f(n)) < n® +n.
(Kanada 2015)
Priklad 3. Najdite vSetky funkcie f : N — N také, ze
fn) + f(f(n) + f(f(f(n))) = 3n.
Priklad 4. Néjdite vSetky funkcie f : Z — Z také, Ze pre vSetky celé ¢isla a, b, c
splhajtace a + b+ ¢ = 0 plati
F@)? + £(5)* + f(e)* = 2f(a) f(b) + 2f(b) f(c) +2f(c) f(a).
(IMO 2012)
Priklad 5. N&jdite vSetky funkcie f : N — N také, ze f(f(n))+ f(n+1) =n+2.
Priklad 6. Néjdite vetky funkcie f : N — N také, ze f(n) je Stvorec a
F(m+n) = f(m) + f(n) + 2mn.

Priklad 7. Najdite vetky funkcie f : N — N také, ze f(f(n)) < f(n+1).

Priklad 8. Nijdite vSetky funkcie f : N — N také, ze f(n!) = f(n)! pre vSetky
prirodzené n a tiez m —n | f(m) — f(n) pre vSetky rézne prirodzené m, n.

(USAMO 2012)

Priklad 9. N&jdite vSetky surjektivne funkcie f : N — N také, Ze pre vSetky
prirodzené ¢isla a, b plati prave jedna z rovnosti

fla) = f(b),
f(a+0b) =min{f(a), f(b)}.
(MEMO 2015)
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Prvodisla
Priklad 10. Uvazujme vSetky funkcie f : N — N také, ze f(nf(m)) = mf(n).
Uréte najmensiu moznd hodnotu f(2007).

Priklad 11. Uvazujme vSetky funkcie f : N — N také, ze f(n2f(m)) = mf?(n).
Uréte najmensiu moznd hodnotu f(1998). (IMO 1998)

Priklad 12. Nech n je neparne prirodzené ¢islo. Najdite vSetky funkcie f : Z — Z
také, aby pre vSetky celé ¢isla z a y platilo f(z) — f(y) | 2™ —y™. (vyberko 2012)

Priklad 13. Urc¢te vSetky funkcie f : N — N také, ze
(g(m) +n)(m + g(n)).
je stvorcom celého ¢&isla pre vietky m,n € N. (IMO 2010)

Rozne

Priklad 14. Najdite vSetky funkcie f : N — N také, Ze
f(mf(n)) =n+ f(2015m).
(Moldavsko TST 2015)

Priklad 15. Dané je prirodzené ¢islo k. Najdite vSetky funkcie f : Ny — Ny také,
ze f(f(n)) + f(n) =2n + 3k.

Priklad 16. Najdite vSetky funkcie f : N — N také, ze
m? + f(n) | mf(m) + n.
(IMO Shortlist 2013)
Priklad 17. Najdite vSetky funkcie f : N — N také, ze
f(mn) = [m,n] - (f(m), f(n)).
(Kdrea 2013)

Priklad 18. Nech n je dané prirodzené ¢islo. Najdite vSetky funkcie f : Z — Z
také, ze
fle+y+f) = fx) +ny.
(Cinske vyberko 2012)

Priklad 19. N3ijdite vSetky funkcie f : N — N také, ze
f(F(m) + f(n)) = m+n.

Priklad 20. Uréte vSetky také funkcie f : N — N také, Ze pre vSetky kladné celé ¢isla
a, b existuje nedegenerovany trojuholnik so stranami dizok a, f(b), (b + f(a) — 1).
(IMO 2009)

Priklad 21. Najdite vSetky funkcie f : Ng — Ny také, ze f(f(f(n))) = f(n+1)+1.
(shortlist 2013)
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Hinty

Hint 1. proste indukcia

Hint 2. proste indukcia

Hint 3. f je prosta... a indukcia

Hint 4. Vypocitajte f(0), urcte si f(1), indukciou doratajte hodnoty vsade.

Hint 5. Ak f(2) = 2 mate (rekurentne) kazda hodnotu. Na presny prepis si tipnite ,line-
arnu“ funkciu a indukciou ho dokazte. Ak f(2) =1, méte za chvilu spor.

Hint 6. Indukciou vyjadrite vSetko pomocou f(1). VSetky hodnoty ale musia byt Stvorce
- z toho uréte f(1).

Hint 7. Indukciou na n ukézte, ze f(m) > n, pre vetky m > n.

Hint 8. Uvedomte si, Zze ak plati pre nejaké n, ze f(n) > 2, tak potom spocitanim
f(n), f((nh)Y),... avyuzitim podmienky mame, Ze nutne n | f(n). Potom indukciou ukazte,
ze f(n) =n (pouzitim podmienky pre (n —1)! a n!).

Hint 9. Predpokladajte, ze f(a) < f(1) a dostarite spor. Potom odvodte f(2k + 1) = 1,
f(2k) > 1 a pokracujte analogicky indukciou dalej.

Hint 10. Dosadenim jednotiek zistite prostost, f(1) = 1 a surjektivnost. Potom dosadte
za m f(m) mate multiplikativnost.

Hint 11. Teraz sa neda f(1) urcit, a tak polozte f(1) = a. Skiiste upravit f(z)?f(y)?. Mali
by ste dostat, ze f(z)f(y) = af(zy). A z toho uz je Tahké zostrojit f.

Hint 12. BUNV f(0) = 0, f(1) = 1. Zistite, ¢o moze byt f(p). Potom uz len pre pevné y
dosadte dostato¢ne velké prvocislo p a je to.

Hint 13. Ukazte, ze p | f(a) — f(b) = p | a — b, pre prvocislo p.

Hint 14. Dosadfe m = 1, prostost, spravte pravi stranu rovna f(2015) 4+ f(4030) dvoma
sposobmi.

Hint 15. Tipnite si rieSenie. Ak je v nejakom n ind hodnota skimajte f(n), f(f(n)),... a
najdite spor.

Hint 16. Dokazte prostost. Z delitelnosti spravte nerovnost a uvedomte si, zef(m) — m
nadobtuda len kone¢ne vela hodnot. Dosadte m, n s rovnakou touto hodnotou.

Hint 17. Nech f(1) = ¢. Dosadenim (mc, 1) a potom (m, c¢) dospejte k tomu, ze ¢ | f(m).
Hint 18. Zoberte si dve rozne y1, y2 a aplikujte vztah zo zadania na = y2-krat s y1 a y1-krat
s y2. A teraz bud je f periodick4, alebo nie.

Hint 19. Prostost, polozte m +n = K a usudte, Ze aj lava strana musi byt konStantna.
Hint 20. Sporom dokézte, ze f(1) =1 (lebo by bola periodicka). Potom mate prostost, a
zase sporom ukazte, ze f(2) = 2 (dosadte a = 2 a niefo z toho odvodte). Potom uz je to
lahké.

Hint 21. Odvodtfe vztah f*(n +1) = f*(n) + 1. Z toho méte prostost a predpis pre
f*(n). Uvazujte obory hodnoét f, 2, f3,.... V kazdom kroku pridete o rovnako vela &isel, a
v&imnite si kolko ich stratite medzi f a f3. Odvodte z toho nejaky zaver pre f a vyskusajte
par moznosti.
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