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SCHUR A SOS

FILIP ,HIPHOP“ HANZELY

ABSTRAKT. Prispevok obsahuje poznatky o Schurovej nerovnosti a tprave
do tvaru SoS. Su to jedny z najsilnejSich zbrani na homogénne nerovnosti
v troch premennych.

Definicia. Symetrickou sumou Y x%"2¢ budeme oznacovat vyraz

sym
Zxaybzc — .1'abeC + $ayCZb + l,byazc + .TbyCZa + xcybza + xcyazb.

sym

Definicia. Cyklickou sumou .. x%’2¢ budeme oznacovat vyraz

cyc

Zmaybzc _ x“ybzc + CL‘bcha + xcyazb.

cyc
Definicia. Symetrickd sumu 79" 2¢ budeme tiez oznacovat [a, b, c].
Veta (Muirheadova nerovnost). Majme prirodzené éisla a, b, ¢, d, e, [ také,

Zea>b>c,d>e> f. Potom |a,b,c] > [d,e, f] prave vtedy, ked a + b+ c =
d+e+ f,a>d,a+b>d+e.

Veta (Schurova nerovnost). Prea,b > 0 plati [a+2b,0,0]+[a, b, b] > 2[a+b,b,0].

Veta (Zovseobecnena Schurova nerovnost). Majme redlne a, b, ¢, x, y, z, pri-
coma>b>cabudx >y >z, alebo z > y > x. Majme dalej prirodzené k a
funkciu f: R — Rar, ktord je konvexnd alebo monotonna. Potom

f@)(a=)*(a—)*+ fy)(b—a)* b - )" + f(x)(c - a)*(c—)* >0.

Definicia. Vyraz v premennych a, b, ¢ je v tvare SoS (Sum of Squares), ak
je zapisany ako S, (b — ¢)? + Sp(a — ¢)? + S.(b — a)?, kde S4, Sy, S. st nejaké
vyrazy v premennych a, b, c.

Veta. KaZdd homogénna symetrickd nerovnost sa dd zapisat v SoS tvare.

Veta (SoS). Majme vyraz S = f(a,b,c) = Sa(b—c)? + Sp(a — ¢)? + S.(a — b)2.
Ak plati aspori jedna z podmienok:
(—Z) Sav‘sb,sc 2 O;
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(2) a>b>c azdrovern Sy, Sy + Se, Sp + S, > 0,

(8) a>b>c a zdroveri Sy, Se, Sq + 25y, Se + 2S5, > 0,

(4) a>b>c a zdroven S.,S, >0, a®>Sy, + b2S, > 0,

(5) Sa+ Sp+Sc >0 a zdroveri SuSp + SpSe + SeSq > 0,
potom S > 0.

Tvrdenie. Uprava do SoS:
1
) bV, = 3 S =) ((Va— W)+ (Va — Vo)),

cyc cyc
1
o) (a—b)(a—)V, = 3 > b=’V + Ve —Va).
cyc cyc

Vo v8etkych tlohach bude platit a,b,c > 0.

ZATAT ZUBY A IDE SA DO TOHO.

Roznasobte si

Uloha 1.
Z b =+ C 2
b2 +bc+c? —
(Vasile Cirtoaje)
Uloha 2
a® n b3 n c? ab + be + ca
b2 —bc+c2 a?2—ac+c? a?—ab+b2 ~  a+b+c
Uloha 3.
1 n 1 n 1 S §
as(b+c)  ba+c) Ala+b) — 2
pricom abc = 1. (IMO 1995)

Robte, ako chcete

Uloha 4. Upravte do SoS tvaru:
° Z a’b > 6abc,

sym
. Zagb > 3abc,

cyc

° ZaS > 3abc,

cyc
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2
. a—b>a2+b2—|—62.
E . 2

cyc

Uloha 5.
a? a+b+c
b+c 2
cyc
Uloha 6.
ad+3+3 a
2abc b+c
cyc
Uloha 7.
Z bC < §
p b2+c2+3a2 — 5
(Vietnam)
Uloha 8. 11 b
ab + bc + ca
b -+ -+ - 4—— > 13
(a+b+c) <a+b+c) e 2
Uloha 9.
Z a+ b < g
po da+4b+c — 3
Uloha 10. b
a a
<
Zab+a2+b2 - ZQa—l—c
cyc cyc
(Mediterranean MO 09)
Uloha 11.
a? + b2+ 2 Sabc
ab+bc+ca  (a+b)(a+c)(b+c)
(Pham Kim Hung)
Uloha 12.
1 " 1 n 1 S 9
(a+0)?  (b4+c¢)2 (c+a)® — 4(ab+bc+ ca)
(Irdn 1996)
Uloha 13.
2a2 + be 9
b24c2 — 2

cyc

(Vasile Cirtoaje)
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Uloha 14.

Uloha 15.

Uloha 16.

Uloha 17.

Uloha 18.

pricom r > —1.

Uloha 19.

FILIP ,HIPHOP“ HANZELY

a? + 2bc < 3(a+b+c)
b+c — 2

cyc

(Vasile Cirtoaje, MS, 2005)

3(a® + 0% + & +abc) > 4(a*b+ b%c + cFa)
(Ukrajina, 2006)

a? 3(a® + b3 + ¢?)
>
b+c — 2(a®+b2+c?)

- >
bro2 = 4

cyc

Z 2a? + 5bc 21

(Vasile Cirtoaje, MS, 2005)

2a? + (2r + 1)be < 3(2r +3)
b2 4+rbe+c2 2r

(Vasile Cirtoaje, MS, 2005)

a® +b® 4+ + 3abe > Z bey/2(b2 + ¢2)

cyc

cyc

Uloha 20. Nijdite najvicsie také k, aby platilo:

a ab+bc+ ca 3
> —
(Zb+c> +ka2+62+02 = kg

HINTY K ULOHAM

Hint 1. D4 sa to zjednodusit rozsirenim zlomkov o b — ¢ a pod.

Hint 2. Prvj zlomok nalavo rozsirime o b + ¢ a podobne. Dalej roznasobime.

Hint 3. Najprv homogenizujeme. Shur s Muirheadom daja, ¢o chceme.

Hint 4. Prvé ide lahko, na druhi pouzite tvrdenie o tprave do SoS, v trojke
vyuzite a® — abc = (a® — a?b) + (a®b — abc) a posledntt najprv dokazte cez AG.

a

Hint 5. D4 sa to roznasobit alebo poparovat 2’ 4 3 70S0Sovaf.

b+c 2

Hint 6. Porovnajte obe strany s %
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Hint 7. Odratajte od kazdého zlomku % Vyuzite tvrdenie o iprave do SoS.
Hint 8. Od prvého vyrazu odratajte 9 a od druhého 4.

Hint 9. Odratajte od kazdého zlomku %. Vyuzite tvrdenie o tprave do SoS.
Hint 10. Porovnajte obe strany s 1.

Hint 11. Odhadnite vyrazy nalavo a zoSoSujte. Nakoniec vyuzite druhé krité-
rium zo SoS vety.

Hint 12. Substituujme z = a + b a podobne. Vyuzite Stvrté kritérium SoS. Da
sa to aj roznasobenim.

Hint 13. Rozdelte % medzi zlomky nalavo. Uprava do SoS je uz hracka. Po-
mocou vety o SoS to doklepnite.

Hint 14. Odratajte ‘n)(bT“) od zlomkov nalavo. Uprava do SoS je uz hracka.
Pomocou vety o SoS to doklepnite.

Hint 15. Upravte pomocou tvrdenia o tprave do SoS. Je to cyklické, a preto
to bude skaredé. Inak to ¢o vzdy.

Hint 16. Vyndsobte 2-kou a potom porovnajte obe strany so »_ a. Dokoncit
to je tutovka.

Hint 17. Odratajte % od zlomkov nalavo. Upravte to a vo vhodnej chvili zvolte
substiticiu = b+ ¢ a pod., tym sa to dost zjednodusi. Nésledne vyuZite druhi
dast vety SoS.

Hint 18. Vyratajte predchadzajicu tlohu.

Hint 19. Po aprave do SoS odhadnite odmocninu. Inak to ¢o vzdy.

Hint 20. Rozdelte a upravte. Vyjde k = \/5271-

LITERATURA

[1] Vasile Cirtoaje: Algebraic Inequalities — Old and New Methods, GIL, 2006.
[2] Pham Kim Hung: Squares Analysis Method.
[3] Rolinek, Salom: serial Nerovnosti, MKS 29. roénik, 2009/2010.



LINEARNI ALGEBRA V KOMBINATORICE

DAVID HRUSKA

ABSTRAKT. V prvni ¢asti prispévek zavadi nékteré zdkladni pojmy line-
arni algebry a vyslovuje o nich fundamentalni tvrzeni. Ukazuje se totiz, ze
je mozné je s prekvapivym uspéchem aplikovat na feSeni rozliénych tloh
stredoskolské matematiky, zejména kombinatoriky. Druha ¢ast prispévku
obsahuje tlohy vhodné k aplikaci technik predvedenych na prednasce a
hinty k nim. K dalsimu studiu doporucuji texty uvedené v seznamu lite-
ratury, zejména pak [1], kde lze nalézt vétSinu uvedenych tloh.

Zacfneme definicemi pojmu téleso a vektorovy prostor:

Definice. Mnozinu T spolu s binarnimi operacemi ,+“ a ,-“ a ,vyznacnymi
prvky“ 0 a 1 nazveme (komutativnim) télesem, pokud pro vSechna z,y,z € T
plati nasledujici vztahy:

(1) e+y=y+zeT,
2) o+ (y+2)=(x+y)+z
3) v+ 0=z,
)z y=y-xz€T,

)
)
)
)z (y-2)=(2-y) 2
)
)
)

S

rz-1=um,

Ne-(y+z)=x-y+z-z

8) existuje prvek —x € T takovy, ze x + —x = 0,

(9) je-li z # 0, pak existuje prvek 2! € T takovy, ze z - v~ = 1.

(
(
(
(
(
(
(

Pozndamka. Nékdy se pridava ,axiom netriviality“: (10) 0 # 1.

Béznymi télesy jsou napiiklad raciondlni, redlna ¢i komplexni éisla (se stan-
dardnimi operacemi); jinym pfikladem jsou télesa Z, pro p prvodéislo, kde se
s¢ita a nasobi modulo p. Z uvedenych axiomt snadno plynou vsechny aritme-
tické ,pravdy“, viz cviceni.

Cviceni 1. Rozmyslete si, ze Z,, s modularnimi operacemi je téleso, pravé kdyz
n je prvocislo.

Cvicéeni 2. Dokazte:

(1) Inverzni i opacny prvek v télese T jsou uréeny jednoznacné.
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(2) Pro kazdé x € T plati « -0 = 0.
(3) Pro kazdé xz € T plati - (—1) = —=z.

Definice. Necht T je téleso, V mnozina, o jeji prvek, ,+“: V xV — V a
5t T xV — V binarni operace takové, ze pro vSechna a,b € T, u,v,w € V
plati:

V+o=vV,

existuje —v € V takovy, ze v+ —v = o,

V+W=W-+V,

(u+v)+w=u+(v+w),

5) a-(b-u)=(a-b)-u,

6) 1-u=u,

N a-(u+v)=a-u+t+a-v,

8) (a+b)-u=a-u+b-u.

Pak ¢tvefici (V, +, -, 0) nazveme vektorovym prostorem nad T. Prvky V se na-
zyvaji vektory, prvky T se nazyvaji skaldry.

Cviceni 3. DokaZte analogie tvrzeni z minulého cviceni pro vektorovy prostor
nad T.

Pokud si vezmeme uspotaddané n-tice prvki z télesa T a jako operace pouzi-
jeme ty z T provadéné po slozkach, dostaneme tzv. aritmeticky vektorovy pro-
stor. Naptiklad z redlnych cisel tak dostaneme eukleidovské prostory R™. Jinymi
priklady jsou napt. prostor vsech posloupnosti prvkt T ¢i obecnéji prostor vSech
funkci z néjaké mnoziny M do T.

Cviceni 4. Ovéite, Ze polynomy stupné nejvyse n € N tvoii vektorovy prostor
nad R.

V nésledujicim bude vzdy V = (V, 4+, -, 0) vektorovy prostor nad télesem T.

Definice. Je-1i V vektorovy prostor, W C V a pro libovolndu,v € Waa,beT
plati au + bv € W, ¥ikdme, ze W (W s operacemi z V) je podprostorem V.

Dostavame se k pro néas klicovym pojmim linedrni (ne)zdvislost a genero-
vdani:
Definice. Necht X C V. MnoZinu
(Xy={arvi +asva+ - +arvg | a; €T,v; € X}

nazyvame linedrnim obalem X . Pokud plati (X) = V, fekneme, ze X generuje
V.

Pozndmka. Linearni obal X je mnozina vsech linedrnich kombinaci vektoru z X.
Snadno se nahlédne, Ze je to nejmensi podprostor V, ktery obsahuje X.
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Definice. Necht M = {vi,va,..., Vv | v; € V} je koneéna. Pokud plati, ze
kdykoliv ay,as,...,ar € T spliiuji a1vy + asve + -+ + ax vy = o, pak jiz a1 =
as = --- = ay = 0, fikdme, ze je M linedrné nezdvisld. V opacném piipadé je

linedrne zdvisld.
Cviceni 5. Mame skupinu aritmetickych vektora se slozkami 0 a 1. Dokazte,
ze je-li tato skupina linedrné nezavisla nad Z,, je linedrné nezavisld nad Q.

Cviceni 6. Dokazte, Ze skupina aritmetickych vektorid s racionalnimi slozkami
je linearné nezavisla nad Q pravé kdyz je linearné nezavisla nad R.

Definice. Mnozinu B C V, ktera je soucasné linedrné nezavisla a generuje V,
nazveme bdzi V.

Cviceni 7. Dokazte, Ze mnozina B C V je bazi V pravé tehdy, kdyz kazdy
vektor z V lze jednoznac¢né zapsat ve tvaru ai;vy + asvs + -+ + apvy, kde
Vi,Vo,..., Vg € Baaj,as...,ap €T.

Tvrzeni. KaZdy vektorovy prostor md néjakou bdzi. Vsechny bdze daného vek-
torového prostoru maji stejnou velikost — toto cislo nazyvdme dimenzi prostoru
a znac¢ime dim V.

Cviceni 8. Vzpomenme si na prostor polynomu stupné nejvyse n. Najdéte
néjakou jeho bazi. Jaka je jeho dimenze?

Cviceni 9 (téz81). Méame tabulku m x n realnych ¢isel (drsiidci maji redlnou
matici typu m x n). Kdy% se podivame na fadky jako na aritmetické vektory v;
nad R, mZeme oznac¢it D; = dim (|Jv;) dimenzi jimi generovaného prostoru.
Podobné definujeme Dy pro sloupce. Dokazte, ze Dy = Ds.

Tvrzeni (zdsadni). MnoZina vice nez n vektord v prostoru dimenze n je line-
darné zavislda. Pro kaZdou mnoZinu méné nez n vektoru existuje vektor mimo jeji
linedrni obal.

Definice. Skaldrni soucdin vektori v = (vi,...,v,),Ww = (w1,...,w,) € T"
definujeme jako
VW = V1w + VaWa + -+ -+ Uy Wy,

Pozorovani. Skaldrni soucin se chovd linedrné.
ULoHY
Linedrni (ne)zdvislost, generovani, bdze

Uloha 1. V obdélnikovém sile s r fadami po s sedadlech (r > s) na néktera
mista usedli lidé. Dokazte, ze mizeme vybrat £ > 1 rad tak, aby v kazdém
sloupci sedadel byl pocet lidi sedicich ve vybranych fadach sudy.
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Uloha 2. V tabulce 5 x 5 jsou zapséana cel ¢éisla. Je dovoleno vybrat libovolny
Ctverec 3 x 3 nebo 2 x 2 a zvétsit v ném vSechna ¢isla o 1. Je vzdy mozné
postupnym provadénim téchto operaci dostat tabulku, v niz jsou vSechna ¢isla
délitelna 20117

Uloha 3. Nechf a;,as,...,as, bi,ba, ..., bs jsou ne nutné riizna ¢isla z mnoziny
{1,...,10} takova, ze a; > b; pro i < 5. Dokazte, Ze potom existuji celd ¢isla
aq,...,as ne vsechna nulova takova, ze

a1 o as o2 as e a4 o as as_ 1

b1 by bs by bs -
Uloha 4. V fadé je N zarovek ocislovanych postupné 1 az N. Krokem rozu-
mime pfepnuti t¥i zarovek, jejichz ¢isla a, b, ¢ spliuji a + ¢ = 2b. Urcete vsechna

N, pro néz lze kone¢nou posloupnosti krokt vSechny zarovky zhasnout nezavisle
na jejich pocateénim stavu. (C5, 1. ro¢nik iKS)

Uloha 5. Necht A, As, ... A,_1 jsou po dvou riizné podmnoziny mnoziny M =
{1,...,n}. Dokazte, Ze pro néjaké 1 < k < n jsou mnoziny A; \ {k} také po
dvou rizné.

Uloha 6. Piirozen4 ¢isla k, n splituji k <na S = {1,...,n}. Necht Ay,..., Ax
jsou neprazdné podmnoziny S. Dokazte, ze je mozné obarvit nékteré prvky S
dvéma barvami, ¢ervenou a modrou, tak, aby byly splnény nésledujici pod-
minky:

e kazdy prvek S je bud neobarveny, nebo je obarveny ¢ervené, nebo je

obarveny modrfe,
e alespon jeden prvek S je obarveny,
e kazdd z mnozin A; (i < k) je bud celd neobarvend, nebo se v ni vyskytuje

alespon jeden prvek od obou barev. (VJIMC 2009)
Uloha 7 (Lindstromova véta, ,baby“ verze). Jsou-li Ay,..., A,, podmnoziny
mnoziny {1,...,n} a m > n, pak existuji dvé disjunktni mnoziny I,Is C
{1,...,m} (z nichz je alespoii jedna neprazdnd) takové, ze
U 4= 4.
i€l i€y

Uloha 8 (Lindstromova véta). Je-li navic v predchozi tloze m > n + 1, pak
miizeme navic pozadovat, aby platilo

4= () A

i€l i€ls
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Skaldrni soudin

Uloha 9. V Licho-sudém mésté Zije n 1idi a existuje m klubt takovych, Ze kazdy
z nich ma lichy pocet ¢lent a kazdé dva riizné maji sudy pocet spoleénych clenii.
Dokazte, ze m < n.

Uloha 10. Ve mésté Zije n lidi a existuje m filmovych kluba Fy,...,F, am
divadelnich klubt Dy, ..., Dy, takovych, ze 2 | |F; N D;| < i # j. Dokazte, zZe
m<n.

Uloha 11. Nechf p je prvocislo. Ve mésté Zije n lidi a existuje m klubi
Ki,..., Ky, takovych, ze p* | |K; N K| < i # j. Dokazte, Ze m < n.

Uloha 12. Dokazte, ze m < n i v Sudo-lichém mésté. Ukazte, Ze pro liché n
mize nastat rovnost.

Uloha 13. Nechf n € N jesudé a Ay,..., A, C {1,...,n} maji viechny sudy
pocet prvku. Dokazte, ze existuji dvé riizna ¢isla 1 <4, j < n takova, Ze A;UA;
ma také sudy pocet prvku.

Uloha 14 (Fisherova nerovnost). V rybaiské vesnici zije n rybait, ktefi tvofi
m odborovych sdruzeni. Kazda dvé sdruzeni sdili pfesné k ¢lent. Dokazte, ze
m < n.

Prostor kruznic

Uloha 15. Souvisly graf m4 100 vrchol@ a 1000 hran. Kolika zptisoby miizeme
néjaké hrany vyhodit tak, aby kazdy vrchol vysledného grafu mél sudy stupen?

Uloha 16. Graf G ma 10 vrcholi (Z4dny izolovany) a 15 hran. Olin ma 8
kruznic (podgrafi G) a tvrdi, Ze z nich umi ,slepit“ libovolny podgraf G, jehoz
vrcholy maji vSechny sudé stupné (,slepenim“ dvou graf vznikne graf, jehoz
mnozina hran je symetrickym rozdilem mnoZin hran puvodnich grafi). Dokazte,
ze G ma nejvyse tfi komponenty.

Polynomy

Uloha 17. Rozhodnéte, zda existuji redlné polynomy a(x), b(x), c(y), d(y)
takové, ze
1+ zy + 2%y = a(z)c(y) + b(z)d(y).
(Putnam 2003 B1)
Uloha 18. Necht P(z) je nenulovy reilny polynom. Dokazte, Ze existuje nenu-

lovy polynom Q(z) takovy, ze polynom R(x) = P(z)Q(x) ma nenulové koefici-
enty pouze u ¢lenti s prvociselnymi exponenty.
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Ostatni

Uloha 19. Sedm trpaslikii po Sestnact dnfi pracovalo nasledujicim zptisobem:
e kazdy trpaslik cely den kutal st¥ibro, nebo sbiral maliny
e pro kazdé dva dny plati, Ze béhem nich alespon tfi trpaslici délali oboji
e prvni den vSichni kutali st¥ibro

Dokazte, Ze néktery den vsichni trpaslici sbirali maliny. (EGMO 2013/6)

Uloha 20. Je dan graf a v kazdém vrcholu rozsvicena Zarovka. V jednom tahu
muzeme vybrat jeden vrchol a pfepnout zarovku v ném a ve vSech vrcholech
s nim spojenych hranou. Dokazte, ze mizeme koneénym poctem taht vSechny
zarovky zhasnout.

HINTY K ULOHAM

Hint 1. Vhodné reprezentujte sal a vyuzijte nerovnost.

Hint 2. Kolik mame (vhodné zvolenych) vektort? Vida, takze to vyjde tésné,
nebo. ..

Hint 3. Zvolte si lisacky vektorovy prostor.

Hint 4. Pro kolik nejméné zarovek uz nagenerujete vse? Pak pouzijte indukci.
Hint 5. Napiste si do tabulky charakteristické vektory. Neni tam néjak moc
sloupcti? Vyjadrete jeden pomoci ostatnich a zahodte ho.

Hint 6. Udélejte si tabulku charakteristickych vektori nad Q a podivejte se
na ni pootocené. V linedrni kombinaci mate kladné a zaporné koeficienty.
Hint 7. Zéavislost charakteristickych vektorti jste jisté prokoukli, ted uz jen
néjakou souvislost se sjednocenim. Vzpomerite si na tilohu 6.

Hint 8. Ke standardnim charakteristickjm vektortim pfilepte jesté ,inverzni“.
Jaka je dimenze vzniklého prostoru? Prevedte priniky na sjednoceni a zopakujte
postup z ,baby“ verze.

Hint 9. Dokazte, ze charakteristické vektory jsou nezavislé. Za timto tcelem
skalarné vynasobte pfislusnou rovnost s libovolnym charakteristickym vekto-
rem.

Hint 10. Analogie pfedchozi tlohy.

Hint 11. Zkuste pracovat nad néjakym vhodnéjsim télesem.

Hint 12. Sikovné vyuzijte tvrzeni tlohy 9.

Hint 13. Sporem. Mohou byt charakteristické vektory nezavislé? Pak pouzijte
standardni trik se skalarnim soucinem a najdéte néjaky pékny spor.

Hint 14. Chceme nezavislost, zkusme néjaky jiny nésobici trik se skalarnim
sou¢inem a linearni kombinaci.
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Hint 15. Pocet zpusobu je roven poc¢tu prislusnych podgrafti. Zobecnéte vzo-
recek z prednasky, vyjde 2901

Hint 16. Kruznic musi byt alespon tolik jako dimenze pfislusného prostoru
kruznic. Zobecnéte vzorecek z prednasky.

Hint 17. Ne, sporem. Vhodnym dosazenim za y dostanete na levé stran€ line-
arné nezavislé polynomy v x. A co na to prava strana?

Hint 18. Piedstavte si P(z) a R(z) vektorové. Jak vypadaji polynomy z* P(x)
a jak je to s jejich (ne)zavislosti? Najdéte dost dlouhy ,usek nenulovych ex-
ponenti“, kam se vejde hodné vektorti typu z*P(z) i hodné ,prvoéiselnych”
polynomt/vektor.

Hint 19. Kazdy den reprezentujte sedmislozkovym vektorem nad Zs. Co rikaji
podminky ze zadani? Zbytek uz musite vymyslet :-)

Hint 20. Udélejte si tabulku n x n (sloupce jsou vypinade, fadky Zzarovky)
podle toho, co co prepina. Chcete nakombinovat sloupce na samé jednicky. To
vypada jako néjaka soustava, ne? A co se nesmi stat, aby soustava méla feSeni?
Na zbytek pouzijte vlastnosti tabulky odvozené z grafu.

REFERENCE
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SLABE FUNKCIONALNI ROVNICE

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Prfispévek ukazuje mnozinové teoreticky pohled a nastroje,
které umozni sestrojit feseni prilis ,slabych® funkcionélnich rovnic.

SKOKY PO REALNYCH CISLECH

Uloha 1. Urdete, zda existuje funkce f: R — R spliiujici pro vSechna x € D,
rovnici f(f(z)) = g(x), kde

(

(b) g(z) =27,

(c) g(x) = 2% + ¢, kde ¢ > 1/4,

(d) g(z) = sin(x),

(e) g(x) = 2% + ¢, kde c € (0,1/4),

(f) g(z) =1/]z - 3],

(g) g(x) =22 + ¢, kde ¢ < 0, ale slozeni g(g(x)) ma pouze dva pevné body,
(h) g(x) = 22 + ¢, kde slozeni g(g(z)) ma pouze vice nez dva pevné body,

Uloha 2. Naleznéte viechny funkce f: R — R splitujici
fa) = flz+y* + fy)-

Uloha 3. Pro dané n € N popiste viechny funkce f takové, Ze pro kazdé x € R
plati
x
n - -
@) =
kde symbolem f™ myslime sloZeni funkce f samy se sebou n-krat.

Uloha 4. Ukaizte, Ze existuji takové dvé periodické funkce f, g, aby pro vechna
z € R platilo f(z)+g(x) = . Na druhou stranu ukazte, Ze funkci 22 nenf mozné
zapsat jako soucet dvou periodickych funkeci.

Uloha 5. Ukaite, Ze existuji takové tii periodické funkce f, g, h, aby pro
viechna = € R platilo f(z) + g(z) + h(z) = 2. Obecné, kolik nejméné je
potieba periodickych funkci, aby jejich sou¢tem mohl byt dany polynom p?



16 MIREK OLSAK

Uloha 6. Uvazme funkce f: R — R spliiujici funkcionélni rovnici

f(f (@) = flz) + 2.

(a) Najdéte vSechny takové linedrni funkce.

(b) Najdéte né&jakou nelinedrni takovou funkci.

(c¢) Existuje funkee, ktera spliiuje zadanou rovnici a navic f(1) = —2?
(d) Existuje funkce, ktera spliiuje zadanou rovnici a navic f(2) = 17
(e) Existuje funkce, kterd splituje zadanou rovnici a navic f(2) = —17

CAUCHYHO ROVNICE A KAMARADI

Tato kapitola se zabyva nasledujici slavnou tlohou, ktera se nazyva Cauchyho
rovnici.

Uloha 7. Naleznéte viechny funkce f: R — R vyhovujici funkcionalni rovnici
f@) + fy) = flz+y).
Po chvili hrani si s illohou shleddvame, ze z Cauchyho rovnice plyne
f(kx) = kf(x)

pro celd a posléze racionalni ¢isla k.

Nabizi se tedy Feseni f(z) = = f(1) — v8echny takové funkce spliiuji Cauchyho
rovnici, ovSem neni zatim jasné, zda existuji i dalsi. Cauchyho rovnice totiz
,heumi dobfe postihnout chovani v iraciondlnich bodech®. K dokonceni feSeni
je tfeba si zavést pojem béaze.

Definice. Bazilinearniho prostoru R nad télesem QQ rozumime néjakou mnozinu
B C R takovou, ze pro kazdé realné ¢islo x existuje jednoznac¢né urcena konecna
podmnozina C C B a (stdle jednoznaénd) sada nenulovych racionélnich koefi-
cientl k. € Q indexovanych prvky C, ze plati

T = chc.

ceC
Véta. Erxistuje baze linedrniho prostoru R nad télesem Q.

Exaktni dikaz véty neuvadime, jelikoz by vyzadoval dalsi pojmy z teorie
mnozin. Ve skutec¢nosti piislusny dikaz ale neni nic jiného nez vystartovanim
s prazdnou mnozinou B a iterovani kroku: ,Dokud existuje ¢islo x, které neni
vyjadritelné jako soucet pronasobenych prvka B, pridej x do B.“ Tento krok
provedeme nespocetné mnohokrat, ale pfitom ,,postupné (to jsou ty teoreticko-
mnozinové finty). Pfitom je vidét, Ze jsme si bézi mohli volit skoro ,,jakkoli“.

Jakmile mame béazi B, mizeme doklepnout Cauchyho rovnici.



SLABE FUNKCIONALNI ROVNICE 17

Pozorovani. Kdykoli mdame jakoukoli funkci f: B — R, muZeme tuto funkci
jednoznacnym zpusobem rozsirit na celé R tak, aby vyslednd funkce byla Tesenim
Cauchyho rovnice.

Predchozi pozorovani je mozné povazovat za popis vSech feSeni Cauchyho
rovnice. Napfiklad z néj plyne, ze ,pocet” (mohutnost) feSeni Cauchyho rovnice
je stejny jako ,pocet* vSech funkci, tedy Ze téch FeSeni je ,fakt hodné* :-)

Uloha 8. Najdéte nelinedrni funkci f: R — R spliiujici pro vSechna z,y € R
fle+y) + flay) = f(x) + fly) + flay + 1)
Uloha 9. Naleznéte viechny funkce f: R — R spliiujici pro vSechna z,y € R
fle+y) = fe)+ Fly) +zy.
Uloha 10. Naleznéte vSechny funkce f: RT — R\ {0} spliujici pro vSechna
z,y € RT
fla+y)(f(@) + fy) = f@)fy)

Uloha 11. Naleznéte viechny dvojice funkci f, g: R — R spliiujici pro vSechna
z,y €R

f@)+ fy) =g(z+y).
Uloha 12. Naleznéte vsechny funkce f: R — R spliiujici pro véechna z,y € R

f(fz+y)) = f(z)+ fy)-

Uloha 13. Naleznéte viechny funkce f: R — R splitujici pro véechna x,y € R
f2f(@) + fy) =2z +y.
Uloha 14. Ukaite, ze existuje funkce f: RT — R* splijici pro vSechna z,y €
R+
ff(y) = f(@)/y.

Uloha 15. Existuje jina nez nulova a identické funkce f: R — R, ktera splituje
f(zy) = f(z)f(y) a soucasné Cauchyho rovnici?
Uloha 16. Existuje funkce f: R — R, ktera splituje nasledujici dvé podminky?

e Pro kazdé x € R\ {0} plati f(2z) = f(x) + 1,

e Pro kazdd z,y € R plati f(z) = f(y) nebo f(z) = f(xz + y) nebo

fy) = flz+y).

Uloha 17. Existuje nelinearni funkce f: R — R, ktera spliiuje pro viechna
x,y € R nasledujici rovnici?

f@+y)+ f(zy) = f(@)f(y) + 1.
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HINTY K ULOHAM

Hint 1. (a) Snadno i explicitné popiSeme, (b) g je prostd, (c) g je prosta
na (0,00), (d) g je prostd na (—1,1), (e) g je prostd na (0,00) a ma jeden
pevny bod, (f) neexistuje (jeden ze dvou pfipadd) — stadi spoéitat dvojcykly
a Ctyfcykly funkce g, (g) g nemé (krom pevnych bodt) zadny cyklus, pouze
napojujici se nekoneéné vétve. (h) Neexistuje — pravé jeden dvojcyklus. (i) Kazdé
¢islo mé nekonecné spocetné vzori, takze existuje jen spocetné typt komponent
orientovaného grafu funkce g — podle velikosti cyklu (¢i dvé varianty bez cyklu).
Pak staci ukazat, ze kazdy tento typ je reprezentovany nekonecéné-krat, pripadné
(jednoduseji) vyuzit dér v definiénim oboru funkce tg jakozto spocetné mnoha
bodti pro manévrovani.

Hint 2. M4 pouze jedno (a to dokonce ,,obyc¢ejné“) nekonstantni feSeni.

Hint 3. Jednu takovou funkci je mozné snadno explicitné napsat. Pro vsechna
feSeni si stac¢i uvédomit, ze funkce ziﬂ je prosta a pocet bodti mimo obor hodnot
neni konecny.

Hint 4. (a) Volte nesoudélné periody p, ¢ a ¢isla tvaru pn + gm pro celd m,n
si nakreslete do m¥izky. Ostatni ¢isla pokryjete ,,posouvanim® této miizky. (b)
Ukaizte, ze pro néjaké r musi byt 22 — (x — r)? periodicka.

Hint 5. Je vzdy potfeba nejméné n + 1 periodickych funkci, kde n je stupen
polynomu p. Jak ditkaz minimality, tak konstrukei provedete indukei (konstrukei
si opét predstavujte s miizkou).

Hint 6. (a) Kvadratickd rovnice da dvé feseni. (b) Sta¢i napfiklad nakombino-
vat pfedchozi dvé funkce na raciondlni / iracionalni ¢isla. (c¢) Ne. (d) Pokud si
navic stanovime f(—2) = —1, vynuti ndm rovnice funkéni hodnoty na mnoziné
symetrické podle nuly. Na zbytku je mozné stanovit f(x) = —z. (e) Kazdé pod-
mince, kterd nevede ke sporu jako v pripadé c, lze vyhovét. Staci pro funkéni
hodnoty ,plytvat® spocetné mnoha linedrné nezavislymi realnymi Cisly.

Hint 8. Po substituci vyhovuje libovolné feseni Cauchyho rovnice.

Hint 9. Substituci f(z) = g(z) + 2%/2.

Hint 10. Substituci f(z) = 1/g(z).

Hint 11. Volbou z = 0,y = x + y pfrevedete na Cauchyho rovnici pro f.
Resenim budou vSechny feseni Cauchyho rovnice plus konstanta.

Hint 12. Volbou z = 0,y = z +y pievedete na Cauchyho rovnici pro f. ReSeni
opét budou moci byt posunutd o konstantu, avSak nyni musi spliiovat, Ze na
obrazu je f identickd — tedy je ,,projekci na podprostor®.

Hint 13. Funkce musi spliiovat Cauchyho rovnici a navic byt sama k sobé
inverzni. Takové funkce je mozné popsat jako rozsifeni bijekce B — B, ktera je
sama k sobé inverzni, avSak pro ruzné funkce muze byt baze B ruzna.
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Hint 14. Po nahrazeni s¢itani za nasobeni mame Cauchyho rovnici, ktera musi
navic spliiovat f(f(x)) = —z. K tomu pouzijeme podobnych myslenek jako
v tvodnich tlohach.

Hint 15. Ne, skute¢nost 22 > 0 vynuti monotonii.

Hint 16. Ano. Pro ¢ € Q vynuti rovnice f(gqx) = va(q)f(z), kde vy znadi
2-valuaci. Pfi popisu funkce vyuzijte rozkladu ¢isla na soucet nasobku béaze.

Hint 17. Ne. 1) Substituci pfevedte na g(x+vy) —g(z) —g(y) = g(z)g(y) —g(zy)
— kdyby existovalo feSeni predpfedchozi lilohy, mame i téhle, ale to neexistuje.
2) Ukazte, ze g(1) je rovno 1, 0 nebo —1, pfipad ¢g(1) = 0 vynuti nulovou g,
pfipad g(1) = —1 dovedte do sporu (pomoci hodnot v k/2). 3) Postupné ukazte,
zeprok € Z ax € R plati g(z + k) = g(x) + k, g(kz) = kg(x), g(x?) = g(z)?,
tedy pro x > 0 je g(x) > 0. 4) Pomoci pfedchozich vzorci dovedte g(x) # x do
sporu.



DIOFANTOVSKE ROVNICE

PEPA SVOBODA

ABSTRAKT. Prfispévek shrnuje zdkladni metody feseni diofantickych rov-

nic a Casteéné se dotyka pokrocilejsich metod, vyuzivajicich nékterych
poznatki z algebry. Obsahuje také 29 pomérné obtiznych uloh.

Diofantovska rovnice je rovnice, kterou fesime v pfirozenych, celych (nebo
racionélnich) ¢islech. Obecné je feSeni Diofantovskych rovnic velmi obtiZzné a
neexistuje na né zadna univerzalni metoda, proto jsou také ¢astym a oblibe-
nym tématem na matematickych soutézich. Pro jejich fesSeni je tfeba mit dobry
vsSeobecny pfehled v teorii ¢isel.

RoZKLADY

Prvni uzite¢nou metodou je rozklad na souéin. Casto se hodi vtipné alge-
braické tpravy.

Uloha 1. Res v N rovnici 1 + 27 + 220+ = 42, (IMO 2006)

Uloha 2. Res v Z rovnici (2% + 1)(y% + 1) + 2(z — y)(1 — 2y) = 4(1 + 2y).
(Titu Andreescu)

Uloha 3. Res v N rovnici (zy — 7)? = 22 + 2. (Titu Andreescu)

NEROVNOSTI

Tvrzeni (Sevieni mocninami). Nechf a a n jsou pfirozend, n > 2. Pak neexis-
tuje b € N takove, Ze

a” <b" < (a+1)".
Uloha 4. V N fes rovnici 4% + 4a? + 4 = b2. (MO 59-A-1II-1)
Uloha 5. V N ie$ rovnici 22 + y2 + 2% + 22y + 22(2 — 1) + 2y(z + 1) = w?
Obcas je prosté ,prava strana vétsi nez leva“.

Uloha 6. V Z fes 2° + % = (v + )%
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(D) (1)

Uloha 7. V N fes

Uloha 8. Najdi vSechna p¥irozena n a ki, ko, ..., k, takova, ze
k1+k2++kn:5n74,
! + ! +F L 1
ki ke kn
PARAMETRIZACE

Uloha 9. Dokaz, 7e rovnice 22 + y* + 22 = 23 + ® + 2% m4a nekoneéné mnoho
feSeni v Z. (Turnaj mést)

Uloha 10. DokaZ, 7e rovnice 2% 4+ 3 = 2y mé nekone¢né mnoho feseni v N.
Poc¢iTANI MODULO

Uloha 11. Najdi viechny dvojice p, ¢ prvoéisel, ktera splituji p° —¢> = (p+q)?.
(Ruskd MO)

Uloha 12. Res v Z rovnici 2° — y? = 4. (Balkdnskd MO)

NEKONECNY SESTUP
Tvrzeni. Neexistuje nekoneénd klesajici posloupnost piirozenych cisel.

Hodi se, kdyz chceme dokézat, Ze rovnice nema feSeni. Pokud by néjaké méla,
zkonstruujeme mensi feseni, ¢imz dostaneme klesajici posloupnost prirozenych
Cisel.

Uloha 13. Res v Ny rovnici 2° + 2y% = 423,
Uloha 14. Res$ v Ny rovnici 2% — 1 = xy. (variace na Putnam)

Uloha 15. Najdi minimalni hodnotu vyrazu m? +n?, kde m, n jsou pfirozena
¢isla mensf nebo rovna 1981 spliujici (n? — mn —m?)? = 1. (IMO 1981)

INDUKCE
Ponékud prekvapivé mize byt uzitecna i indukce.

Uloha 16. Dokaz, ze pro kazdé n > 3 ma rovnice 722 4+ y? = 2" feeni v N.
(Bulharska MO)

Uloha 17. Dokaz, 7e pro kazdé piirozené n ma rovnice 2 + y% + 22 = 59
feseni v N. (Dorin Andrica)
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Uloha 18. Dokaz, ze pro kazda pfirozend k a n ma rovnice

2k _1
1+

=1+1/m)A+1/mg)---(14+1/my)
né&jaké feSeni mq, mo,...,my € N. (IMO 2013)

DELITELE

Tvrzeni. Pokud prvocislo p déli a®>+b2%, kde a, b jsou nesoudélnd, pak p = 4k+1.
Pokudp=4k+3 ap|a®+b%, pakpla ap]|b.

Uloha 19. V N fes rovnici 2" + 2"~ = 32,
Uloha 20. V Z tes rovnici 2° — 22 + 8 = 32,
Uloha 21. V N fes rovnici n® + 7 = k2. (Titu Andreescu)

TROCHA ALGEBRY

Pokud vycerpame standardni metody, mtizeme rozsitit cela ¢isla o dalsi prvky,
¢imz dostaneme vétsi svét, ve kterém se illoha snadno vzdéa. Tato rozsifeni ovsem
Casto postradaji nékteré pekné vlastnosti celych Cisel, jako je tieba jednoznacny
rozklad na prvocisla.

Definice. Necht « je algebraické ¢islo (tj. je kofenem néjakého polynomu s koe-
ficienty v Z). Vyrazem Z[«] myslime mnozinu vSech dvojic a + ba, kde a, b jsou
celd ¢isla. Spolu se s¢itdnim a nasobenim tvoii tato mnozina okruh (tj. soucet,
rozdil a soudin prvki ze Z[a] opét lezi v Z]a]). Mnozindm Z[a] fikdme éiselné
obory.

Napiiklad Z[i] jsou tzv. Gaussova celd ¢isla.
V ¢&iselnych oborech definujeme délitelnost jako v celych éislech: a | b, pokud
existuje ¢ takové, ze b = ac.

Definice. Jednotka v oboru K je prvek z, pro néjz existuje y € K tak, ze
zy = 1. Prvodislo je takovy prvek p z K, ktery neni jednotka a pro ktery z p | ab
plyne p | a nebo p | b. Je jasné, jak se definuje napiiklad nesoudélnost.

Definice. Obor K se nazyva Eukleidovsky, pokud v ném lze délit se zbytkem,
tj. pro kazdé dva prvky a, b z K, b # 0 existuji p, ¢ z K tak, 7e ¢ < |b| a
a = bp + q. Obor K je Gaussovsky neboli UFD (unique factorization domain),
pokud lze kazdé ¢islo zapsat jednozna¢né jako soucin prvodéisel (az na jednotky
a poradi).

Véta. Kazdy FEukleidovsky obor je UFD. Opacnd implikace nemusi platit (a
¢asto neplati).
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Napiiklad Z[iv/5] neni UFD: 6 = 2-3 = (1 + v/5)(1 — v/5), tedy ani Euklei-
dovsky.

Véta. Necht a, b, ¢ jsou prvky oboru K, ktery je UFD. Pokud jsou a, b ne-
soudélnd a plati ab = c™ pron > 2, pak a = ex™, b = ny"™, kde €,n jsou jednotky
a x,y jsou prvky K.

Uloha 22. Res$ v N rovnici 2% = y3 — 2 (Fermat)
TEZSt ULOHY
Rovnicim typu 22 = 33 + k, kde k je pevné celé &islo, se fika Mordellovy

rovnice. D& se dokazat, ze vyjma pripadu, kdy & = 0, maji pouze konecné
mnoho Tfeseni. Jejich feSeni byvaji pro rizna k velmi rozmanité.

Uloha 23. Res v N Mordellovu rovnici pro k = 7, =5, —6,46, —1, —4. ..
Uloha 24. Re$ v Z rovnici 2%(y — 1) + y*(z — 1) = 1.

Uloha 25. Res v Z rovnici zy + % = 2007. (Titu Andreescu)
Uloha 26. Res v N rovnici 2® — 3% = zy + 61. (Ruska MO)
Uloha 27. Res v N rovnici 27 = 2y. (variace na IMO 1990)
Uloha 28. Res v Z rovnici 4oy — v —y = 22. (Euler)

Uloha 29. Dokaz, Ze rovnice 22 + (x + 1) = y? m4 nekoneéné mnoho feseni.
(Titu Andreescu)

Uloha 30. V Z fes rovnici (22 — 2)% — 2 = ¢%.
HINTY K ULOHAM

Hint 1. Odeéti jednicku. Cisla y a y — 1 jsou nesoudélna.

Hint 2. Vyrob si vice vyrazi 1 — xy a  — y a uprav na ¢tverec.

Hint 3. Pravou stranu uprav na ¢tverec, poté pouzij A>— B2 = (A+ B)(A— B).
Hint 4. Pouzij tvrzeni pro n = 2.

Hint 5. Sevienim mezi ¢tverci dostanes, Ze pravé strana je rovna (z +y + 2)%.
Hint 6. Uprav na soucet ¢tverca.

Hint 7. Usporadej proménné podle velikosti a odhaduj.

Hint 8. Cauchy-Schwarzova nerovnost.

Hint 9. Drze zvol z = —y.

Hint 10. Plati 3% | 23" + 1.
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Hint 11.
Hint 12.
Hint 13.
Hint 14.
Hint 15.

PEPA SVOBODA

Vymodul rovnici tfemi.

Vymodul rovnici jedenacti.

Vsechna ¢isla jsou suda.

Pouzij nekoneény sestup na prvociselné délitele x.

2

Uprav ¢étverec na (m? —m(n —m) — (n —m)?)?. Pak si vzpometi na

Fibonacciho déisla.

Hint 16
Hint 17
Hint 18
Hint 19

Hint 20
Hint 21

Hint 22
Hint 23

Obycejnou indukci sestroj z feSeni pro n feseni pro n + 1.
Pro n = 1,2 najdi feseni. D4l postupuj indukei.

Pouzij rafinovanéjsi indukci.

Pficti 27! a zkoumej délitele tvaru 4k + 3.

Pficti 22 a rozloz!

Pricti 121.

Obor Z[v/2] je Eukleidovsky, tedy UFD. Pouzij vétu.

V prvnich ¢tyfech pripadech staci pficist vhodnou konstantu a roz-

lozit. Pro —1 a —4 se vyplati pracovat v Z][i].

Hint 24.

Vhodné je substituce u = z + 1, v = y 4+ 1. Dej k sobé vyrazy uv a

u + v a rozloz na soudin.

Hint 25.
Hint 26.

Hint 27.
Hint 28.
Hint 29.

Vyrob si (x + y)3, ode¢ti 1 a poté rozloz.

Leva strana je typicky veétsi nez prava.

Zapis x jako 3*I, kde | neni nasobkem tii.

Vynésob ¢tyfmi a uprav. Pouzij délitele tvaru 4k + 3.

Uprav na tvar —1 = (22 + 1)? — 2y, coz je Pellova rovnice, takze

staci najit jedno FeSeni a pak uz jich je nekonecné mnoho.

Hint 30.

Zatni zuby a vymysli si vlastni metodu.



VEKTORY V ANALYTICKEJ GEOMETRII

JAKUB ,XELLOS“ SAFIN

ABSTRAKT. Prispevok sa venuje vektorom v 3D priestore, algebraickym
operaciam s nimi, ich geometrickému vyznamu a vyuzitiu v analytickej
geometrii. Spomina tiez komplexné éisla ako ich ndhradu v 2D priestore.

Definicia. Vektorom ¢ budeme rozumiet usporiadani trojicu stradnic (x,y, z)
v kartézskej s. s. Cisla x, y, z budeme nazyvat zlozkami vektoru. Absolitna

hodnota takého vektoru je |v| = v = /a2 + y2 + 22

Pozndmka. Bodu X priradzujeme vektor X z pociatku s. s. do tohto bodu.
V dalSom texte ich budeme lubovolne zamietiat.
Usecke AB priradzujeme vektor z bodu A do bodu B, teda vektor B - A.
Priamke priradzujeme Tubovolny s 1iou rovnobezny vektor; rovine zasa Iubo-
volnu dvojicu réznobeznych vektorov, ktoré si s fiou rovnobezné.

S¢itanie vektorov po zlozkach poznéte urdite aspon zo strednej skoly. Nésobif
vektory sice vieme, ale je to zlozitejsie. Uz len v tom, Ze ich mdZzeme nésobif
dvoma sp6sobmi.

Definicia. Skalarny a vektorovy sudin:

Lo
u-v= (Iuvyua ZU) ) (zva Yu, Zv) = TyTy + YuYv + Zuiv,

—

UXT= (xuv Yus Zu) X ((Ev, Yo, Zv) = (yuzv — ZulYvy Fuly — Tulv, Tulo — yuxv)-
Pozndmka. Smer vektoru @ X ¥ je dany ,,pravidlom pravej ruky“.

Veta. Vlastnosti skaldrneho a vektorového sucinu.
1. (Anti)komutativita: - U =70-4; 4 X U= —T X 4.
2. Distributivita: (U+7) W =0 -W+7-0; (U+ V) x W =Ux W+ U x 0.
3. Ani jeden sucin nie je asociativny. Pre vektorovy sucin ale plati

U X (U x W) = v(d - W) — W(d - V).
Zmiesany sucin: G- (U x W) =0 (W x @) =@ - (4 X V).
Nech vektory i, U zvieraji uhol ¢ (od @ k U ccw). Ich siciny moZeme potom
vyjadrit aj ako

S

- T =uvcos ;| X U] = uvsing.
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6. -i=u? Uxud=0

Skalarny sacin teda savisi s projekciou 4 na ¥/, vektorovy sucin zasa s vyskou
i nad .
So stéinmi sa spaja niekolko uzitoénych tvrdeni.

Tvrdenie (O kolmosti a rovnobeznosti vektorov).

—

U-1=04Lv
Uxv=0&4dl| v

Pozndmka. Z A-B =0, resp. Ax B =0 nevyplyva nulovost jedného z vektorov.
Mozu byt aj kolmé, resp. rovnobezné.

Tvrdenie (Obsah a objem). Obsah trojuholnika s vrcholmi A, Ba0=C:
s—lixB
=5 .
Vseobecnejsie, obsah lubovolného mnohouholnika s vrcholmi 7 (v tomto po-
radi na obvode; V,, 11 = V1), pre lubovolng bod P:
] P _
S=5 D Vi= P)x (Vi1 - P)|.

i=1

Objem stvorstenu s vrcholmsi ff, é, C a0=D:
1 - - =
V= 6|A (B x C)|.
Tvrdenie. Majme rovinu w dant vektormi i, . Potom (4 X ¥) L w.

Ako ale uréime vektor kolmy na priamku v 2D geometrii? Staci vyuzit, Ze svet
je 3D, a pridat jednotkovy vektor 77 smerujuci kolmo nahor z papiera. Vektor
71 X U je potom len 4 otoceny o 90° ccw.

Lemma (Myjava).

(1) i
(2) A x (i x B) =i(A- B).

— — —

Ak vieme vyjadrit A - B o dost krajsie ako A x B, moze sa oplatif ratat

namiesto vektoru V = A x B radsej vektor 77 x V; na V ho prevedieme len
dalsim vyndsobenim —7 zlava. Lebo Myjava.
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TIPNEM, KUKNEM A VIDiM7 ALEBO DORATAVANIE PARAMETROV

Méme dané body /_f, E, é, a chceme pomocou nich vyjadrif bod D. Co tak
D=aA+BB++C,
kde «, B, v st nezndme parametre? Vhodnymi Gpravami mozno déjdeme k rov-
niciam, z ktorych ich budeme vediet vyjadrit pekne.
Niekedy zasa vieme parametre doratat priamo. Napr. ak D lezi na priamke
AB, tak D = i|ﬁ - /_ﬂ \g‘:fﬂ + A; znamienko = ur¢ime podla toho, & je A medzi
B, D.

KOMPLEXNE CGiSLA

Na vektory v rovine sa mozeme pozeraf aj ako na komplexné ¢isla. Niektoré
uzitocné vlastnosti sa sice stratia, ale ziskame tym iné.

Definicia. Komplexné ¢islo z = x + iy zodpoveda vektoru (x,y) v Gaussovej
rovine.

Definicia. Komplexne zdruZenym ¢islom k ¢islu z = z+iy nazyvame z = x—iy.
Plati 2z = |2|2.
Tvrdenie (Komplexné exponencidla). Pre ¢ € R plati
e = cos p + isin .
Komplexné ¢islo z = x + iy vieme potom napisat ako
z = |2]e®,
kde ¢ je uhol, ktory zviera vektor (z,y) s kladnou polosou &, merany ccw.

Tvrdenie (Otocenie). Vektoru (z,y) otocenému o uhol o ccw zodpovedd kom-
plexné ¢&islo (x + iy)e*™.
Tvrdenie (Vztah k st¢inom). Pre vektory @ = (2, yu), U= (24, y») plati
Rl(@u + iyu) (2o — iyo)] = Tuyo + yuyo = 0= @ L 7,
S{(@u + iyu) (@o — iy0)] = Tulo — Yuto =0 & @ || V.

GRINDING, ALEBO HURA NA PRIKLADY!

Cvigenie 1 (Na rozevicku). Méame trojuholnik s vrcholmi A, B, C. Vyjadrite
len pomocou tychto vektorov:

(a) tazisko,

(b) vopsisko, pripsiska,
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(¢) body dotyku strdn a vpisanej kruznice, priese¢niky osi uhlov s protilahlymi
stranami,

(d) opsisko,

(e) ortocentrum, pity vysok.

Cvicenie 2 (Na drsnejsiu rozcvicku). Mame $tvorsten s vrcholmi A, B, C; D.
Vyjadrite len pomocou tjchto vektorov:

(a) fazisko,
) vopsisko, pripsiska,
(c) opsisko,
) Mongeho bod (prieseénik rovin prechadzajucich stredom strany a kolmych
na protilahla stranu).

Cvicenie 3 (Eulerova priamka.). Ukazte, Ze v trojuholniku AABC st ortocen-
trum, tazisko a opsisko kolinedrne.

Uloha 1. Je dand mnozina S vektorov v rovine; |S| = n. Podmnozinu S na-
zveme maximdlnou, ak je abs. hodnota sactu jej prvkov najvicsia mozna. Doka-
Zte, Ze existuje najviac 2n maximdlnych podmnozin S, a uvedte priklad mnoziny,
pre ktoré je to prave 2n. (IMO 1997 shortlist)

Uloha 2. Dany je AABC s obsahom S a vniitri neho bod O. Oznaéme A’, B, C’
postupne obrazy bodov A, B, C v stredovej siimernosti podla bodu O. DokézZte,
7e Sestuholnik AC'BA’CB’ mé obsah 2S. (KK MO 2011)

Uloha 3. Je danjy AABC s opsiskom O a priamka [ prechidzajica cez O.
Ozna¢me M, N v tomto poradi priesecniky [ so stranami AB, AC, a S,R v tomto
poradi stredy tseciek BN, CM. Dokéazte, Ze st uhly ROS a BAC rovnako velké.

(WOOT 2006)

Uloha 4. Majme body A, B, C, D v priestore. Dokazte nerovnost
|AC|* + [BD|* + |ADJ* + |BC|* > |AB|? + |CDJ?
a zistite, kedy plati rovnost. (USAMO 1975)

Uloha 5. Mame trojuholnik AABC s opsiskom O. Stred strany AB ozna¢me D;
tazisko AACD ozna¢me G. Dokazte, ze CD L OG < |AB| = |AC|.
(Balkanska MO 1985)

Uloha 6. V rovnobezniku ABCD so stredom S oznaéme O vopsisko AABD a T
bod jej dotyku s uhloprieckou BD. Dokézte, ze priamky OS a CT st rovnobeZné.
(CK MO 2013)
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Uloha 7. V gestuholniku ABCDEF ozna¢me M, N, P, Q, R, S stredy stran AB,
BC, CD, DE, EF, FA (v tomto poradi). Dokazte, zZe

IRNJ> = [MQJ?> 4 |PS|*> & MQ L PS.
(51)

Uloha 8. Nech AABC je rovnoramenny trojuholnik a D stred jeho zékladne
BC. Oznaéme dalej M stred tsecky AD a N pétu vysky z bodu D na priamku
BM. Dokézte, ze uhol ANC je pravy. (Vyberko SR, 2007)

Uloha 9. V ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me P pétu vysky z vrcholu C
na stranu AB, H ortocentrum, O opsisko, D priese¢nik priamky CO so stranou
AB a E stred tusecky CD. Dokazte, ze priamka EP prechadza stredom usecky
OoVv. (CK MO 2011)

Uloha 10. Je dany rovnoramenny AABC so zakladiiou BC. Body P, X,Y lezia
v tomto poradi na priamkach BC, AB, AC a plati PX || AC, PY || AB. Ozna¢me
T stred obluka BC kruznice opisanej AABC. Dokazte, ze PT L XY.

(Irdn 2005)

Uloha 11. V rovine stt dané body A1, Ay, By, By tak, Ze |[A2Bs| : |[A;B1| =k < 1
a priamky A;B;, A;B; sa pretni mimo tychto tseciek. S dané body Az, A
tak, ze body Ai, Az, As, Ay lezia na priamke A;A; v tomto poradi a plati
|AsAz| 1 |AsA1] = |A4Az] 1 |A4A1| = k. Podobne st dané body Bj, By. Najdite
uhol medzi priamkami A3B3 a A4Bj. (13D

Uloha 12. Je dany ostrouhly AABC s ortocentrom H. Nech W je bod na strane
BC. Ozna¢me pity vysok z bodov B a C ako M a N, v tomto poradi. Ozna¢me
opisanu kruznicu ABWN ako w; a bod X tak, ze WX je priemer w;. Podobne
oznacme opisant kruznicu ACWM ako ws a bod Y tak, ze WY je priemer ws.
Dokazte, Ze st body X, Y, H kolinearne. (IMO 2013)

Uloha 13. Nech stt AH;, BHy a CH3 vysky daného AABC a w jeho vpisana kru-
znica. Body dotyku w so stranami BC, CA, AB ozna¢me v tomto poradi T1, To,
Ts. Uvazujme obrazy priamok HiHs, HoHs, H3H; v osovych simernostiach po-
dla priamok (v tomto poradi) T1To, ToT3, T3T1. Dokazte, ze prieseéniky tychto
obrazov lezia na w. (IMO 2000)

Uloha 14. Je dany AABC a bod S mimo roviny ABC taky, ze |SA| = |SB| =
|SC|. Na tseckdch SA, SB, SC néjdeme v tomto poradi body X, Y, Z také,
ze roviny XYZ a ABC st rovnobezné. Oznac¢me O opsisko Stvorstenu SABZ.

Dokézte, ze priamka SO je kolm4 na rovinu XYC. (1KS, 2. ro¢nik)
Uloha 15. V konvexnom Sestuholniku je vzdialenost stredov kazdych dvoch
protilahlych stran rovnd @ nasobku stuétu ich dlzok. Dokazte, ze vietky uhly

Sestuholnika st rovnaké. (IMO 2003)
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Uloha 16. Gula vpisana stvoruholniku ABCD sa dotyka kazdej strany v jej
tazisku. Dokézte, ze je ABCD pravidelny. ([5])

Uloha 17. Je dany AABC s taziskom, ortocentrom a vopsiskom (v tomto po-

radi) G, H, I. Dokézte, Ze uhol GIH nie je ostry a zistite, kedy je tupy.
(IMO 1990 shortlist)

SPOILER ALERT!

Hint k cviceniu 1.

vopsisko: doratajte parametre,

opsisko: dorédtajte parametre 7 X 6,

ortocentrum: s. s. so stredom v opsisku; doratajte parametre,
pita vysky z vrcholu A: s. s. so stredom v A.

Hint k cviceniu 2. Hladajte analdgie s predoslym cvi¢enim. Pri opsisku uz
nie je podstatné 77 x O.

Hint k cviéeniu 3. RovnobeZnost cez vektorovy saéin; s. s. s pociatkom
v opsisku.

Hint 1. Ako deli prvky S priamka kolma na dany stucet prvkov max. podmno-
Ziny?

Hint 2. Obsah cez vektorovy sucin.

Hint 3. Komplexné ¢isla; stred s. s. je v opsisku a redlna os na priamke MN.
Hint 4. Rozpisaf cez sicty vektorov (s pociatkom s. s. v A) a upravit na Stvorec.
Hint 5. Kolmost cez skalarny stcin, s. s. s poéiatkom v O.

Hint 6. RovnobeZnost cez vektorovy sucin. Najviac sa oplati stred s. s. v S.
Aj bez vektorov vieme |BT].

Hint 7. Kolmost cez skaldrny stéin, inak len dlhsie priamociare ratanie.

Hint 8. Aj bez vektorov vieme vyjadrit |BM| a |BN|.

Hint 9. Zasa s. s. s po¢iatkom v opsisku. Parametricky vyjadrite DaP-na
akych priamkach lezia? Nebojte sa pocitat dlzky tseciek.

Hint 10. Komplexné ¢isla. Jednotkova opisana kruznica (pociatok s. s. v O).

e e
Hint 11. Odpoved: pravy uhol. Vyjadrujte A3Bs, A4B,4 ako suéty inych vek-
torov.



VEKTORY V ANALYTICKEJ GEOMETRII 31

Hint 12. Rovnobeimost cez vektorovy suéin (stratia sa X, Y). Pociatok s. s.
v pite vysSky z A, pripadne os & na priamke BC (je jednoduchsie vyjadrif si

.....

Hint 13. Komplexné ¢isla. Nech je vpisand kruznica AABC jednotkova. Po-
stupne rieste rovnice a vyjadrujte podstatné body. Priese¢niky priamky s jed-
notkovou kruznicou st riesenia kvadratickej rovnice.

Hint 14. Pracujte v s. s. s poc¢iatkom v S. Aké identity spliia skalarny stéin
s 07

Hint 15. Trojuholnikova nerovnost, umocnit a s¢itat vzniknuté nerovnosti a
upravit na $tvorec. Vypadne kopa uzitoénych vlastnosti, napr. Ze uhlopriecky
su rovnako dlhé.

Hint 16. Aj v s. s. s podiatkom vo vopsisku sa daji faziskd stran vyjadrit
pekne. Oplati sa pouzivat ako parametre polomer r vpisanej gule a p = A - B.

Hint 17. Vela Gprav rovnic a Schurova nerovnost pre strany a, b, c.
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KOMBINATORICKE KONSTRUKCE

STEPAN SIMSA

ABSTRAKT. Nauéime se, jak jednoduse zkonstruovat pozadované feseni.
V kombinatorice se jedna o soucast vétsiny uloh — nékdy jen jako nutny,
standardni krok (takové konstrukce si procvi¢ime v piskovisti), casto ale

casti tloh. Skutecné ulohy zadané na soutézich mély obvykle jesté druhou
cast.

PiSKOVISTE

Uloha 1. Konvexni 1994-tihelnik je rozdélen na nékolik konvexnich pétitihel-
nikt. Urcete jejich nejmensi mozny pocet.

Uloha 2. Mame Sachovnici 6 x 6 a na ni figurku delfina. Ten se mtize hybat
o jedna doprava, nahoru nebo diagonalné doleva dolt. Na zacatku stoji v levém

dolnim rohu Sachovnice. Projdéte s delfinem celou Sachovnici, aby na kazdém
policku stél pravé jednou. (KMS 03/04 L1, 10)

Uloha 3. Lze obarvit policka nekone¢né étvercové sité dvéma barvami (zluté
a modie) tak, aby v kazdém fadku bylo jen koneéné mnoho Zlutych policek
a v kazdém sloupci jen koneéné mnoho modrych? (MKS 32-3-4)

Uloha 4. Do tabulky o étyfech sloupcich a étyfech fadcich jsou napséna (re-
alnd) ¢isla tak, aby pro kazdé pole platilo, Ze soucet ¢isel v polich s nim sou-
sedicich je 1. Urcete soucet vSech €isel tabulky. (Sousednimi poli rozumime ta
pole tabulky, kterd maji spole¢nou stranu.)

Uloha 5. Mé&jme papir se 102 x 102 étverecky. Najdéte takovy souvisly atvar U
slozeny ze 101 ¢tvereckdl, Ze z papiru lze (podél ¢ar) vystfihnout maximéalné
Cty¥i jeho kopie. (KMS 03/04 L1, 9)

Uloha 6. V nékolika krabicich mame 64 kuli¢ek. Mame-li dvé krabice s a a b
kulickami (a > b), mizeme piesunout b kulicek z prvni do druhé. Dokazte, Ze
umime presunout vSechno do jedné krabice.

Uloha 7. Ve ¢étyfech krabicich je celkem n > 4 kuli¢ek. V jednom tahu miizeme
vzit po jedné kuli¢ce ze dvou riznych krabic a presunout je obé do néjaké jiné
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krabice. Jde vzdy dosahnout toho, aby byly vSechny kuli¢ky v jedné krabici?
(Cina 1994)

Uloha 8. Prove that the set of positive integers can be partitioned into 3
subsets A1, As, A3 such that for all integers n > 15 and all ¢ € {1,2,3} there
exist two distinct elements of A; whose sum is n.

(IMO Shortlist 2011, C4)

Uloha 9. Na stole lezi 2013 minci. Provedeme 2013 taht, kde v k-tém tahu
oto¢ime néjakych k£ minci. Dokazte, ze lze dosdhnout toho, aby vSechny mince
byly nahoru stejnou stranou. (Cina 1989)

Uloha 10. Bud M = {1,2,...,2014} a A C M. Dokazte, ze existuje B C M
s vlastnosti: Mnozina A je pfesné mnozina téch ¢isel z M, kterad jsou déliteli
lichého poétu ¢isel z B. (MOSP 1999)

Uloha 11. A maze is an 8 x 8 board with some adjacent squares separated by
walls, so that any two squares can be connected by a path not meeting any wall.
Given a command LEFT, RIGHT, UP, DOWN, a pawn makes a step in the
corresponding direction unless it encounters a wall or an edge of the chessboard.
God writes a program consisting of a finite sequence of commands and gives it
to the Devil, who then constructs a maze and places the pawn on one of the
squares. Can God write a program which guarantees the pawn will visit every
square despite the Devil’s efforts? (ARO 1998)

INDUKCE

Uloha 12. Dokaite, Ze pro libovolné pfirozené &islo n > 3 lze rozfezat rov-
nostranny trojuhelnik na n trojihelnikt, z nichz kazdy je rovnostranny nebo
rovnoramenny.

Uloha 13. Dokate, ze af vystfihneme z tabulky 2" x 2" kdekoliv jeden &tve-
recek, zbytek jde pokryt L-triominy.

Uloha 14. Pro m > 1 rozdélte Sachovnici 2 x 2™ na obdélniky tak, aby kazdé
z 2™ poliek na diagondle tvofilo vlastni obdélnik (o strandch délky 1) a aby
byl soucet obvodu pouzitych obdélnikt roven (m + 1) - 2™.

(IMO Shortlist 2009, C4)

Uloha 15. Dokazte, 7e pro kazdé piirozené ¢islo n, které neni délitelné t¥emi,
plati: Sachovnici n x n Ize rozfezat na jeden ¢étverec 1 x 1 a L-triomina.

Uloha 16. Let n > 0 be an integer. We are given a balance and n weights of
weight 29,21, ...,27"! In a sequence of n moves we place all weights on the
balance. In the first move we choose a weight and put it on the left pan. In each
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of the following moves we choose one of the remaining weights and we add it
either to the left or to the right pan. Compute the number of ways in which we
can perform these n moves in such a way that the right pan is never heavier
than the left pan. (IMO 2011, 4)

GEOMETRICKE KONSTRUKCE

Uloha 17. A configuration of 4027 points in the plane is called Colombian if it
consists of 2013 red points and 2014 blue points, and no three of the points of
the configuration are collinear. By drawing some lines, the plane is divided into
several regions. An arrangement of lines is good for a Colombian configuration
if the following two conditions are satisfied:

e 1o line passes through any point of the configuration;
e 10 region contains points of both colours.

Prove that there is a Colombian configuration for which there doesn’t exist

a good configuration of 2012 lines. (IMO 2013, 2)

Uloha 18. Kruhovy ter¢ o poloméru 12 cm zasahlo 19 stfel. Dokazte, Ze vzda-

lenost nékterych dvou zasaht je mensi nez 7 cm. (MO 59-A-II1-2)
GRAFY

Uloha 19. Kazdy vrchol grafu obarvime néjakou mnozinou barev tak, Ze mno-
ziny u dvou vrchold maji neprazdny prinik, praveé kdyz jsou spojeny hranou. Na-
jdéte graf na n vrcholech, na jeho# obarveni budeme potiebovat alespoti [n? /4]
barev. (KMS 06/07 71, 11)

Uloha 20. Na nekone¢nom bielom tvoréekovanom papieri je isty koneény po-
Cet Stvorcekov uplne zafarbenych ¢iernou farbou. Pritom kazdy ¢ierny Stvorcek
mé parny pocet bielych stvorcekov, ktoré s nim susedia stranou. Dokazte, ze
vieme kazdy biely Stvoréek vyfarbif zelenou alebo ¢ervenou farbou tak, ze ka-
zdy Gierny Stvoréek bude mat rovnaky podcet zelenych a éervenych susedov, opét
susediacich celou stranou. (KMS 06/07 L1, 11)

Uloha 21. In a mathematical competition some competitors are friends. Fri-
endship is always mutual. Call a group of competitors a clique if each two of
them are friends. In particular, any group of fewer than two competitors is
a clique.) The number of members of a clique is called its size. Given that in
this competition, the largest size of a clique is even, prove that the competitors
can be arranged in two rooms such that the largest size of a clique contained
in one room is the same as the largest size of a clique contained in the other
room. (IMO 2007, 3)
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Hry

Uloha 22. Players A and B play a game with N > 2012 coins and 2012 boxes
arranged around a circle. Initially A distributes the coins among the boxes so
that there is at least 1 coin in each box. Then the two of them make moves in
the order B, A, B, A, ... by the following rules:

e On every move of his B passes 1 coin from every box to an adjacent
box.

e On every move of hers A chooses several coins that were not involved in
B’s previous move and are in different boxes. She passes every chosen
coin to an adjacent box.

Player A’s goal is to ensure at least 1 coin in each box after every move of hers,
regardless of how B plays and how many moves are made. Prove that N = 4022
enables her to succeed. (IMO Shortlist 2012, C4)

Uloha 23. Let k and n be fixed positive integers. In the liar’s guessing game,
Amy chooses integers  and N with 1 < z < N. She tells Ben what N is, but
not what x is. Ben may then repeatedly ask Amy whether = € S for arbitrary
sets S of integers. Amy will always answer with yes or no, but she might lie. The
only restriction is that she can lie at most k times in a row. After he has asked
as many questions as he wants, Ben must specify a set of at most n positive
integers. If x is in this set he wins; otherwise, he loses. Prove that:

a) If n > 2k then Ben can always win. (IMO 2012, 3a)

DavLst GLoHY

Uloha 24. V lese byva 2014 trpaslikov o¢islovanych ¢islami 1 az 2014. Na prikaz
Snehulienky sa nejakych 41 z nich postavi do radu tak, aby ich ¢isla tvorili
aritmetickd postupnost. Snehulienka si v§imla, Ze nech sa trpaslici postavia do
radu hocijako, vZdy bude medzi nimi aspoti jeden z jej 90 oblibenych trpaslikov.
Aké ¢isla mohou mat Snehulienkini oblibeni trpaslici? (KMS 06/07 L1, 8)

Uloha 25. Nech M je mnozina slov (postupnosti znakov) dizky n nad k-
prvkovou abecedou {a1,as,...,ar} takd, ze kazdé dve slova z M sa lisia na
aspoil dvoch miestach. Ndjdite M, ze |M| = k"~ 1. (KMS 05/06 73, 12)

Uloha 26. Mame 45 klebetnic, pricom kazda sa za posledny tyzdeii dozvedela
novi klebetu a chee sa o 1iu podelit s ostatnymi. Vie to urobif tak, Ze niektorej
inej zavola a pritom si navzajom povedia vSetky klebety, ktoré vedia. Chceme,
aby kazdé z nich vedela vSetky klebety. Ukazte, Ze to ide na 86 telefonatov.
(KMS 05/06 Z1, 8)
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Uloha 27. On a 999 x 999 board a limp rook can move in the following way:
From any square it can move to any of its adjacent squares, i.e., a square having
a common side with it, and every move must be a turn: i.e., the directions of
any two consecutive moves must be perpendicular. A nonintersecting route of
the limp rook consists of a sequence of distinct squares that the limp rook can
visit in that order by an admissible sequence of moves. Such a nonintersecting
route is called cyclic if the limp rook can, after reaching the last square of the
route, move directly to the first square of the route and start over.

Find cyclic, nonintersecting route of a limp rook passing through 4-(499% — 1)
squares. (IMO Shortlist 2009, C6)

Uloha 28. In a concert, 20 singers will perform. For each singer, there is a
(possibly empty) set of other singers such that he wishes to perform later than
all the singers from that set. Can it happen that there are exactly 2010 orders of
the singers such that all their wishes are satisfied? (IMO Shortlist 2010, C1)

Uloha 29. Let n > 1 be an integer. What is the maximum number of disjoint
pairs of elements of the set {1,2,...,n} such that the sums of the different pairs
are different integers not exceeding n? (IMO Shortlist 2012, C2)

Uloha 30. On a square table of 2011 by 2011 cells we place a finite number
of napkins that each cover a square of 52 by 52 cells. In each cell we write
the number of napkins covering it, and we record the maximal number k of
cells that all contain the same nonzero number. Prove that there exist a napkin
configuration with k£ = 4044121 — 57392 = 3986729.

(IMO Shortlist 2011, C7)

Uloha 31. In each of six boxes By, By, Bs, By, Bs, Bg there is initially one
coin. There are two types of operation allowed:

e Type 1: Choose a nonempty box B; with 1 < j < 5. Remove one coin
from B; and add two coins to Bj;.

e Type 2: Choose a nonempty box By with 1 < k < 4. Remove one coin
from By and exchange the contents of (possibly empty) boxes By
and Bk+2.

Determine if there is a finite sequence of such operations that results in boxes By,

Bs, Bs, By, Bs being empty and box Bg containing exactly 20102020°°™ ¢oins.
(IMO 2010, 5)

HINTY K ULOHAM

Hint 1. Pouzijte jen vrcholy 1994-tGhelniku.
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Hint 2. Jak se muze dostat na poli¢ko vlevo nahotfe? A jak potom na policko
o jedna vpravo dole, aby si nerozdélil Sachovnici na dvé ¢asti?

Hint 3. Jde to. Vybirejte postupné fadky a sloupce a obarvujte v nich policka
tak, aby pro né byla podminka zachovana.

Hint 4. Vybarvéte takova policka tabulky, aby kazdé policko sousedilo s praveé
jednim vybarvenym.

Hint 5. Kiiz. Mohou byt v horni/dolni pilce tii stfedy k¥{zt?

Hint 6. Vsechny pocty ,zesudte“. Indukce.

Hint 7. Ano. Indukce.

Hint 8. Prvnich 9 &isel rozdélte zvlast, zbyla céisla davejte na stiidacku do
mnozin Ay, Ay, As.

Hint 9. Tahy délejte v opacném potadi a po k-tém kroku méjte k — 1 prvnich
minci otocenych spravné.

Hint 10. Zkonstruujte B priichodem shora.

Hint 11. Débel m4 jen koneéné mnoho moznosti. Piste program postupné, aby
pro vSechny fungoval.

Hint 12. Indukce n — n+ 3. Rozdélte rovnoramenny trojuhelnik na pravoihlé
a vyuzjite vhodnou vlastnost pravouhlych trojihelniki.

Hint 13. Ze ¢tyt L-triomin se d& postavit vétsi.
Hint 14. Rozdélte tabulku na étyfi ¢tverce 2m—1 x 2m~1,

Hint 15. Indukce n — n+ 3. Ctverecek odstraiiujte vidy vlevo dole. KdyZ je n
sudé (n + 3 liché), vyuzijte to v indukénim predpokladu.

Hint 16. Odmyslime si zavazi s hmotnosti 1, hmotnosti zbylych zavazi podélime
dvéma, vyuzijeme indukéni predpoklad a nakonec zjistime, kam muzeme zavazi
s hmotnosti 1 pridat.

Hint 17. Nakreslete si mezi nékteré dvojice ¢ervenych a modrych bodi tsecky,
aby jich kazda primka protnula jen malo.

Hint 18. Rozdélte ter¢ na mensi kruh s vhodnym polomérem a mezikruzi,
vyuzijte Dirichlettiv princip.

Hint 19. Obarvéte hrany prinikem mnoZin u vrcholti. Mame-li hrany (A, B),
(C, D) a ptitom A neni spojeno s C' nebo B neni spojeno s D, tak museji byt
tyto hrany obarveny riznymi barvami. Jak zafidit, aby méla kazda hrana jiné
barvy nez ostatni?

Hint 20. Sestrojte graf nad bilymi poli¢ky. Spojte hranou vrcholy, které musi

mit riznou barvu. Dokazte, Ze graf lze obarvit dvéma barvami (vyuZijte, Ze
nema kruznici liché délky).
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Hint 21. Dejte 2n soutézicich tvoticich nejvétsi kliku do jedné mistnosti, zbylé
do druhé. Presouvejte je tak, aby se velikosti nejvétsich klik v mistnostech lisily
maximalné o jedna.

Hint 22. Na zac¢atku da A do dvou krabic po jedné minci a do zbylych po dvou.
Po kazdém svém tahu A tuto konfiguraci zachové. Rozeberte zv1ast situaci, kdy
jsou krabice s jednou minci ob jedna od sebe a béhem tahu hrace B se ani jedna
z minci nepfesune do krabice mezi nimi.

Hint 23. Najdéte ¢islo z mnoziny {1,..., N}, které se nerovnd x, a mnozinu
adeptfi zmensujte, dokud jich je vice nez 2¥. Po odebrani ¢isla miizete mnozinu
precislovat na {1,..., N — 1}. Ptejte se, jestli = 2¥, dokud Amy neodpovi yes
(jinak = # 2%), a vyuzijte toho.

Hint 24. V aritmetické posloupnosti bude néjaké z ¢isel nasobkem 41. Pokud
ovsem neni diference 41.

Hint 25. Pridejte vhodny znak za kazdé slovo délky n — 1.

Hint 26. Kdyby se prvni dozvédéla vSechny drby, mohla by je ostatnim fict.
Jen u poslednich tii drben je potfeba to udélat trochu rafinované.

Hint 27. Najdéte konstrukei indukei pro tabulky (4k — 1) x (4k — 1).

Hint 28. Pokud pro néjaké pozadavky k; (resp. ko) zpévaki existuje Ny (resp.
Ns) uspotrddani, tak mizeme zvolit takové pozadavky pro ki + ko zpévaki, aby
existovalo N7 - N usporadani.

Hint 29. Pocitejte dvéma zpiisoby soucet vsech ¢isel ve dvojicich a tim dokazte,
ze je maximalné L%s_ 1J dvojic. Pti konstrukci vyuzijte, Ze musi v nerovnosti
nastat (skoro) rovnost. Nejprve vyteste piipad n = 5k+3, ostatni z néj odvodte.

Hint 30. Nejvic poli¢ek bude zakryto jednim ubrouskem. Umistéte ubrousky
co nejpravidelnéji. Zacnéte v protéjsich rozich a doteste uhlopiicku.

Hint 31. Jde to. Indukeci dokazte, Ze od (a,0,0) se da pfejit k (0,2%,0) a od
(a,0,0,0) k (a — k, Py, 0,0), kde

2

P, =22 .
N——
k
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MOCNOST BODU KE KRUZNICI

PEPA TKADLEC

ABSTRAKT. Prfispévek shrnuje nejdilezitéjsi fakta o mocnosti bodu ke kru-
znici. Také obsahuje pfes 50 tloh roztfizenych zhruba podle toho, jak je v
nich mocnost pouzita.

Ctyiikrat z poslednich péti let byla na IMO tloha, ve které se uplatnila moc-
nost bodu ke kruznici. Byt s mocnosti dobfe srozumény je tedy velmi zdhodno,
ma-li ¢lovék ambice prevysujici icast v celostatnim kole.

TEORIE

Definice (Mocnost bodu ke kruznici). Je ddn bod M a kruZnice k se stfedem
O a polomérem r. Mocnosti bodu M ke kruznici k rozumime ¢islo

p(M,k) = |[MO|? — 2.

Necht M je bod a k(O;r) kruznice.

(1) Cislo p(M, k) je nulové pravé tehdy, kdyz bod M lez na kruznici k.
Cislo p(M, k) je kladné/zaporné pravé tehdy, kdyz M lezi vné/uvniti
kruznice k.

(2) Bud N dalsi bod. Je-li p(M, k) = p(N, k), pak |[MO| =|NO|.

(3) Pokud M lezi vné k, ozna¢me T ten bod kruZnice k, pro ktery je ptimka
MT ke kruznici k te¢nou. Pak plati p(M, k) = |MT|%.

(4) (zésadni!) Necht pfimka p vedend bodem M protne k v bodech A, B.
Pak MA-MB = p(M, k), kde tsecky M A, M B nahlizime jako orien-

tované.

Tvrzeni (Popis tétivovych étyfahelniki). Necht ABCD je étyrihelnik a Q =
ADNBC. Pak ABCD je tétivovy prdvé tehdy, kdyz |QA|- |QD| = |QB|-|QC]|.

Definice. Necht k, [ jsou kruznice. Mnozinu bodt X spliiujicich p(X, k) =
p(X, 1) nazgvame chorddlou kruznic k, I.

Tvrzeni. Chorddla dvou nesoustiednych kruznic je primka kolmd na spojnici
jejgich stredi.
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Uloha 1. Kruznice k, [ se protinaji v bodech A, B. P¥imka AB protne spo-
le¢nou tec¢nu kruznic k, [, kterd se jich dotyka v bodech T, U, v bodé P. Pak
|PT| = |PU|.

Nasledujici lemma ¢asto umoziuje dokazovat, ze néjaké ¢tyfi body lezi na
kruZnici, misto toho, Ze n&jaké tii pfimky prochézeji jednim bodem (a naopak).

Tvrzeni (Radikdlni lemma). Na nesoustiedngjch kruZnicich k al jsou ddany po
radé body K1, Ko a L1, Lo. Pak ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni:
(1) Body K1, Ks, L1, Lo leZi na jedné kruznici.
(2) Piimky K1Ko a L1Lsy se protinaji na chorddle kruznic k al (nebo jsou
s ni ob€ rovnobézné).

Uloha 2. Na piimce p lezi body A, B, C, D v tomto poradi. Kruznice nad
praméry AC, BD se protnou v X, Y. Na pfimce XY zvolime bod P (P ¢ BC).
Piimka CP protne kruznici nad AC podruhé v bodé M, pfimka BP kruznici
nad BD v bodé N. Ukazte, ze pfimky AM, DN, XY prochézeji jednim bodem.

(IMO 1995)

Tvrzeni (Poten¢ni stfed). UvaZme ti kruinice wy, we, ws. Pak jejich vzdjemné
chorddly prochdzeji jednim bodem (nebo jsou vSechny rovnobéziné). Tomuto bodu
se Tikd potencni stred kruZnic wi, ws, ws.

Tvrzeni (Dalsi mnoziny). Uvaime dvé nesoustiedné kruZnice wi, we se stiedy
01, Os. Pak mnozina bodu X, pro kter€ je
(1) rozdil p(X,w1) — p(X,ws) konstantni, je primka kolmd na O105.
(2) soucet p(X,w1) + p(X,ws) konstantni, je kruZnice se stiedem ve stredu
010s.
(8) podil p(X,w1) : p(X,wa) konstantni, je kruznice se stredem na O10,.

Uloha 3. KruzZnice vepsana trojihelniku ABC se dotyké jeho stran AB, BC,
CA v bodech F, D, E. Ozna¢me pismeny Y1, Yo, Z1, Zs, M stiedy usecek F'B,
BD, DC, CE, BC. Konetné bud X = Y1Y> N Z1 Z. Dokazte, ze XM | BC.

NA ROZJEZD

Uloha 4. Jsou dany dvé neprotinajici se kruznice k, I. Zkonstruujeme jejich
¢tyTi spolecné tecny a na kazdé vyznacime stied tiseCky urcené prislusnymi body
dotyku. Dokazte, ze tyto ¢tyri stfedy lezi na primce.

Uloha 5. Je déna ptlkruznice 7 s primérem AB. Body P, @ jsou dény na
usefce AB tak, ze AP = B(Q. Rovnobézné polopiimky vychazejici z P a @Q
protnou 7 postupné v X a Y. Dokazte, Ze sou¢in PX - QY je pevny.
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Uloha 6. Na kruznici w jsou ddny body A, B, které netvoii jeji primér. Uvazme
vSechny dvojice kruznic wg, wy, které maji vnitini dotyk s w postupné v A, B a
které maji navic samy vnéjsi dotyk. Dokazte, Ze vnitini spolecna te¢na kruznic
Wa, wWp prochazi pevnym bodem.

Uloha 7. Je dan étverec ABCD. Kruznice k skrz A a C protina kruznici [ skrz
B a D v bodech P, Q. Dokazte, Ze stied ¢tverce ABC D lezi na P(Q. Plati totéz
pro obdélnik? Kosoétverec? (Baltic Way 2010)

Uloha 8. Vné kruznice k jsou dany body A, B. Pohybliva piimka skrz A protina
kv X, Y. Dokaizte, ze kruznice (XY B) prochézeji pevnym bodem riznym od
B (nebo se vSechny dotykaji téze piimky).

Uloha 9. Piimky ramen AD, BC lichobé&zniku ABCD se protnou v E. Kruz-
nice s pruméry AC, BD se protnou v X a Y. Dokazte, ze E lezi na XY

Uloha 10. V roviné je ddna kruznice k se stfedem S a bod A # S. Urcete
mnozinu stfed kruznic opsanych vSem trojuhelnikim ABC), jejichz strana BC'
je pramérem kruznice k. (MO 56-A-1-4)

Uloha 11. Po stranach AB, AC trojahelnika ABC se pohybuji postupné body
L, K. Dokazte, ze spoleéna tétiva kruznic nad priméry BK a CL prochazi
pevnym bodem.

PodiTact

Uloha 12. Osa tihlu u vrcholu A protne protéjsi stranu BC trojihelnika ABC
v D. Kruznice (ADB) protne AC podruhé v E, kruznice (ADC) protne AB
podruhé v F. Dokazte, ze BF = CE.

Uloha 13. Jsou dany neprotinajici se kruznice k, I. Jedna vnéjsi spoleéna tecna
se dotyka k v A, ta druha se dotyka [ v D. Dokazte, Ze tisecka AD vytne na k
a [ stejné dlouhé tétivy.

Uloha 14. Kruznice k se dotyka tise¢ky AB v jejim sttedu M. Oznaéme N
stted AM. Piimka skrz A protne k v C' a D tak, Ze se osy use¢ek CN a BD
protinaji v bodé O na AB. Uréete AO/OB. (USAMO 1998)

Uloha 15. Na strané AB obdélnika ABCD spliwujictho AB = 2 - BC je dan
bod E. Ozna¢me P a @ paty kolmic z A na DFE a z B na CE. Dokazte, Ze
kruZnice (PEQ) se dotyka strany CD. (Baltic Way 2003)

Uloha 16. Uvniti ostrouhlého trojthelnika ABC' s vyskami BE a CF je dan
bod P tak, ze BP je tecna ke kruznici APF a CP je tetna ke kruznici APFE.
Dokazte, ze ZBPC = 90°. (ala MEMO 2011)
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Uloha 17. Uhlopiicky lichobéznika ABCD se protinaji v P. Kruznice (BCD)
protne AP podruhé v A;. Body Bi, Cy, D; definujeme podobné. DokaZte, Ze
A1 B1C1 Dy je rovnéz lichobéZznik. (Turnaj Mést 2008)

Uloha 18. KruZnice protne strany BC, C'A, AB trojuhelnika ABC v bodech
Ay, As, By, Bs, C1, Cy. Ukazte, Ze pfimky AA,, BB;, CC; prochéazeji jednim
bodem pravé tehdy, kdyz primky AAs, BBy, C'Cy prochazeji jednim bodem.

Uloha 19. KruzZnice w protina strany AB, BC, CD, DE, EA rovnostranného
(ne nutné pravidelného) pétitthelnika ABCDE v bodech Ay, As, ..., Ey, Es.
Dokazte, ze

AA, + BBy + -+ EE, = AyB + ByC + - - + B A.

Uloha 20. Trojthelnik ABC je vepsan do kruznice w s polomérem R. Kruz-
nice A-pfipsand se stifedem I, protne w v bodech D, E. Pfimka I, D protne w
podruhé v X. Dokazte, ze I, X = 2R.

Uloha 21. Na stranach AB, AC trojthelnika ABC s nejkratsi stranou BC
najdeme body K, L tak, ze KB = BC' = C'L. Dokazte, ze KL je kolmé na OI,
kde O a I jsou opsisté a vepsisté AABC.

Uloha 22. V trojahelniku ABC protnou osy vnéjsich thlt u vrchold A, B, C
protéjsi strany postupné v bodech D, F, F. Dokazte, ze body D, E, F lezi na
pfimce kolmé na OI, kde O a I jsou opsisté a vepsisté AABC.

STREDY USECEK

Uloha 23. Tec¢ny skrz A ke k se ji dotykaji v T a U. Bud M stied AT. Usecka
MU protne k podruhé v X. Dokazte, ze XA =2 - MX.

Uloha 24. V trojthelniku ABC s tézistém G plati ZGAB = ZGBC. Dokaite,
ze ZGAC = L/GCB.

Uloha 25. Trojthelnik ABC (AB < AC) je vepsan do kruznice w. Te¢na k w
v A protne BC' v D. Ozna¢me M stfed AD a protnéme M B podruhé s w v X.
Dokazte, ze /ZDXA=/AXC.

Uloha 26. Na odvésné AC pravothlého trojuhelnika ABC' s pieponou AB je
dan bod D. Kruznice skrz D dotykajici se AB v A a kruznice skrz D dotykajici
se AB v B se protnou v bodé E. Dokazte, ze /DEC = /BAC.

Uloha 27. V ostrotithlém trojihelniku ABC oznaéme M, N stiedy AB, AC a
D patu vysky z A. Kruznice opsané trojuhelnikim BND a CM D se protnou
podruhé v E. Dokate, Ze DE prochézi stfedem MN. (ARO 2007)
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Uloha 28. Na téznici AM ostrouhlého trojtihelnika ABC' je dan bod D. Kru-
Znice k, [ prochazeji bodem D a dotykaji se pfimky BC' po fadé v bodech B,
C. Strany AB, AC protnou kruznice k, [ podruhé v P, Q). Ukaite, Ze teéna ke
kruZnici k£ vedend bodem P a te¢na ke kruznici [ vedend bodem () se protinaji
na AM. (Vietnam TST 2010)

Uloha 29. V ostrotihlém trojihelniku ABC' vepsaném do kruznice k ozna¢me
M, N stredy AB, AC, D patu A-vysky a G tézisté. Kruznice [ prochazi body
M, N a dotyka se k v bodé X # A. Dokazte, ze X, D, G lezi v pfimce.

(ISL 2011, G4)

RADIKALNf LEMMA

Uloha 30. Na strané BC trojthelnika ABC' s vyskami BM, CN a kolmistém
H je dan bod W. Body X, Y jsou zvoleny tak, aby WX, WY byly praméry
kruznic (BWN), (CW M). Dokazte, ze body X, Y, H lezi na pfimce.

(IMO 2013, 4)

Uloha 31. Je dan ostrouhly trojihelnik s ortocentrem H. KruZnice se stiedem

ve stfedu strany BC' prochézejici bodem H protne BC' v Ay, As. Body By, Ba,

C1, Cy definujeme podobné. Dokazte, Ze téchto Sest bodu lezi na kruZnici.
(IMO 2008, 1)

Uloha 32. V rtiznostranném trojihelniku ABC' je a = 60°. Ozna¢me O opsisté
a I vepsisté. Dokazte, ze BC, OI a osa tsecky Al prochézeji jednim bodem.
(Polsko 2012)

Uloha 33. Osy thld u A, B protnou prot&jsi strany trojihelnika ABC v D,
FE a samy sebe v I. Pfimka DFE protne kruznici opsanou v M a N. Dokazte, ze
(MIN) prochézi stiedy kruznic B- a C-pfipsanych. (ala ARO 2006)

Uloha 34. Kruznice wy, wy se stiedy Oy, Oy se protinaji v X a Y. Piimka skrz

O protne ws v P a @Q, primka skrz O, protne wy v R a S. Dokazte, Ze pokud

P, @, R, S lezi na jedné kruznici, pak stfed této kruznice lezi na XY.
(USAMO 2009)

Uloha 35. KruZnice prochazejici body B, C trojtuhelnika ABC protne jeho
strany AB, AC podruhé v C’, B’. DokaZte, ze pfimky BB’, CC’, HH' proché-
zeji jednim bodem, kde H, H’' jsou kolmisté trojuhelnikit ABC, AB'C".

(ISL 195 G7)

Uloha 36. Osy thld u A, B protnou kruznici opsanou trojihelniku ABC' po-
druhé v D, E a samy sebe v I. Pfimka DFE protne C'A, C'B postupné v I, G.
Rovnobézka s AD skrz F' protne rovnobézku s BE skrz G v P. Dokazte, ze PI,
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AE a BD bud prochézeji jednim bodem, nebo jsou navzajem rovnobé&zné.
(ala ISL 2011 G5)

Uloha 37. Je dan pravothly trojihelnik ABC s pravym tihlem u vrcholu C.
Ozna¢éme D patu vysky z bodu C. Necht X je bod uvniti tsecky C'D. Oznacme
K ten bod na tiseéce AX, pro ktery BK = BC. Podobné ozna¢me L ten bod
na useéce BX, pro ktery AL = AC. Déle necht M je prusecik tiseéek AL a BK.
Ukazte, ze MK = ML. (IMO 2012, 5)

Uloha 38 (Brianchonova véta). Sestitthelniku ABCDEF je vepsana kruznice.
Dokazte, ze AD, BE, C'F prochéazeji jednim bodem.

NULOVE KRUZNICE

Uloha 39. Je déna kruznice k a bod A vné ni. Pro X € k ozna¢me Y prisecik
osy AX a teény k v X. Urcete mnozinu Y.

Uloha 40. Je dén trojthelnik ABC s vepsistém I. Kolmice na AT skrz I protne
BC v A’. Podobné definujme B’ a C’. Dokazte, ze A’, B’, C' lezi na piimce
kolmé na OI, kde O je opsistée ABC.

Uloha 41. Je déna kruznice k a p¥imka p. Bod P probiha p. Teény z P ke k
se ji dotykaji v T a U. Uvazme kruznici se stfedem P prochézejici body T', U.
Dokazte, ze vsechny takové kruznice prochéazeji dvéma spoleénymi body.

Uloha 42. KruZnice k, [ maji vnéjsi dotyk v bodé T'. Bod A probihé kruznici [.
Na kruznici k£ najdeme body B, C, aby AB, AC byly teény kruznice k. Pfimky
BT, CT protnou kruznici [ podruhé v bodech D, E. Najdéte mnozinu prisecikt
pfimek DFE a teCen ke kruznici [ v bodé A.

Uloha 43. KruZnice vepsana trojihelniku ABC se dotyka stran AB, AC v
bodech Z, Y. Zkonstruujme rovnobé&zniky BC'Y R, BC'SZ. Dokaite, ze GR =
GS,kde G=BYNCZ. (ISL 2009, G3)

HEZKE ULOHY

Uloha 44. Uvnitf thlu AV B je dan bod P. Piimka skrz P protne VA, VB v
X, Y. Zkonstruujte ptimku, pro kterou je sou¢in PX - PY minimalni.

Uloha 45. Bod O uvniti trojuhelnika ABC spliuje ZBOC = 90°, ZOBA =
ZOAC a ZBAO = ZOCB. Urcete AC/OC. (Moskva 2011)

Uloha 46. Na stranich AB, AC trojthelnika ABC s opsistém O jsou dany
body @, P. Oznacme K, L, M stfedy BP, CQ, PQ. Dokazte, Ze pokud se
(KLM) dotykd PQ, pak OP = OQ. (IMO 2009, 2)
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Uloha 47. Na stranich AB, AC trojthelnika ABC jsou dany body P, Q tak,
7e AP = AQ. Na usecce BC jsou dany body S, R tak, ze B, S, R, C lezi na
pfimce v tomto poradi a plati souc¢asné /BPS = ZPRS a ZCQR = ZQSR.
Dokaite, ze P, @, R, S lezi na kruznici. (USAJMO 2012)

Uloha 48. Kruznice k, [ se dotykaji v bodé T. Na k zvolime bod K. Te¢na k
[ vedend bodem K se ji dotykd v L. Dokazte, ze pomér KT /KL nezavisi na
volbé bodu K na k.

Uloha 49. Je dana piimka p, kruznice k, kterd ji neprotini, a bod M. Uva-
zme vSechny kruznice, které se dotykaji p a maji vnéjsi dotyk s k. Oznacme
odpovidajici body dotyku P a K. Dokazte, ze stfedy kruznic opsanych vsem
trojahelnikim PK M lezi na pfimce. (MO 57-A-1-5)

Vv

Bod P na polopfimce AG spliuje Z/OPA = ZCAB, bod @ na polopfimce BG
spliiuje ZCQB = ZABC. Dokazte, ze kruznice AQC a BPG se protinaji na
AB. (Kanada 2013)

Mo~

Uloha 51. V trojthelniku ABC' s vyskami AD, BE, CF ozna¢me A’ = BC'N
EF a podobné B’ a C'. Dokazte, ze A’, B, C' lezi na piimce kolmé na OH.

Uloha 52. Jsou dany dvé neprotinajici se kruznice k, I. Jejich spole¢né vnéjsi
teény se protnou v H ', spoleéné vnitini teény v H . Na k zvolme bod K tak,
%e piimky KH™, KH~ protnou ! ve ¢tyfech bodech. DokaZte, #e dva z nich
tvorl prameér [ a Ze primka skrz zbylé dva prochéazi pevnym bodem nezavislym
na K.

Uloha 53. Je dan trojthelnik ABC splimjici ZBAC = 30°. Dokazte, %e pokud
X, Y lezi na polopfimkiach AC, BC' tak, ze OX = BY, kde O je opsisté ABC,
pak osa tsecky XY prochazi pevnym bodem. (Bulharsko 2006)

Uloha 54. Jsou déany trojuhelniky PAB, PCD takové, ze PA = PB, PC =
PD a trojice P,A,C a B, P, D lezi na pfimce v téchto poradich. Libovolna
kruZnice skrz A a C se stfedem S; protne kruZnici skrz B a D se stiedem Sy v
X a Y. Dokaite, Ze stfed S1.5; je opsistém PXY. (Japonsko 2012)

Uloha 55. Je dan AABC. Po pfimce BC za bodem C se pohybuje X tak,
Ze kruznice vepsané trojuhelnikim ABX a ACX se protinaji. Oznacme jejich
priseciky P, Q. Dokazte, ze PQ prochéazi pevnym bodem. (ISL 2004 G7)

Uloha 56. Jsou dany dvé kruznice k, [ se stiedy K, L a tfi pfimky p, ¢, r ne-
prochézejici jednim bodem takové, ze kazda z nich vytina stejné dlouhou tétivu
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na k jako na [l. Dokazte, Ze kruznice opsand trojihelniku urcéenému ptfimkami
p, q, T prochazi stiedem tisecky K L. (Turnaj Mést 2008)

HINTY K ULOHAM

Hint 4. Bude to chordala.
Hint 5. Dokreslete celou kruznici.
Hint 6. Kdyz se kruznice dotykaji, splyva chordéla se spole¢nou te¢nou.

Hint 7. Méite mocnost stiedu k obéma kruznicim. Alternativné je to jen ra-
dikalni lemma.
Hint 8. Mocnost A k témto kruznicim je pevna.

Hint 9. DokaZte, Ze E mé k obéma kruznicim stejnou mocnost (pfeneste soucin
pomoci rovnobézky na jednu ze zdkladen).

Hint 10. Ukazte, ze druhy prisecik kazdé takové kruznice s AS je pevny.
Hint 11. Je to H.

Hint 12. Osa thlu déli protéjsi stranu ve znAmém pomeéru.

Hint 13. Porovnejte mocnost A k [ a mocnost D ke k.

Hint 14. Body B, C, D, N lezi na kruznici.

Hint 15. Tipnéte, kde se ji bude dotykat. Zmérte mocnost z C' a D.
Hint 16. Ovéite Pythagorovu vétu.

Hint 17. Vse se d&je na AC a BD.

Hint 18. Zkombinujte mocnosti s Cevovou vétou.

Hint 19. Sec¢téte mocnosti vrcholt k w.

Hint 20. Dokreslete osu thlu u A a vyjadiete vSe potiebné.

Hint 21. Rozdil mocnosti.

Hint 22. Rozdil mocnosti k opsané a I upravte na b - c — x2.
Hint 23. Najdi podobné trojithelniky.

Hint 24. Interpretujte rovnost thla jako te¢nost néjaké primky k néjaké kru-
7nici a vyuZijte, Ze chordéla pili spole¢nou teénu (nebo dokreslete t&tivovy
Ctyttahelnik).

Hint 25. Bud dokreslete soudasné rovnobéznik a t&tivovy ¢tyfthelnik, nebo
druhou kruznici ke spolecné tec¢né. Dotihlete.

Hint 26. Stfed pfepony je soucasné opsisté.

Hint 27. Méite podél M N, trojuhelniky BM D a DNC jsou rovnoramenné.
Hint 28. Téznice je chordala k a [, takze BCQP je tétivovy (mocnost z A).

Hledany prusecik oznacte X a dokazte, Ze trojuhelnik PX (@ je rovnoramenny
(u P, Q znéte uhly).
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Hint 29. Protnéte teny v A a X a posléze najdéte tétivovy ctyiuhelnik.
Hint 30. Protnéte (BWN), (CW M) podruhé.

Hint 31. Nejdiiv radikdlnim lemmatem dokazte, Ze na kruznici lezi ¢tverice By,
B, C1, Cs, podobné pro dalsi dvé ¢tverice. Mohlo by jit o tfi rizné kruznice?
Hint 32. Kde protne osa Al opsanou?

Hint 33. Dokazujte, ze D a E lezi na chordale kruznice opsané AABC a
kruznice skrz I a dvé pripsisté.

Hint 34. Oznacte PQNRS a po chordéle najdéte ortocentrum, nebo opakované
pouZijte definici mocnosti.

Hint 35. Dokreslete dalsi dvé kruZnice, aby byly pfimky BB’, CC’, HH' jejich
chordaly.

Hint 36. Pro radikalni lemma najdéte dvé kruznice a ukazte, z2e X = DENPI
k nim ma stejnou mocnost.

Hint 37. Pfed pouzitim radikalniho lemmatu dokreslete kruznice a protahnéte
usecky na primky.

Hint 38. Dokreslete tfi kruznice tak, aby byly AD, BE, CF jejich chordéalami.
Hint 39. Uvazte A jako kruznici s nulovym polomérem.

Hint 40. Uvazte I jako kruznici s nulovym polomérem, nebo spoctéte rozdil
mocnosti k opsané a vepsané.

Hint 41. Pfimka p je chordéla k a néjakého bodu.

Hint 42. Dokazte, ze DE je chordala k a bodu A.

Hint 43. Dokreslete A-pfipsanou.

Hint 44. Vepiste do AV B vhodnou kruznici.

Hint 45. Dokreslete obraz C ptres OB.

Hint 46. Nejdiive vyuhlete podobné trojuhelniky a prepisté pomeéry na souciny.
Hint 47. Kdyby se kruznice (PRS) a (QRS) lisily, co by byla jejich chordéla?
Hint 48. Zkombinujte mocnost se stejnolehlosti.

Hint 49. Vsimnéte si, ze pfimka PK prochazi pevnym bodem.

Hint 50. Uhlové podminky pielozte na te¢nosti. Tipnéte spravny bod na AB.
Hint 51. Najdéte dvé kruznice, ke kterym méa A’ stejnou mocnost.

Hint 52. Kombinaci mocnosti a stejnolehlosti vyjadiete pevné poméry. Me-
nelaus.

Hint 53. Ze symetrie — co to bude za bod? Dokreslete druhé pruseciky kruZnic
a pfimek.

Hint 54. Soudet mocnosti.
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Hint 55. Osa thlu, stfedni pricka a spojnice bodt dotyku prochézeji jednim
bodem.
Hint 56. Chordala, stfedni pficka a Simsonova piimka.
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DOKAZOVANIE DELITELNOSTI
MARTIN ,VODKA“ VODICKA

ABSTRAKT. Prispevok obsahuje tlohy na dokazovanie delitelnosti, ktoré
sa daju riesit pouzitim takmer ni¢oho, no aj tak byvaji na MO ako tazké
ulohy.

Pomerne vela olympiddnych tloh z tedrie ¢isel vyzerd tak, ze mdme dokazat,
7e nieco deli niefo iné. Pri tychto tlohach ¢asto nie je potrebné pouzit vela
zbrani, ale treba ich pouzit velmi efektivne.
dobré ich nechat tak a pracovat so zlomkovymi kongruenciami. Definujeme ich
napr. takto:

Definicia. Ak (a,p) = 1, tak 1 = a=! (mod p), kde a™! je také ¢&islo, ze
aa"' =1 (mod p).

KedZe a, p st nesudelitelné, je jasné, Ze taky je prave 1 zvysok. Lahko overime,
7e také kongruencie vieme séitat a ndsobif normalne.

Samozrejme vSetko ide aj bez nich, ale vyrazne ulahéuji robotu, lebo mézeme
bez obav kratif zlomky modulo nejaké prvocislo. A nevadi ndm, Ze nezostani
celé ¢isla. AvSsak musime si dat pozor, ak mame v menovateli nieco sudelitelné,
vtedy to musime pokratit normélne a aZ potom nasadif kongruencie.

Okrem toho hlavne pri praci s mocninami pouzivame klasické vety:
Veta (Mala Fermatova). a? = a (mod p).
Veta (Eulerova). Ak (a,n) = 1, potom a¥™ =1 (mod n).

Dalsia dobra technika je v sume alebo v sti¢ine nejako popéarovat ¢leny, ktoré
spolu dévaja nieGo pekné. Ako pri dokaze Wilsonovej vety

Veta (Wilsonova). (p—1)! = —1 (mod p).

Hodi sa poznat vzorce na stcet mocnin. Predsa len zabif 10 min(t odvodzo-
vanim je nanic.



50 MARTIN ,VODKA“ VODICKA

Lemma (Trololo).

(1) 12422 4 ... 2 = oD@l
(2) 124324+ 4 (2n — 1)2 = n@n=U@ntl)

3
(3) 13+23+...+n3:M'
A aj ak si ich nepamiitate, hodi sa vediet jednu vec:

Lemma (Myjava). Ak p je prvocislo, p — 11k, tak
p—1
D | Z it
i=0

Okrem takychto prikladov st ¢asté priklady, kde nejakd delitelnost plati pre

.....

dosadif spravne ¢islo. No najst ho je tazké. Treba len skusat, skusat a skusat.
Vhodné st nejaké prvocisla alebo nieco, ¢o tu delitelnost zjednodusi.

No najlep$ie je mat uz nieco naratané, lebo budete mat lepSiu intuiciu. A
preto:

JuPi IDEME RATAT!

Uloha 1. Dokazte, 7e pre vietky prvoéisla p > 3 plati
2p —1
3
—1.
7 (p -1 )
Uloha 2. Nijdite vietky prvocisla p také, ze

p3|1§<§)

2

(CPS 2008)

Uloha 3. Dané sti neparne prirodzené ¢&isla m > 1, k a prvoéislo p také, ze
p > mk + 1. Dokazte, ze

2| E\™ N E+1\" (P n"
AV k ko)
(Kazachstan 2011)

Uloha 4. Nech k > 2 je celé. Dokaite, 7e 23 delf &slo (%5, ) — (,2., ), ale 2%h+1
nie. (Shortlist 2007)
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Uloha 5. Nech n je a prirodzené. Dokazte, Ze ¢isla

) ) (2

st kongruetné 1,3,5,...,2" — 1 (modulo 2") v nejakom poradi.
(Shortlist 2008)

Uloha 6. Nech p > 2 je prvodislo. Dokazte, ze

fi(—l)’“@ (pzk> =t mear

k=0
(Monogolsko TST 2011)

2p_ ™~ v
2 3 L. Dokaite, ze n | 2" — 2.

1KS N4, prvy ro¢nik
y

Uloha 7. Nech p > 3 je prvocislo a n =
Uloha 8. Nech p je prvoéislo a n > p. Dokézte, Ze
n n
pl - =
p p

Uloha 9. Prvodislo p > 3 déava zvysok 2 po deleni 3. Nech ay = k% + k + 1 pre
k=1,2,...,p— 1. Dokéazte, Ze a1as...ap,—1 =3 (mod p). (Polsko)

(India 2003)

Uloha 10. Nijdite vSetky prvoéisla p, ze

p—1
PPy i
i=1
(Slovenské vyberko 2010)

Uloha 11. Nech p > 3 je prvoéislo. Dokazte, ze

pl1+ > ijk.

2<i<j<k<p—1

Uloha 12. Nech p je nepéarne prvoéislo. Dokézte, Ze

: 2-2°
Z P2 = (mod p).

(Singapore 2012, {KS N3, 2. ro¢nik)
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Uloha 13. Dokazte, ze pre prvoéislo p plati

p—1

1
Zk2p71 = p(p; ) (mod p2)'
k=1
(Kanada 2004)
Uloha 14. Nech ¢ = %, kde p je neparne prvocislo, a
R R —
17 2.3.4 5-6-7 g+ 1)(q+2)
Dokazte, ze ak % — 28, = T pre celé m, n, tak p [ m —n. (USA 2010)

Uloha 15. Nech A je nekoneénd mnozina prirodzenjch &isel. N&jdi vietky n
také, Ze pre kazdé a € A, a” +a" ' +---+al +1]a™ +a V' 4 et 41,
(Srbsko 2010)

Uloha 16. Nech p je prvoéislo. Dokézte, Ze existuje prvocislo g také, ze ¢ nedeli
nP — p pre ziadne n. (Shortlist 2003)

Uloha 17. Nech p > 5 je prvocislo. Dokézte, ze existuje celé ¢islo a (1 < a <
p — 2) také, ze ani a?~1 — 1, ani (a + 1)~ — 1 nie st delitelné p.
(Shortlist 2001)

Uloha 18. N4jdi vetky prvoéisla p také, 7e existuje nekoneéne vela prirodze-
nych n, pre ktoré plati: p | n"*! + (n + 1)". (China 2012)

Uloha 19. Pre vsetky prirodzené n plati b +n | a™ + n. Dokézte, Ze a = b.
(Shortlist 2005)

Uloha 20. Néjdite vSetky také n, Ze existuje prave jedno a < n! také, Ze
n!|a™+ 1.

Uloha 21. Nech m a n st prirodzené. Dokazte, ze
6m | (2m+3)"+1<4m|3" + 1.
(Vietnam 2008)

HINTY K ULOHAM

Hint 1. 2p —i = p+ (p — i), roznésobit a to, ¢o ostalo, je dost jednoduchsie,
pouzit zlomky a popéarovat.

Hint 2. Delitelnost p? je zrejma, vydelif a ostane len jednoduchy stcet zlomkov.



DOKAZOVANIE DELITELNOSTI 53

Hint 3. Tentoraz pre¢ so zlomkami a vynasobme k!. Poparujte prvy s posled-
nym atd. a mate delitelnost p. Zmodulujte p?. To, ¢o ostalo, vyzerd ako nejaké
P0)+ P(1) + ... P(VT’H), kde P je polyném. Neviete ten stcet predlzif po
p — 1?7 Potom Myjava.

Hint 4. Upravte na jeden zlomok a povyberajte z ¢itatela vSetky mocniny 2 a
zvySok dajte na stcin. Ostane spoditat, ktord mocnina 2 deli

k@ -1)---@"+1)-@2F-1)---3-1.
A to sta¢i zmodulovat 23%. Dobre sa pracuje so zlomkami. . .

Hint 5. Zapiste si kombinaéné &isla ako zlomky, pokrafte ich modulo 2”. Co
ostalo? Vyzerd to na indukciu. Sticet dvoch susednych je dokonca delitelny 2",
do indukcie treba aj to, Ze 2"t uz nie.

Hint 6. Prvy a posledny ¢len nechajte bokom, zvysné upravte, vyberte p a
zmodulujte p?. Ostal len ten posledny ¢len, d4 sa ruc¢ne, ale o prva tiloha? :)

Hint 7. Zrejme n | 227 — 1, nedalo by sa z toho dostat k tej delitelnosti?

Hint 8. Pokratte to kombinac¢né ¢islo modulo p.

Hint 9. K>+ k+1= %, moéZe sa stat, ze a3 = 37

Hint 10. Popérujte ¢leny i3 + (p — )P
Hint 11. Vyjadrite to len pomocou staétu, sté¢tu druhych a stctu tretich moc-
nin. A to Tahko zmodulujete.
Hint 12. 2” si zapiSte ako stucet kombinaénych éisel, pokratte p a pracujte so
zlomkami.
Hint 13. Popérujte ¢leny 2?1 + (p — i)?P~ 1,

1

: 1 1 1,11
Hint 14. mr—ysrmern = 23%5-1 — 36 T 23551
—|—%ﬁ, ¢o musime pripoéitat? A potom uz len lahko zmodulovat zlomky.

Najlepsie by bolo mat aj tam

Hint 15. Prenasobte tu delitelnost (a — 1). Potom uz buda podstané zvysky
exponentov po deleni (n + 1)

Hint 16. Kongruencia s mocninou je fajn, ak mé na pravo 1. Zial polozif p = 1
nefunguje, no ¢o takto zv§sit exponent aZ na p? a potom tam dat 1?

Hint 17. Mézu aj a1 — 1, aj (p — a)?~! — 1 byt delitelné p??

Hint 18. n=p—2

Hint 19. Skuste zariadit, aby nejaké velké prvocislo delilo b™ + n.

Hint 20. Skuste také a néjst, ak neviete ndjst druhé, skiiste pomocou Eulera
dokézat, Ze uz iné nie je.
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Hint 21. Vyzera to skoro ako zrejmé tvrdenie, no len pre neparne m. AvSak
pravé strana pre parne m nemoze platit — treba ukdzat, Ze ani lava. A po troche
hrania sa zo zvySkami po deleni 3 a 4 vyjde, Ze treba dokazat, ze 3" + 1, kde n
je neparne, nem4 prvoéiselného delitela tvaru 6k — 1, a tam pomdze reciprocita.
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