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Cudna geometria

Adam DZavoronok

Abstrakt. Tento prispevok zoznamuje s pristupmi riesenia geometrickych tloh,
ktoré sa vymykaja standardnym zadaniam a obsahuju ,,cudné“ podmienky alebo
obsahuju konfiguracie s 2026 bodmi.

Konstrukcie a Dokreslovanie
Zhrnieme si zopar pristupov ako bojovat s na prvy pohlad zvldstnymi podmienkami.

e Ak je v zadani nejaké dlzkova podmienka vo velkej ¢asti pripadov sa oplati
dokreslit nejaky vhodny pomocny bod.

e Skis zamyslief, ako by si dany bod vhodne skonstruovat

e Wishful thinking: Co by tak mohlo platit, aby sa dané podmienky mohli dat do
savisu.

e Neboj sa predefinovat si body.

Nezabudnime, pritom myslief aj na zvySok konfigurcie a rozmyslief si ako sa daju
vhodne preniest dlzky uhly sa pomocou projekcii alebo obvodovjch uhlov. Castym
trikom je taktiez vhodne predlzit tse¢ky v obrazku, aby sa nam uhlova podmienka
objavila v obrazku.

Zaciname sa ¢udovat

Uloha 1. V pravidelnom pituholniku ABCDE sa kolmica z bodu C na priamku
CD pretina s priamkou AB v bode F. Dokézte, ze AE + AF = BE.
(IGO 2017 E3)

Uloha 2. V trojuholniku ABC vntitorna osa uhla ZABC pretina AC v bode P.
Nech [ je stred kruznice vpisanej trojuholnika ABC'. Dokézte, ze ak AP+ AB = CB,
potom API je rovnoramenny trojuholnik. (Brazilia 2006)

Uloha 3. KruZnica m4 stred na strane AB tetivového Stvoruholnika ABCD. Ostatné
tri strany sa dotykaja kruznice. Dokézte, ze AD + BC = AB. (IMO 1985)

Uloha 4. Nech ABCD je lichobeznik so zékladiiami AB a CD, v ktorom plati AB+
CD = AD. Uhloprie¢ky AC' a BD sa pretinajia v bode E. Priamka prechadzajica
bodom F a rovnobezné so zékladiami lichobeznika pretina AD v bode F'. Dokézte,
ze <BFC = 90°. (Polsko juniori 2018)

Uloha 5. Bod P lezi vnttri trojuholnika ABC, takze ZABP = /PCA. Bod Q je
taky, ze PBQC' je rovnobeznik. Dokazte, ze ZQAB = ZC AP. (Briténia 2012)



Uloha 6. Bod O lezi vnitri rovnobeznika ABCD tak, ze ZAOB + ZCOD = 180°.
Dokazte, ze ZOBC = Z0DC. (Kanada 1997)

Uloha 7. Nech vnttorny bod P konvexného tvoruholnika ABCD je taky, ze
/PAD = /ADP = /CBP = /PCB = /ZCPD.
Nech O je stredom (CPD). Dokazte, ze OA = OB. (CKMO 2024)

Uloha 8. Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik a bod P spliajici: AB = AP
DP=DC, /ZPBA=2/PAD a /PCD =2/PDA. Ozna¢me O stred (PBC) a M
stred OP. Dokazte MA = M D (DuoGeo)

Uloha 9. Vnitri tetivového stvoruholnika ABCD st body P a Q, také ze ZPDC +
/PCB, /PAB+ /PBC, ZQCD+ ZQDA a ZQBA+ ZQAD st vsetky rovné 90°.
Dokéazte, ze priamka PQ zviera s priamkami AD a BC rovnaky uhol.

(ARO 2013)

Uloha 10. V konvexnom $tvoruholniku ABC D sa uhlopriecky AC a BD pretinaja v
bode P. Vieme, ze ZDAC =90° a2/ADB = ZACB. Ak méame /DBC+2/ADC =
180°, dokéazte, ze 2AP = BP. (IGO 2018 12)

Uloha 11. Dany je konvexny Sestuholnik ABCDEF taky, ze AB = BC,CD =
DE #+ AD,EF = FAa/BDC+/EDF = /FDB. Dokaite, ze /CBA+ /EDC +
ZAFFE = 360° (KKMO 2026)

Uloha 12. Nech ABC je trojuholnik s uhlom ZBAC = 60°. Nech AP, BQ st osy
uhlov ZBAC a ZABC pri¢om P lezi na tsecke BC' a @ lezi na tsecke AC. Ak plati,
7e AB + BP = AQ + QB, aké st uhly trojuholnika ABC? (IMOSL 2001)

Neprestavame sa divit

Uloha 13. Obdlzniky BCC, By, CAA,Cy a ABB; Ay st skonstruované mimo ost-
rého trojuholnika ABC. Predpokladajme, Ze

/BCC+ Z/CA A+ ZAB1B = 180°.
Dokéaz, ze priamky B1Cs, C1 A a A1 Bs sa pretinaji v 1 bode. (USAMO 2021)

Uloha 14. Majme konvexny $tvoruholnik ABCD. Bod P lezi vo vnitri ABCD.
Platia nasledujice pomerové rovnosti:

LPAD : /PBA: /DPA=1:2:3=/ZCBP:/ZBAP: /BPC.

Dokaz, ze nasledujuice tri priamky sa pretnd v jednom bode: vnutorné polpriamky
uhlov ZADP a ZPCB a os usecky AB. (IMO 2020)



Uloha 15. Nech ABCD je tetivovy stvoruholnik s /BAD < ZADC. Nech M
je stred obluka CD, ktory neobsahuje bod A. Predpokladajme, Ze existuje bod P
vnatri ABCD taky, ze ZADB = /CPD a ZADP = /PCB. Dokéz, ze priamky
AD,PM a BC sa pretinaju v jednom bode. (IMOSL 2023)

Uloha 16. Nech ABCDE je konvexny patuholnik a nech M je stredom tsecky AB.
Predpokladajme, Zze usecka AB je doty¢nicou kruznici (CME) v bode M a Ze bod
D lezi na kruzniciach (AME) a (BMC). Priamky AD a ME sa pretinaju v bode
K a priamky BD a MC sa pretinaja v bode L. Body P a @ lezia na priamke EC
tak, ze /ZPDC = ZEDQ = ZADB. Dokaz, ze priamky K P, LQ a M D sa pretinaja
v jednom bode. (IMOSL 2024)

Uloha 17. V trojuholniku ABC' lezi bod A; na strane BC a bod Bj lezi na strane
AC. Nech P a () st body na tseckich AA; a BB, tak, ze PQ je rovnobeZna s
AB. Nech P, je bod na priamke PB;, taky, ze B; lezi presne medzi P a P a
/PP,C = ZBAC. Podobne nech @1 je bod na priamke Q A, taky, ze A; lezi presne
medzi Q a @, a LZCQ1Q = LCBA. Dokaz, ze body P,Q,P; a Q1 st na jednej
kruZnici. (IMO 2019)

Uloha 18. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s AB < AC a nech D a E sa
body na strane BC tak, ze BD = CE a D lezi medzi B a E. Predpokladajme, Ze
existuje bod P vnutri ABC taky, 7ze PD || AE a ZPAB = ZFEAC. Dokéite, 7e
/PBA = /PCA. (ELMO 2012)

Uloha 19. Nech ABCD je §tvoruholnik taky, e AB = BC = CD. Na polpriamkach
CA, BD lezia body X,Y tak, ze BX = CY. Nech P,Q,R,S su stredy useciek
BX,CY, XD,Y A. Dokézte, ze body P,Q, R, S leZia na kruZnici. (CAPS 2024)

Uloha 20. Nech P je bod vo vnitri §tvoruholnika ABCD taky, ze:
/BPC =2/BAC , /PCA=/PAD , /PDA=/PAC
Dokéazte /ZPBD = |/BCA— ZPCA|. (Iran TST 2017)

Uloha 21. Nech ABC je trojuholnik s faziskom G. Body R a S st zvolené na
polpriamkach GB a GC' tak, ze ZABS = ZACR = 180° — ZBGC. Dokazte, ze
/RAS + /BAC = /BGC. (USA TSTST)

Uloha 22. V trojuholniku ABC nech O a H je stred opisanej kruznice a ortocen-
trum. Bod P je obrazom bodu A vzhladom na OH. Predpokladajme, Ze bod P nie
je na tej istej strane ako bod A v trojuholniku BC. Body FE, F' lezia na stranach
AB, AC tak, ze BE = PC ,CF = PB. Nech K je priese¢nik AP, OH. Dokazte, ze
/EKF =90° (Iran TST 2017)



Uloha 23. Nech ABCDE je konvexny pifuholnik taky, ze BC || AE, AB =

BC+ AE, a ZABC = ZCDE. Nech M je stredom tisecky CE a nech O je stredom

(BCD). Za predpokladu, ze ZDMO = 90°, dokézte, ze 2/BDA = ZCDE.
(IMOSL 2010)

Vela bodov

Ked sa v zadani vyskytne vela bodov, méze to posobit celkom odstrasujico. Na
druhej strane Castokrat tloha je rieitelné celkom dobre analyticky alebo vektorovym
nadhladom. Pri tomto pristupe sa ¢asto vyuzije nasledovné lematko.

Lema. Ak je n-uholnik orientovany, sucet vektorov zodpovedajtcich straniam je
nulovy.

Ak chceme riesit tllohu synteticky uréite pomoze sa pozriet iba na nejaka ,lo-
kalnu“ konfiguraciu a toto pozorovanie uplatnit. Castokrat sa pritom zide hladat a
hadat mozné tetivovce a $pirdlky.

Uloha 24. Na stranach rovnostranného trojuholnika ABC' je zvolengch est bodov:
Ay, As na BC, By, By na CA a Cq, Cy na AB, tak, Ze st vrcholmi konvexného
Sestuholnika A; Ay By BoC Cy s rovnakymi dizkami stran. Dokazte, ze priamky A; By,
B1Cy a C1 Ay sa pretinaju v jednom bode. (IMO 2005)

Uloha 25. Nech ABCDEF je konvexny Sestuholnik s AB = DE, BC = EF,
CD=FAa/lA—-/D=/C—-/LF =/F — /B. Dokazte, ze uhlopriecky AD, BE
a C'F sa pretinaji v jednom bode. (IMOSL 2013)

Uloha 26. Nech A; A543 ... A, je pravidelny n-uholnik. Nech B, a B,,_; st stredy
jeho stran Ay Ay a A,,_1 A,,. Takisto pre kazdé i € {2,3,4,...,n — 2}. Nech S; je prie-
se¢nik priamok A; A; 41 a A, A; anech B; je priesenik vnutornej osi uhla £A4;5; 4,1
s tiseckou A;A;1 1. Dokézte, 7e 22:11 £A1B; A, =180°.

Uloha 27. V roviné lezi dva pravidelné (ne nutné shodné) 2n-tihelniky, jejichz
prinikem je 4n-thelnik P Ps...Py,. Uvazime-li kazdou druhou jeho tihlopricku, tedy
Pog11Pogs1+42n pro 0 < k < n — 1. Pak vSech n téchto uhlopficek prochazi jednim
bodem. (1KS 11/5)

Uloha 28. Nech A,C5B;A3C) Bs je rovnostranny Sestuholnik. Nech O; a H; ozna-
¢uju stred opisanej kruznice a ortocentrum trojuholnika AA;B;C7 a nech O a Hy
oznacuju stred opisanej kruznice a ortocentrum trojuholnika AA;BsCsy. Predpo-
kladajme, ze 01 7é 02 a H1 7é H2. Doka’éte, 7e priamky 0102 a H1H2 s bU(f
rovnobezné, alebo sa zhoduju. (USEMO 2021)



Uloha 29. Nech d >3 anech A; ... A4, je simplex (konvexny obal d + 1 bodov,
ktoré nelezia v spolo¢nej nadrovine.) Pre kazdé ¢ = 1,...,d + 1 nech O; lezi v
nadrovine A; ... A;_1A4;11...Agr1 a méa rovnaka vzdialenost od vSetkych bodov
Ar, .o A1, Ajve, ..o, Agyr. Pre kazdé i vedme priamku prechéddzajicu bodom A;
kolmd na nadrovinu Op...0;—1 O;11...0441. Dokdzte, Ze tieto priamky s bud
rovnobezné, alebo maju spoloény bod. (VJIMC 2016)

Uloha 30. Nech P, P; ... Pig je tetivovy 100-uholnik a nech P; = P; 19 pre vetky
1. Definujme @; ako priesec¢nik uhlopriecok P;_oP; 11 a P;_1 P12 pre vSetky celé Cisla
i. Predpokladajme, 7e existuje bod P, ktory splia PP; 1 P;_; P, pre vietky celé
éisla i. Dokazte, ze body Q1,Q2, ..., Q100 lezia na kruznici. (USA TST)

Geometrické nerovnosti

Niekedy sa objavi tiloh, kedy mame ukézaf nejaki nerovnost. Castokrat sa len al-
gebraicky ubus$i ale niekedy je potrebné vyuzit nejaké geometrické tvrdenie alebo
avahu.

Uloha 31. V trojuholniku ABC uvazme vnitorny bod M . Dokézte, ze
min{MA, MB,MC}+ MA+ MB+ MC < AB+ AC + BC.
(IMOSL 1999)

Uloha 32. Nech ABCD je tetivovy $tvoruholnik taky, ze /BAD < /ADC. Do-
kazte, ze AC +CD < AB + BD.

Uloha 33. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Nech w je kruznica, ktorej stred L
lezi na strane BC. Predpokladajme, Ze w sa dotyka AB v bode B’ a AC v bode (.
Predpokladajme tiez, ze stred kruznice (ABC') lezi na kratSom obliku B’C’ kruznice
w. Dokézte, ze (ABC) a kruznica w sa pretinaji v dvoch bodoch. (IMOSL 2011)

Uloha 34. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik vpisany do kruznice I'. Nech A; je
kolm4 projekcia bodu A na priamku BC tak, ze AA; je vyska. Nech B; a C st
kolmé projekcie bodu A; na tsecky AB a AC. Bod P je taky, ze stvorec AB;PCy
je konvexny a ma rovnakt plochu ako trojuholnik ABC'. Je mozné, aby bod P lezal
vyluéne vo vnutri kruznice I'? (APMO 2025)

Uloha 35. V konvexnom Sestuholniku ABCY XD méme LACY = /BDX =
90°, /BAC =2/CAY,/ABD =2/DBX, XY = DX + CY Dokézte, Ze

AC+ BD - AB

V(CD - DX)(CD - CY) < 5



Uloha 36. Je dany ostrouhly trojuholnik ABC a H a O su jeho ortocentrum a
stred opisanej kruznice. Nech K je stredom tsecky AH a { je priamka prechadzajtuca
bodom O. Nech P a @ su priese¢niky bodov B a C s priamkou /. Dokazte, zZe
KP+ KQ > BC. (RMM 2023)

Uloha 37. Nech ABC je trojuholnik a D bod na jeho strane BC. Body FE, F lezia
na polpriamkach AB, AC' za vrcholmi B, C tak, ze BE = BD a CF = CD. Nech
P je bod taky, ze D je stredom kruznice vpisanej trojuholnika PEF. Dokazte, ze P
lezi vnutri (ABC) alebo na nej. (CAPS 2024)

Uloha 38. Nech P je bod vo vnttri trojuholnika ABC. Nech AP pretina BC v
bode Aj, nech BP pretina C'A v bode B; a nech C'P pretina AB v bode Cj. Nech
A, je bod taky, ze A; je stredom tsecky PAs, nech Bs je bod taky, Ze B; je stredom
usecky PBs, a nech Cs je bod taky, ze C je stredom tsecky PCs. Dokaz, ze body
As, By a Cy nemdzu lezat vsetky striktne vnatri (ABC). (IMOSL 2019)

Literatira a zdroje
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/constructions.pdf
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Hinty

Hint 1. Dokreslite F’ na polpriamke EA, aby FA = F'A’.

Hint 2. Dokreslite P’ na priamke AB, 7e AP = AP’.

Hint 3. Vol T na AB, ze DA = AT.

Hint 4. P na AD 7ze AB= AP,CD = PD.

Hint 5. Doplii APB na rovnobeznik.

Hint 6. Dopliite vhodne na rovnobeznik.

Hint 7. Zacni kreslit obrazok bodom P.

Hint 8. Zacni kreslit obrdzok bodom P.

Hint 9. Co hovori podmienka?

Hint 10. Nejak preklop P

Hint 11. Niec¢o vhodne preklop

Hint 12. Nech X a Y st body na polpriamke AB a tsecke AC tak, ze BX = BP a
BQ = QY.

Hint 13. Co dokreslit do obréazka, aby si mohol pouzit uhlovi podmienku?
Hint 14. Uhadni, ¢o by mohol byt ten priesecnik.

Hint 15. Niec¢o vhodne pretni

Hint 16. Nieco vhodne pretni

Hint 17. Nieco vhodne pretnite

Hint 18. Dopli vhodné rovnobezniky.

Hint 19. Dokresli daco, aby si mohol mocnit

Hint 20. Dokresli T, aby ABPT ~ AAPC ~ ADPA

Hint 21. Dokresli daco, aby si mohol ,mocnit.“

Hint 22. Preklop P podla stredu BC

Hint 23. P na AE tak, 7e AP = AB

Hint 24. Vektory

Hint 25. Najprv sa zamysli,éo znamend podmienka. Potom opéft vektory a trochu otacania.
Hint 26. Zameraj sa na A1 A;Ai+1A,. Mozno sa zidu harmonické zvizky.
Hint 27. N4jdi vhodnu Spiralku

Hint 28. NieCo mudro dokresli a vektory.

Hint 29. Skiste si rozmysliet najprv d = 2 a d = 3 a vymyslief vhodné zovSeobecnenie.
Hint 30. glhf

Hint 31. Vhodne si trojuholnik rozdelte

Hint 32. Bud sinujte alebo dokreslite vhodny stred obliku

Hint 33. Ukazte, ze ZBAC < 60°.

Hint 35. Dokreslite si vhodné osi uhlov a pity vysok a bash.

Hint 36. Dokreslite sted BC' a spomerite si na zndmu geometrickl nerovnost
Hint 37. Pozrite sa na (AEF)

Hint 38. Uvaz vhodnu afinnt transforméciu



Kombinatoricka geometrie
David Hromddka

Abstrakt. Ulohy z kombinatorické geometrie se objevuji nap¥i¢ olympiadni i
vysokoskolskou matemtikou. Jejich feSeni jsou dost Casto trikova, hezka, ale i
tézka. Kdyz uz ale ¢lovék na takové feseni prijde, tak ten cas nad tim straveny
za to opravdu stoji.

Tipy a triky

Reseni tiloh z kombinatorické geometrie je zdbavné, ale miiZze byt i dost tézké. Casto
totiz je potreba si z tlohy vybrat pouze to dilezité, coz na prvni pohled nemusi byt
viibec zfejmé.

V naprosté vétsiné prednasky si vystac¢ime ,,jenom* s kombinatorickou geometrii

v roviné. Pravé ta se nejCastéji vyskytuje ve vSemoznych soutézich a mnohdy z ni
jsou ty nejtézsi ulohy.

Na tulohy nejsou uplné obecné postupy, kterymi bychom mohli tlohy mlatit,

prestoze teorie za ni je bohata. Tuto teorii ale v podstaté nikdy na soutézi ¢lovek
nevyuzije, proto si predstavime par tipu a trikd, které mohou s tlohami pomoci.

e Spojitost

Nékdy se nam naptiklad mize hodit, ze budeme s né¢im spojité ,hybat* — napf.
posouvat, otacet nebo nafukovat. Musime si ale v takovém ptipadé davat pozor,
jestli to, co tvrdime, je opravdu pravdivé. Casto se také vyskytuje tzv. diskrétni
spojitost. Pokud se néjaka celociselnd hodnota postupné méni o +1 a vime, ze
v néjakou chvili nabyva m a jindy n, tak mezitim musela nabyt vSech hodnot
mezi nimi.

Extremalnt princip

Ob¢cas se stane, Ze se divame na ndjaky objekt a bud méame tilohu hotovou nebo
najdeme v néjakém smyslu mensi objekt. Tak pro¢ rovnou nevzit ten nejmensi?
A pokud zrovna ne nejmensi, tak nejvétsi? Nejvice vleco? S nejmensim tthlem?
Timto zptsobem se miize mnoho FeSeni velice zprehlednit a zjednodusit.

Invarianty a monovarianty

Co kdyz chceme ukézat, ze néco nékdy nenastane? Muzeme napfiklad najit
vhodny invariant, tedy néco, co se nemeéni, a vyloucit tim, co chceme. K tomu
se vaze velmi podobny monovariant, kdy se véc, co sledujeme sice méni, ale
velmi predvidatelnym zpusobem, naptiklad v kazdém kroku nam néjakéd hod-
nota vzroste o 1.

Chytré pocitani

Jako v kazdé jiné kombinatorice, obcas se vyplaci néco chytfe spocitat, tfeba i
vice zpusoby.
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Konvexni obal

Kdyz mam nékolik bodu v roviné, tak uvazeni konvexniho obalu mutze velmi
casto pomoci, napriklad protoze se nékteré podminky na hranici konvexniho
obalu chovaji mnohem lépe.

Triangulace
Kazdy mnohothelnik lze roziezat na trojthelniky s jeho vrcholy. (Pokud se nu-
di8, zkus si toto rozmyslet. Pro nekonvexni trojihelniky to neni zas tak zjevné.)

Obarvovdni
Obarvovani je jen pfehlednéjsi zpusob, jak véci rozdélovat do néjakych mnozin,
coz ulohu casto zptehledni.

Dirichletuv princip

Kdyz mam moc holubd na malo holubniki, tak je v néjakém holubniku vic jak
jeden holub. No, moc svétoborné to nezni, ale ¢asto se hodi a kdyz tomu feknete
Dirichletuv princip, tak to zni, ze vite, co délate.

Algoritmizace
Nékdy muzeme problém néjakym algoritmem postupné prevadét na jednodussi
a jednodussi problémy. Casto se miize hodit hezky invariant.

Pravdépodobnost

Pocitani diskrétni pravdépodobnosti je vlastné jen pfevlecena kombinatorika.
Ale spocitat obcas néjakou tu stfedni hodnotu a pouZivat jeji vlastnosti muize
praci velice zjednodusit. Je potfeba si davat ale pozor, protoze s pravdépodob-
nosti se ¢lovék velmi jednoduse spali.

Indukce
I na tu samotiejmé dojde. Indukovat mizeme samoziejmé podle velké fady véci,
ale opét je potfeba davat pozor, protoze ne vSe jde zindukovat.

Vety

Jak uz bylo feceno, teorii se moc zabyvat nebudeme, ale pokud néjakou znate,
nebojte se ji vyuzit! Jedna velmi ¢asto pouzivand véta, je koneénd verze Hellyho
véty. Ta tvrdi, ze pokud méame n > d + 1 konvexnich mnozin v R? takovych, ze
kazda jejich (d 4 1)-tice m4 neprazdny priinik, tak maji vSechny tyto mnoZiny
neprazdny prunik. V prednasce se muze obcas hodit verze prod =1 a d = 2.

A samoziejmé nebojte se pouzit cokoliv dalsiho!

Folklore

Na zacatek tu jsou néjaké ty provarené ulozky. I kdyz jste se s kombinatorickou
geometrii pfedtim nijak specialné nesetkali, tak vétsinu z nich asi budete znat. Pokud
ale néjaké z nich neznate, tak vymyslet ten spravny trik, mize dat zabrat.

Uloha 1. Rozdélte étverec na 13 shodnjch ¢asti.
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Uloha 2. Najdéte Sestitthelnik, ktery lze jednim rovnym Fezem rozdélit na 4 shodné
trojuhelniky.

Uloha 3. Na opac¢nych stranach tsecky délky 1 jsou mravenisté s m a n mravenci. Ti
vybihaji proti sobé ve vtefinovych intervalech ryhlosti 1. Kdyz do sebe dva mravenci
narazi, tak se otoc¢i a bézi zpét. Kdyz néktery prebéhne pres kraj tisecky, tak z ni
spadne. Za jak dlouho v8ichni mravenci popadaji?

Uloha 4. Z tabulky 2" x 2" nékdo ukradl jedno policko. Dokazte, Ze zbytek tabulky
1ze pokryt pomoci rohovych triomin.

Uloha 5. V roviné je ddno n > 3 bodi tak, Ze nelezi viechny na jedné piimce.
Ukazte, ze existuje kruznice, kterd prochéazi alespon tfemi z nich tak, Ze uvnit¥ ni
neni zadny dalsi.

Uloha 6. Krivos dostal k narozeninam kruhovy dort a hned rozhodl se pilku darovat
Davidovi. Mezitim mu ale Misko stihl dort nakrajet netradi¢énim zptsobem na 4k
kouskti. Pilka z nich je velkd a druhé pilka je naopak mala a jesté k tomu jsou
uplné pomichané! (VSechny velké kousky maji stejnou velikost, stejné tak ty malé.)
Dokazte, ze i tak Krivos zvladl najit n€kolik za sebou jdoucich kouskt, které tvori
presné polovinu dortu. (PraSe 33-5-5)

Uloha 7. Na kruznici jsme ndhodné vybrali n bodii. Jaka je pravdépodobnost, ze
leZi na jedné pulkruznici?

Uloha 8. Po kruhovém rybni¢ku plave kachnicka. Na obvodu ¢fha liska, ktera je
¢tytikrat rychlejsi, ale boji se vody. Kachnicka chce liSce utéct, ale umi vzlétnout jen
ze souse. Umi lisce uniknout?

Uloha 9. Je mo#né rozdélit ¢tverec na nékolik ostrothlych trojihelniki?

Uloha 10. Je ddna konvexni mnozina M v roviné, jejiz kolmy priimét na libovolnou
pfimku je tsecka délky 1. Musi M byt kruh?

Uloha 11. V roviné je nékolik much a vime, Ze kazdé tii z nich umime piiklopit
kruhovym hrncem. Ukazte, Zze pak uz umime ptiklopit vS§echny mouchy naraz.

Uloha 12. V roviné je n modrych a n &ervenjch bodi v obecné poloze. Dokaizte, Ze
umime popéarovat cervené body s modrymi tak, ze kdyz spojime poparované body
tseckami, tak se zadné dvé tyto usecky nekiizi.

Uloha 13. Rozfezali jsme obdélnik na mensi obdélniky a zjistili jsme, ze kazdy

z mens§ich obdélniki mé alespon jednu stranu celociselnou. Dokazte, Ze i ptivodni
obdélnik musel mit alesponi jednu stranu celociselnou.
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Uloha 14. Kruhovou studnu s préimérem 10 chceme zakryt prkny irokymi 1. Kolik
nejméné prken na to potfebujeme?

Uloha 15. Necht S je kone¢na mnozina alespoii dvou bodti v roviné v obecné poloze.
Na pocatku je vybrana néjaka ptrimka [ prochéazejici pravé jednim bodem P € S.
Tato pfimka se zacne otacet po sméru hodinovych rucic¢ek se stfedem otacenim v
P, dokud nenarazi na dalsi bod @) mnoziny S. Pfimka se nadale otac¢i ve sméru
hodinovych rucicek, ale se stfedem otaceni v @, dokud nenarazi na dalsi bod z
mnoziny S, a tak dale. Dokzte, ze lze zvolit pocateéni pfimku [ tak, Ze pfi tomto
procesu bude kazdy bod S stfedem otac¢eni nekonec¢nékrat. (IMO 2011-2)

Leh¢i ulohy
Od této chvile dal jsem se snazil tlohy sefadit podle obtiZnosti. Je to ale z velké

Casti jen muj nazor, proto kdyz se na néfem zaseknete, nevahejte zkusit fesit néco

dalsiho.

Uloha 16. Na kluzisti trénuje hokejista. M4 t¥i puky, které lezi ve vrcholech nedege-
nerovaného trojihelniku. Pokazdé si jeden vybere a odpali ho tak, aby proletél mezi
zbylymi dvéma. Muze se po 2025 odpalech stat, ze skonéi puky v puvodni poloze?
(Puky jsou rozlisitelné.)

Uloha 17. Ctvercovy dort s rozméry 6 x 6 je pokryt kousky ¢okolady 2 x 1. Dokazte,
ze ho vzdy umime néjak rozkrojit tak, ze nemusime krajet zadny kus ¢okolady.

Uloha 18. Vsechny body roviny jsou obarveny dvéma barvami. Ukazte, Ze existuje
rovnostranny trojuhelnik, ktery ma vsSechny vrcholy stejné barvy.

Uloha 19. V roviné je kone¢na mnozina bodt S takova, ze kazdy trojihelnik s
vrcholy v S mé obsah nanejvys 1. Dokazte, ze se cela S vejde do trojuhleniku s
obsahem 4. (Putnam 2016)

Uloha 20. Uvniti konvexniho mnohotihelniku M je bod O. Dokazte, ze kolméa
projekce bodu O na néjakou stranu M lezi uvnitf této strany.

Uloha 21. V roviné lezi nékolik mnohotihelnikii tak, Ze se kazdé dva protinaji.
Ukazte, ze pak existuje pfimka, kterd je vSechny protina.

Uloha 22. V roviné lezi nékolik mnohotihelnikii tak, ze se kazdé dva protinaji.
K tomu je dan bod O. Ukazte, Ze existuje kruznice se stfedem v O, ktera vSechny
mnohothelniky protina.

Uloha 23. Mame dvé kruznice s obvodem 2026. Na jedné je vyznaceno 2026 bodi,
na druhé nékolik obloukil se souc¢tem délek nejvyse 1. Dokzate, Ze na sebe umime
kruznice polozit tak, aby vSechny vyznacené body lezely mimo vnittky vyznacenych
oblouk.
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Uloha 24. V roviné lezi body O, A1, As, ..., Asgg tak, 7e 7adné t¥i z nich nelezi
na piimce. Ukazte, Ze pocet trojuhelniki A;A; Ay, které obsahuji bod O, je sudy.

Uloha 25. Obdélnik R s lichymi celo¢iselnymi délkami stran je rozfezdn na mensi
obdélniky s celo¢iselnymi délkami stran. Dokazte, Ze existuje maly obdélnik, jehoz
vzdalenosti od vSech ¢tyf stran obdélniku R maji stejnou paritu. (IMO SL 2017)

Zajimavéjsi ulozky

Uloha 26. V lese rostou tenké stromy, jejichz vyska nepiekracuje 1012 metri.
74dné dva stromy od sebe nejsou dal, nez ¢ini rozdil jejich vysek. Dokazte, Ze les lze
obehnat plotem délky 2025. (PraSe 26-1-7)

Uloha 27. V roviné je ddno n > 3 bodi v obecné poloze. Uvazujme vnitini thly
trojuhlenikt s vrcholy v téchto bodech, velikost toho nejmensiho oznac¢me . Pro
dané n najdéte nejvétsi moznou hodnotu ¢. (MO 64-A-II)

Uloha 28. Mé¢jme konecnou mnozinu bodd S v roviné. Vime, ze kazdé tfi z nich
umime zakryt pasem 8itky 1. Ukazte, ze umime zakryt vSechny pasem sitky 2.

Uloha 29. Necht n je pfirozené &islo. V roviné se pase n kravicek a n ovecek. Zadna
tfi zviratka nelezi na jendé primce. Balancni pfimkou nazveme takovou, ze prochazi
oveckou a kravickou s tim, Ze v obou polorovindch zvlast je stejné kravicek jako
ovecek. Dokazte, Ze vzdy existuji alespoil 2 balanéni pfimky. (USAMO 2005)

Uloha 30. V obdélniku R je dano n rtizovych bodii tak, Ze spojnice zadnjch dvou
neni rovnobézné s zadnou stranou R. Radi bychom roztezali R na obdélnicky se
stranami rovnobéZznymi se stranami R tak, aby zadny z nich neobsahoval razovy
bod ve svém vnitiku. Ukazte, Zze obdélnickt musi byt alespon n + 1.

(IMO SL 2014)

Uloha 31. Mésto mé tvar obdélnika. Jeho hlavni ulice jsou tsecky rovnobézné
s nékterym jeho okrajem a rozdéluji jej na koneéné mnoho obdélnikkovych ctvrti.
Centrem nazveme ¢tvrt, kterd nesousedi s okrajem mésta. Podle vyhlasky neveda
zadna hlavni ulice napfi¢ celym méstem. Zaroven mésto ma alespon jednu hlavni
ulici, jinak by to byla vesnice. Dokazte, ze mésto mé centrum.

Uloha 32. V roviné je 2025 éervenych a 2026 modrych bodii v obecné poloze.
Skupina k pfimek je dobrd, pokud neprochazi zddnym vyzneénym bodem a zadna
Cast roviny, kterd je témito pfimkami vymezena, neobsahuje body rtiznych barev.
Najdéte nejmensi k takové, ze vidy existuje dobra skupina k pfimek.

(IMO 2013-2)
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Uloha 33. V roviné je dano n > 3 bodit v obecné poloze. Zabodnéte do roviny
2n — 5 Spednlikd tak, aby kazdy trojihelnik s vrcholy ve vybranych bodech mél ve
svém vnitiku Spendlik. Zaroven najdéte mnozinu bodu v obecné poloze, pro kterou
2n — 6 Spendliki nestaci.

Uloha 34. V roviné mame mnozinu n > 2 bodu tak, Ze nelezi vSechny na jedné
pfimce. Dokazte, Ze existuje piimka, na které lezi pravé dva body.

Uloha 35. Koneény soubor &tverecki ma celkovy obsah 4. Dokazte, Ze jimi umime
pokryt ¢tverec o strané délky 1.

Uloha 36. V roviné je 2026 pifmek tak, Ze zadné tii neprochazi jednim bodem.
Snek Turbo sedi v néjakém bodé na piimce a vyda se podél ni. V kazdém priseciku
se rozhodne, jestli se vyda doprava nebo doleva, rovné ale jit nemiize. Mize se nékdy
stat, ze projde néjakou tisecku v opa¢ném sméru? (EGMO 2017-3)

Trochu prituhuje

Uloha 37. Koneéna mnozina M bodii v roviné se nazjva vyvdzend, pokud pro libo-
volné dva rtizné body A, B € M existuje P € M spliiujici |AP| = |BP|. Reknéme, Ze
M je streduprostd, pokud pro zadné tfi rizné body A, B,C' € M neexistuje P € M
splijici |AP| = |BP| = |CP|.

(i) Dokazte, ze pro kazdé n > 3 existuje vyvazena mnozina M velikosti n.
(ii) Uréete vSechna n > 3, pro néz existuje vyvazena stfeduprostd M velikosti n.

(IMO 2015-1)

Uloha 38. V roviné lezi 2025 bodit v obecné poloze. Dokazte, ze nanejvys 70%
vSech trojuhelniktl je ostrothlych.

Uloha 39. Je mozné pfifadit nenulova realna ¢isla bodtm roviny tak, aby soudet
hodnot v kazdém pravidelném 2015-tthelniku byl nulovy? (iKS 5-C3)

Uloha 40. V roviné je 2n 4+ 1 v obecné poloze tak, ze zadné 4 nelezi na kruznici.
Kruznici prochézejici tfemi z nich nazveme wvyvdzZenou, pokud uvnitf ni je stejné
bodt, jako vné. Dokazte, Ze pocet vyvazenych kruznic ma stejnou paritu jako n.

Uloha 41. Dokazte, %e kazdym mnohothelnikem o obsahu alespoii n umime zakrjt
n + 1 mfizovych bod.

Uloha 42. Na kruhovém ostrové je v pisku nakreslen n-tthelnik se stejné dlouhymi
stranami. Ve stfedu kazdé strany cekaji zady k sobé dva ptakopysci. Najednou se
vsichni rozbéhnou po stranach, na kterych stoji, a po pfimce pokracuji az k pobrezi.
Ukazte, ze muzeme ptakopysky rozdélit do dvou skupin tak, ze soucet ubéhnutych
vzdélenosti v obou skupinich bude stejny. (PraSe 36-1j-7)
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Uloha 43. Je dan konvexni mnohothelnik A1 As ... A,,, ve kterém 7adné dvé strany
nesjou rovnobézné. Ozna¢me Ay, nejvzdalenéjsi vrchol od piimky A;A; 1. Dokazte,
ze ZZL:I |<AiAkiAi+1| = 180°

Uloha 44. Af S je koneénad mnozina bodtl v roviné v obecné poloze. Pro kazdy
konvexni mnohothelnik P s vrcholy v S ozna¢me a(P) pocet jeho vrcholt a b(P)
pocet bodii z S lezicich mimo P. Usecky, body i prazdnou mnozinu povazujeme za
konvexni mnohothelniky. Pro libovolné x € R dokazte

Zxa(P)(l —z)!P) =1,
P

kde s¢itame pfes vSechny konvexni mnohothelniky P s vrcholy v S.
(IMO SL 2006)

Uloha 45. David si na kruznici vyznaéil 4n riiznych bodi a pak je st¥idavé obarvil
¢ervené a modie. Cervené body rozdélil do n dvojic a kazdou dvojici spojil éervenou
tseckou. Podobné modré body. Zadné tii barevné tisecky se neprotinaji v jednom
bodé. Prisec¢ik modré a cervené tisecky oznac¢me fialové. Dokazte, Ze je alespon n
fialovych bodd. (PraSe 34-1-7)

Uloha 46. Na obvodu kruhu vybere ndhodné 4 body. Jaka je pravdépodobnost, Ze
umime kruh rozdélit na 4 ¢étvrtkruhy, ze v kazdém je pravé jeden bod.

Uloha 47. Pidorys galerie ma tvar n-tihelnika (ne nutné konvexniho). Ukaite, Ze

nam do galerie sta¢i umistit |n/3] strazniki tak, aby vidéli celou galerii. (Straznici
vidi kolem dokola.) (Art Gallery Problem)

Uloha 48. Ctverec je roziezan na trojihelniky tak, ze zadné tfi vrcholy téchto
trojuhelnikt nelezi na pfimce. Pro kazdy vrchol véetné ptivodnich vrcholt ¢tverce se
podivame na pocet z néj vyhazejicich isecek. Mohly byt vSechny tyto pocty sudé?

(iKS 5-C1)

Uloha 49. V roviné je trojthelnik RGB. Rozdélime jej na mensi trojihelniky, aby
zadny z nich nemél vrchol uvnitf strany jiného. Vrcholy obarvéme cervené, zelené
a modfe, pricemz vrcholy piivodniho trojihelnika dostanou rtizné barvy. Vrcholy
na stranach velkého trojihelnika navic musi mit barvu jednoho z krajnich vrchold
velkého trojuhelnika této strany. Dokazte, ze néktery z malych trojuhelnikti ma
vrcholy ti raznych barev. (Spernerovo lemma)
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Uloha 50. V roviné lezi n > 2 tsecek tak, ze se kazdé dvé protinaji a zadné tii
neprochhazi jednim bodem. Dominik si vybere jeden konec kazdé tsecky a posadi do
néj zabu celem k druhému konci. Pak n — 1 krat tleskne. Pti kazdém tleskknuti zaby
sko¢i do nasledujiciho priseciku na svych tseckach. Dominik by chtél zaby rozmistit
tak, aby zadné dvé z nich nikdy nesedély na stejném misteé.

(i) Dokazte, Ze pro liché n se to Dominikovi vzdy podafi.
(ii) Dokazte, ze pro sudé n Dominik nem4 Sanci.

(IMO 2016-6)

Uloha 51. Ukazte, Ze existuje konvexni 1990-tihelnik, ktery mé vSechny vnitini
thly stejné velké a délky jeho stran jsou v né&jakém poradi 12,22, ...,19902.
(IMO 1990-6)

Uloha 52. V roviné je nékolik ¢tvercii zarovnanymi s osami soufadnic obarvenych n
barvami. Pro kazdou n-tici riznobarevnych ¢tverct vime, ze néjaké dva z nich maji
neprazdny prinik. Ukazte, ze umime priSpnedlit vSechny ctvercé jedné konkrétni
barvy pomoci 2n — 2 Spendliki.

Uloha 53. Najdéte viechna realna ¢isla k > 1, pro ktera lze obdélnik 1 x k rozdélit
na dva podobné mnohouhelniky, které nejsou shodné. (iKS 5-C4)

Uloha 54. V roviné je n > 3 pfimek, pfi¢emz zadné t¥i se neprotinaji v jednom bodé.
Tyto pfimky rozdéluji rovinu na oblasti. Dokazte, zZe lze obarvit [/n/2] pfimek
modre tak, aby zadna z kone¢nych oblasti neméla celou hranici modrou. (Odvazlivci
mohou zlepSovat konstantu, napiiklad obarvit y/n pfimek pro dost velké n.)

(IMO 2014-6)

Uloha 55. Necht S je ¢tverec se stranami délky 100 a L je lomena ¢ara uvniti S.
Predpokladejme, Ze pro kazdy bod P na hranici S je mozné nalézt bod na L, ktery
je od P vzdéleny nanejvys 1/2. Dokazte, Ze je mozné na L najit dva body takové,
7e | XY| <1, ale délka L mezi X a Y je alespon 198. (IMO 1982-6)

Tézké ulohy

V této sekci se nachézi dlohy, které jsou podle mé vyrazné tézsi nez cokoliv pred
nimi. Jejich feseni uz néni nutné kratké a elegantni a mohou vyzadovat vice technické
prace. Neni jich mnoho, ale podle mé na vystaci na vétsinu prednasky.

Uloha 56. Dokaite, Ze existuje konstanta ¢ < 1 takové, Ze kazdy mnohotihelnik s
obsahem 1 1ze posubout o ﬁ néjakym smérem tak, aby prunik vysledného mnoho-
thelniku @ s ptivodnim P mél obsah nejvyse c. (USA TSTST 2018/2019)
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Uloha 57. V roviné je n kruznic tak, ze zadné ti z nich neprochazi jednim bodem.
Turbo za¢ne na néjaké z kruznic (ne na priseéiku) 16zt po sméru hodinovych ruéicek
a na kazdém pruseciku dvou kruznic preleze na druhou kruznici a za¢ne 1ézt opaé¢nym
smérem (po sméru, proti sméru hodinovych rucicek). Turbo po néjakém Case navstivi
vSechny kruznice celé, ukzate, Ze n je liché. (IMO SL 2014)

Uloha 58. Kazdé strané b konvexniho mnohotihelniku P pfifadime maximalni obsah
trojuhelniku, ktery cely lezi v P a jehoZ jedna strana je b. Dokazte, Ze soucet obsahti
prifazenych vSem strandm mnohotithelniku P je vétsi nebo roven dvojnasobku obsahu
mnohothelniku P. (IMO 2006-6)

Uloha 59. Mé&jme konvexni mnohostén bez rovnobé&znych hran a hran rovnobéznych
se sténami ruznymi od téch, se kterymi sousedi. Nazvéme dvojici bodu antipoddlni
pokud existuji dvé rovnobézné roviny prochézejici témito body takové, ze mnohostén
je témito rovinami vymezeny (s rovinami muZe mit libovolny prinik, ale nemize
byt rovinou Fiznuty“). Necht A je pocet antipoddlnich dvojic vrcholi a B podet
antipodalnich dvojic stfedd hran. Vyjadiete A — B pomoci poctu vrcholl, hran a
stén mnohosténu. (IMO SL 2006)

ZAavérem

Uloh je mnoho. Na piednésce jsme se moc zadnou teorii nezabyvali, ale existuje.
Jeden z moznych smérii je zabyvat se vlastnostmi konvexnich mnozin obecné v R?,
z ¢ehoz jsme na zacatku uvedli Hellyho vétu, coz samoziejmé zdaleka neni vSe. Dalsi
zajimavé sméry tvori pocitani incidenci geometrickych objekti nebo vylsekdy okolo
miizek, jako je napiiklad Minkowského véta. Dale tu je zkouméni arrangementi
geometrickych objektl, coz nékteré tlohy z prednasky nakously.

A samoziejmé je toho daleko vic. V kombinatorické geometrii se vyuzivaji vy-
sledky z analyzy, algebry i topologie. Na to ale bohuzel dnes ¢as neni.
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Hinty

Hint 1.
Hint 2.
Hint 3.
Hint 4.
Hint 5.
Hint 6
Hint 7.
Hint 8
Hint 9

180°7

Hint 16.
Hint 17.
Hint 18.
Hint 19.
Hint 20.
Hint 21.
Hint 22.
Hint 23.
Hint 24.
Hint 25.
Hint 26.
Hint 27.
Hint 28.
Hint 29.
Hint 30.

T.

Hint 31.

nevysli.

Co se stane, kdyz proZenete ¢tverec skartovackou?

Z

Vyfteste tlohu, kde mravenci sebou prochézeji a neotaci se.
Indukuj.

Konvexni obal, pak nafukuj/hybe;j.

. Vezmi 2k za sebou jdoucich a otacej.

Vyber prumér a pak jeho krajni bod.

. Kachnicka je uvnitf ¢tvrtinového kruhu rychlejsi.
. Ano.

Hint 10.
Hint 11.
Hint 12.
Hint 13.
Hint 14.
Hint 15.

Nemusi. Vezmi rovnostranny trojuhelnik a pfid mu nad strany kruhové oblouky.
Muize se hodit Helly.

Poud se néco kiizi, tak to sprav.

Nakresli si do roviny Sachovnici s velikosti policek 3 x 1.

Co kdybychom na studnu dali polokouli?

Vezmi pifimku, kterd puli ostatni body. Co se stane, kdyz se pfimka ototci o

Orientace trojuhelnika

Kazdy rez kraji sudy pocet cokolad.

Podivej se na néjakou trojuhelnikovou mtizku.

Vem trojihelnik s nejvétsim obsahem a vhodné ho zvétsi

Nejblizsi strana

Promitni mnohotihelniky na pfimku.

Mnohothelnik ,sto¢“ na polopfimku zacinajici v O.

Kolik uhlt jeden konkrétni bod zakazuje?

Hybejte s bode O. Co se stane, kdyz preleze pfes néjakou tsecku?

Obarvy Sachovnicové.

Projdéte stromy od nejvyssiho po nejnizsi.

Vybirej body na konvexnim obalu s extrémnim thlem.

Nejvzdalenéjsi body.

Rozdél na 2 pripady podle toho, co je na hranici konvexniho obalu za zviratka.
Protahni rtizové body co nejdal to jde, dokud nanarazis na kiizovatku ve tvaru

Zacnéte na kraji mésta a vydejte se na prochazku tak, abyste z mésta nikdy

Hint 32. Dva body lze od zbytku oddélit dvéma pfimkami. Na druhy odhad zkuste umistit
body stridavé do kruhu.
Hint 33. VSechny body vhodné naraz dvakrat posuiite, pak jesté néco ustiete. Pro druhou

¢ast najdéte triangulaci roviny.

Hint 34. Vezmi dvojici pfimky a bodu, které od sebe maji nejmensi nenulovou vzdalenost.

Hint 35
Hint 36

. Zmensete ¢tverecky tak, aby mély obsahy 1/4".
. Vhodné obarvéte ¢asti roviny vymezené piimkami.
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Hint 37. Pro konstrukci davejte body vhodné na kruznici a pfipadné do jejiho stfedu.
NemozZnost v druhé ¢asti chytie spocitejte.

Hint 38. Podivejte se na pétice bod.

Hint 39. Vezméte 2015-thelnik a otacejte ho v jednom z vrcholi.

Hint 40. Kolik je vyvazenych kruznic pro fixni dvojici bodd?

Hint 41. Rozstfihejte mnohouhelnik podle jednotkovych ctvereck.

Hint 42. Mocnost z vrchold.

Hint 43. Postupné otacejte pfimkou a ve vhodnou chvili ménte bod otaceni.

Hint 44. Obarvujte body s pravdépodobnosti = € [0, 1], levou stranu interpretujte jako
pravdépodobnost jistého jevu.

Hint 45. Vyrazte na prochitzu po modrych tseckach. Zacnéte na modrém bodé a zastavte
se ve fialovém.

Hint 46. Vyberte body s néjakym pevné danym kiizem. Podivejte se, kam popadali a
postupné kfizem otacejte o 90°.

Hint 47. Vezmi tringulaci a obarvy vrcholy tfemi barvami.

Hint 48. Ne. Obarvéte stény dvéma barvami.

Hint 49. Vyrob si dudlni graf (graf, jehoz vrcholy jsou stény pidvodniho).

Hint 50. Protdhnéte tsecky a protnéte s dost velkou kruznici. Divejte se na poradi, ve
kterém kruznici protinaji.

Hint 51. Strany naproti budou pfiblizné stejné dlouhé. Komplexni ¢isla.

Hint 52. Indukuj. Podivej se na nejlevéjsi ¢tverec.

Hint 53. Pouze pro k = 1 to nelze. Rozdélte obdélnik pomoci ,schodu“.

Hint 54. Obarvovat hladové funguje.

Hint 55. Projdéte se po lomenné ¢are a obarvujte hranici ¢tverce.

Hint 56. Staci dokazat, ze stfedni hodnota priniku je mala.

Hint 57. Vhodné obarvéte oblasti roviny a kruhové oblouky. Hybejte kruznici a sledujte
paritu poctu cykli.

Hint 58. Nejprve ukazte, Ze v libovolném konvexnim 2n-tthelniku o obsahu S se da na-
s

jit trojuhelnik s obsahem alespon =, a to dokreslenim hlavnich diagonédlu a divani se na
,motyly* tvorené za sebou jdoucimi diagonalami. Pak uz jen vhodné rozbijte ptvodni
mnohothelnik.

Hint 59. U kazdého vrcholu, hrany a stény se podivejte na normalové vektory rovin,
které témito vrcholami/hranami/sténami prochazi, ale neprochazi ,skrz“ mnohostén. Tyto
vektory vam vytvori néjaké oblasti na jednotkové sféfe (pozor na to, ze kazd4 rovina ma
normalové vektory dvou riiznych smért). Jak se podminky ze zadani pfevedou na jednotko-
vou sféru? Co spliiuji antipodalni vrcholy a stiedy hran? Pak si nakreslete na sféfe vhodny

graf.
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p-valuacie
Jakub Krivosik

Abstrakt. p-valudcie sii nastroj, pomocou ktorého mézeme skiimat problém
lokalne pre kazdé prvodislo p, ukazuje sa, ze ked pozndme tuto lokalnu analyzu
pre kazdé prvocislo p, tak mozeme spitne vydedukovat nejaké globalne vlastnosti.
V tejto prednaske sa pozrieme ako pracovaf s p-valudciami a taktiez aj na nejaké
pokrocilé vety o nich.

Definicia. Pre prvoéislo p a celé ¢islo n oznacime p-valuéciu &isla n ako v,(n) = k,
pricom p¥ | n, ale p*+1 ¢ n.

Poznamka. MoZeme si z definicie vSimnuat, ze n = 0, prave vtedy ked pre vsetky

p je vy(n) = co.

Tvrdenie. Nech p je prvocislo a a,b € Z, potom

(i> Vp(ab) = Vp(a) + Vp(b)~
(ii) vp(5) = vp(a) = vp(b).
(iil) vp(a £ b) > min(vy(a), v,y(b)), pricom rovnost nastéva ak v,(a) # v,(b).

Tvrdenie. Nech a,b € Z, potom:

i) a = b prave vtedy ked v,(a) = v,(b) pre vSetky prvocisla p.
p p
ii) a | b prave vtedy ked v,(a) < v,(b) pre vSetky prvocisla p.
P P
(iii) a je b-ta mocnina préve vtedy ked b | v,(a) pre vsetky prvocisla p.

Cvicenie. Rozmyslite si, Ze p-valudcie sa daji prirodzene rozsirit na funkciu v, :
Q — Z, pricom si zachovava vsetky vysSie spomenuté vlastnosti.

Veta (Legendre’s formula). Nech n € N, potom

uy(nl) = i HJ _ = sp(n).

—Lp p—1
pricom sp(n) je ciferny stacet ¢isla n v sastave so zédkladom p.

Veta (Kummer’s theorem). Pre kazdé prvocislo p je Vp((’s)) rovné poctu pre-
chodov pri séitani n a m — n v ststave so zakladom p.
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Veta (Lifting the exponent lemma). Nech a,b,n € N a nech p je prvodislo,
také, ze p | a — b, ale p t a,b, potom:

e Ak p > 2, potom
vpla™ =) = vy — b) + vy(n).
e Ak p =2 an je parne, potom
va(a™ —b") = va(a® — b%) + vy (g) .
e Ak p =2 a n je neparne, potom

va(a” = b") = va(a —b).

Poznamka. Rozmyslite si, Ze pre neparne n a a,b,p s predpokladmi ako vyssie
mame v,(a" + b") = vp(a + b) + vp(n).

Uloha 1. Nech a,b, ¢ st prirodzené &isla také, ze jedna z hodnét
ged(a, b)lem(b, ¢), ged(b, ¢)lem(c,a), ged(e, a)lem(a, b)

sa rovna sucinu zvysnych dvoch. Dokazte, ze niektoré z ¢isel a, b, ¢ je ndsobkom iného
z nich. (CKMO 2024/1)

Uloha 2. Majme prirodzené éisla a, b, ¢, d také, ze ab = cd. Dokazte, ze
ged(a, ¢) - ged(a, d) = aged(a, b, ¢, d)
(Poland 1983/4)

Uloha 3. Pre prirodzené é&isla a, b, ¢ plati, Ze T+ % + ¢ je prirodzené ¢islo. Dokézte,
7e aj v abc je tiez prirodzené &islo. (BAMO 2018/4)

Uloha 4. Majme prirodzené ¢isla a,b také, ze plati a | b2, b% | a3, a® | b%,....
Dokazte, ze plati a = b.

Uloha 5. Majme rozne realne &isla a, b také, ze
a—b,a®—b%a> -3, ...

su vsetko celé ¢isla. Dokazte, ze a,b st celé Cisla.
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Uloha 6. Predpokladajme, Ze existuje kladné celé C' a postupnost kladnych celych
¢isel ag,as, as, ... takych, ze

ant1 = Va3 — Ca,
pre vSetky n € N. Dokazte, Ze od nejakého momentu je postupnost konstantna.

Uloha 7. Nech b,n > 1 su prirodzené ¢isla. Predpokladajme, Ze pre kazdé k € N
existuje ax € N také, ze b — a} je delitelné ¢islom k. Dokazte, ze b = A™ pre nejaké
prirodzené ¢islo A. (ISL 2007 N2)

- . ’ v/ z ’ 7z k 7
Uloha 8. Racionalne éislo nazveme mocné, ak sa da zapisat v tvare % pre nesude-

litelné p, q. Nech a, b, ¢ st kladné raciondlne ¢isla také, ze abc = 1. Predpokladajme,
ze existuja kladné celé ¢isla x, y, z také, ze a” +bY 4 c* je celé ¢islo. Dokazte, Ze a, b, ¢
st mocné ¢isla. (APMO 2017/4)

Uloha 9. Ktoré prirodzené ¢isla mozu byt pre nejaké a, b, ¢ € N zapisané ako

lem(a, b) +lem(b, ) ,
lem(a, ¢) '

(USEMO 2020/1)

Uloha 10. Pre prirodzené &isla n a k > 2 si definujeme Ej,(n) ako najvicsi exponent
r, pre ktory plati k" | n!. Dokézte, Ze existuje nekonecéne vela n takych, ze Ep(n) >
Eq(n) a ze existuje nekonecne vela n takych, ze E19(n) < FEg(n). (ISL 2023 N3)

Uloha 11. Dokazte, Ze pocet neparnych é&isel v Tubovolnom riadku Pascalovho
trojuholnika je mocnina 2. (Glaisher’s theorem)

Uloha 12. Nech k > 1, dokézte, Ze existuje nekonec¢ne vela n takych, Ze

n|1"+2"+ ...+ k"

Uloha 13. N4jdi vietky n, k € N také, ze
n—1 )
K=J]@ -2)=0" -1 -2)2"—4)...2" - 2"7).

=0

(IMO 2019/4)
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Uloha 14. Pre kazdé kladné celé &islo n oznacime rad(n) sucin vsetkych roz-
nych prvocisel deliacich n. Dokézte, Ze exisutje nekonec¢ne vela a,b > 1 takych,
7e ged(a,b) =1 a
a+b
rad(ab(a + b)) < W
(BxMO 2024/4)

Uloha 15. N4jdi vietky a € N také, ze pre vietky n € N je 4(a™ +1) tretia mocnina.
(Iran 2008/1)

Uloha 16. Nech .
f(z) = Z a;z’,
=0

kde a; € {0,1}. Dokazte, Ze ak f(2) = 2, tak f(3) je iracionalne.
(Putnam 2017 B3)

Uloha 17. Predpokladajme, Ze pre prirodzené n > 2 je 3" — 2" mocnina prvoéisla.
Dokéazte, ze n je prvocislo.

Uloha 18. Majme postupnost a1, as, ... taki, Ze a; = 2 a
Gpy1 = aﬁ“ -1

pre n > 1. Dokézte, Ze pre kazdé neparne prvocislo p a kladné celé ¢islo k existuje n
také, ze p* | ay,. (USAJMO 2024/3)

Uloha 19. Majme kladné celé &islo n. Povieme, ze n je blizko, ak jeho zapis v
dvojkovej stustave sa konc¢i na jeho zapis v desiatkovej ststave. Najdite vSetky cisla
n, ktoré su blizko a v desiatkovej ststave maja najviac dve cifry 1.

(KMS 45/3/9)

Uloha 20. Nijdite vsetky trojice (a,b,p) prirodzenych &isel, kde p je prvoéislo a
plati
aP? = bl + p.

(IMO 2022/5)

Uloha 21. Nech ay,as, ... je postupnost prirodzenych &isel a nech N je nejaké dané
prirodzené ¢islo. Predpokladajte, ze pre vsetky n > N je

prirodzené c¢islo. Dokazte, ze existuje M € N také, ze a,, = an,41 pre vSetky m > M.
(IMO 2018/5)
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Uloha 22. Dokéite, Ze existuje kone¢ne vela Stvoric prirodzenych ¢isel (n,a, b, c)
takych, ze
nl=a" L4t gt

(ISL 2021 N5)

Uloha 23. Najdite najviicsie kladné celé éislo n také, Ze existuje postupnost pri-
rodzenych cisel ay,...,a,, Ze
az __

as __ _ a
ai’> =ay® =...=a," .

(ELMO SL 2023 N2)

Uloha 24. Majme dané kladné celé b a nezdporné celé ¢isla ag, ay, . . . také, ze a; < b.
Je dané, ze ag # 0 a postupnost {a;} je od nejakého momentu periodicka s nekoneéne
vela nenulovymi ¢lenmi. Nech S je mnozina ¢isel n, takych Ze n | (agay...an)p.
Predpokladajme, Ze S je nekoneénd, dokazte Ze existuje nekoneéne vela prvocisel
deliacich aspoii jeden ¢len z S. (ELMO SL 2019 N4)

Uloha 25. Pre kladné celé &islo m = 2 - t, kde k > 0 a t je neparne si definujeme
f(m) = t1=%. Dokéz, 7e pre kazdé prirodzené ¢islo n a Tubovolné neparne prirodzené
¢islo a < n plati, ze f(1)- f(2)- f(3)-...- f(n) je ndsobok a.

(China TST 2016/2/4)

Uloha 26. Néjdite vietky nekoneéné postupnosti prirodzenych éisel ag,as, ... ta-
kych, ze pre kazdé celé ¢isla m < n aritmeticky a geometricky priemer:

am + amy1 + ...+ ay
n—m+1

a (amam+1 .. .an)ﬁmﬂ
st celé &isla. (ISL 2024 N3)

Uloha 27. Predpokladajme, Ze a; < as < ... < agp24 je aritmetickd postupnost

kladnych celych ¢isel a by < by < ... < baga4 je geometrickd postupnost kladnych

celych éisel. Kolko najviac spolo¢nych ¢lenov mozu mat tieto dve postupnosti?
(USA TST 2024/5)

Uloha 28. Uvazujme nekoneénii postupnost ap,as, ... prirodzenych ¢isel taki, ze
ay > 1a (2% —1)a,y1 je Stvorec pre vietky prirodzené n. Je mozné, aby sa niektoré
dva €leny postupnosti rovnali? (RMM 2025/2)

Uloha 29. Nech a je kladné celé &islo. Kladné celé &islo b nazveme a-dobreé ak (“b") -1
je delitelné an + 1 pre kazdé kaldné celé ¢islo n, pre ktoré an > b. Predpokladajme,
ze b je kaldné celé ¢islo také, ze b je a-dobré, ale b+ 2 nie je a-dobré. Dokaz, ze b+ 1
je prvocislo. (ISL 2019 N5)
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Uloha 30. Nech n > 1 je celé &islo. Dokaz, Ze existuje nekonecéne vela kladnych
celych cisel k takych, ze Clen ay je neparny, pricom

o[

Uloha 31. Néjdite vSetky funkcie f : N — Ny také, ze:

(ISL 2014 N4)

(i) f(n) # 0 pre aspoti jedno n,
(i) f(zy) = f(z) + f(y) pre vSetky kladné celé z,y,
(iii) existuje nekoneé¢ne vela kladnych celych n takych, ze f(k) = f(n—k) pre vSetky
k <n.

(ISL 2020 N5)

Uloha 32. Nijdite vSetky funkcie f : N — N také, ze pre vsetky a, b plati

(i) a a f(a) maji rovnaky pocet kladngch delitelov,
(ii) ak a1 b a b1 a, tak

ged(f(a), £(b)) > f(ged(a, b))

(EGMO 2024/5)
Uloha 33. Funkcia f : N — N sa nazyva senza ak
fla) [0+ f(0)

pre vSetky kladné celé a,b. Najdite najmensie redlne c také, ze f(n) < cn pre vSetky
senza funkcie a vsetky kladné celé n. (IMO 2025/3)

Uloha 34. Najdite vietky dvojice (a,b) nestdelitelnych prirodzenych ¢isel takych,
7e a > b a existuje konec¢ne vela prirodzenych &isel n, takych ze n? deli a™ — b™.

Uloha 35. Nech a,b st prirodzené ¢&isla také, ze pre kazdé prvocislo p je zvySok a

po deleni p nanajvys rovny zvysku b po deleni p. Dokazte, ze a = b.
(Erd8s-Palfy-Szegedy)
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Hinty

Hint 1. Priama kalkulécia funguje.

Hint 2. Proste to rozpis a uvaz moznosti usporiadania.

Hint 3. Priama kalkulacia funguje.

k | karl

Hint 4. Zoberme prvodéislo kde vp(a) # vp(b) a pozrime sa pre velké k na a alebo

b* | aF Tt

Hint 5. Z prvych dvoch ¢isel dokéaz, ze a,b st racionalne. Potom sa pozri na p-valuacie
menovatelov.

Hint 6. Priama kalkuldcia funguje, treba vSak rozobrat pripady.

Hint 7. Sporom, vynut si aby v, (b — aj;) malo ohrani¢ena p-valuaciu.

Hint 8. Priama kalkulécia funguje.

Hint 9. Uk4z, Ze 2-valuacia zlomku nemoze byt nulova, pre zvysné ¢éisla ndjdi konstrukciu.
Hint 10. Pouzi Legendreho vo forme ciferného stctu.

Hint 11. Typicky Kummer.

Hint 12. Vhodne popéaruj éleny, LTE sa moze zijst.

Hint 13. Pozri sa na 2 a 3 valuéacie a boundni k.

Hint 14. Aby rad(a) a rad(b) boli malé si zaru¢ime lahko. Na ”zmenSenie” rad(a + b)
chceme aby bolo to bolo delitelné vela krat nejakym prvoéislom, ¢o tak pouzit LTE?
Hint 15. Pouzi LTE.

Hint 16. Sporom, ¢o ak je f(%) racionélne, ako bude potom vyzeraf postupnost {a;}?
Hint 17. Sporom n = ab, a,b > 1, spomer si na LTE.

Hint 18. N4jdi nekonecne vela ¢lenov delitelnych p, rozpripaduj podla parity idexu. Jeden
sta¢i rozklad na sGéin, v druhom si treba vytvorit vhodny index a pouzit LTE.

Hint 19. Rozmysli si, v akom tvare musi byt n, pouzi LTE.

Hint 20. Najprv skts ohraniéif b, potom zisti a, na zéver sa pozri na 2-valuécie.

Hint 21. Od¢itaj po sebe iduce ¢leny, chceme aby postupnost vp(a;) bola konstantnd od
nejakého momentu (toto vsak samo o sebe nestaéi, uvdzme {a;} je i-te prvoéislo).

Hint 22. Najprv ukéz, Ze n je parne. Potom rozdel na pripady podla toho, ¢i st vsetko
a+b,b+ ¢,c+ a mocniny 2 alebo nie. Moze sa zist aj Legendre, aj LTE.

Hint 23. Odpoved je 5.

Hint 25. Treba to len priamo vypoéitat, moze sa zist Legendre.

Hint 26. Druh4 podmienka hovori, Ze vp(a;) splita prvii podmienku. Dokaz, e exisutuje
nekonecne vela rovnakych ¢lenov v {vp(a;)}.

Hint 27. Kvocient geometrickej postupnosti je racionédlny. Pre nejaké p ma geometricka
postupnost rasttice p-valuécie, avSak v aritmetickej postupnosti nemézu tak rychlo rast.
Hint 28. Ukaz, ze existuje p | 2™ — 1, ze p > n a vp(2" — 1) je nepérne.

Hint 29. Ukaz, ze b je a-dobré <= b je parne a zaroven vsetky p < b delia a.

Hint 30. Neparne n st Tahké, pre parne n zober prvodislo deliace n — 1 a pouzi LTE.
Hint 32. Pozri hint 30 na strane 62.

Hint 33. Ak pre nejaké n mame f(n) # n, ukaz, ze f(p) = 1 pre vSetky dostato¢ne velké
prvocisla. Roz8ir toto na vSetky neparne ¢isla. Mocniny 2 sa mapuji na mocniny 2, na
findlny bound pouzi LTE.

Hint 34. Musi platit a — b= 1.
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Kruhova inverze
Michal Pecho

Abstrakt. V pfispévku zavedeme inverzi a ukazeme si spoustu prikladu.

Inverze je jedno z nejexotictéjSich geometrickych zobrazeni. Prestoze nezacho-
vava ani tak jednoduché objekty jako jsou pfimky, ma fadu piekvapujicich a uzi-
tecnych vlastnosti, diky nimz je velmi silnym néastrojem pii feseni jinak obtiznych
geometrickych uloh.

Definice

Dohovor. Rovinu rozsifime o (jediny) bod oo, o némz prohldsime, Ze lezi na vSech
primkach.

Definicia. Inverze je geometrické zobrazeni urcené kruznici k se stfedem O a po-
lomérem r, které bodu A ptifadi bod A’ podle nasledujicich pravidel:

(i) Kdyz je A = O, potom A’ = oco.
(ii) Kdyz je A = oo, potom A’ = O.
(iii) Jinak je A’ bod polopfimky OA, pro ktery plati

|0A| - |[0A| = r2.

Zakladni vlastnosti

Tvrdenie. Plati nékolik jednoduchych vlastnosti:

1) Inverze je bijekce, pokud ji navic provedeme dvakrat podle stejné kruznice,
dostaneme identitu.

2) Pevné body inverze podle kruZnice k jsou pfesné body této kruZnice.

3) Pokud lezi bod A juvniti* kruznice k, lezi obraz A’ ,vné“, a naopak.

Lema. Je dana kruznice k se stiedem I a polomérem 7. Uvazujme libovolnou dvojici
bodt X, Y. Ozna¢me X', Y’ obrazy bodi X, Y v inverzi podle kruznice k. Pak
ZIXY = /X'Y'I.

Tvrdenie (Tétivové étyithelniky). Je dina kruznice k se stfedem I a body A, B

takové, Ze nelezi na jedné p¥imce s I. Oznacme A’, B’ obrazy bodi A, B v inverzi
podle k. Pak body A, B, A’, B’ leZi na jedné kruZznici.
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Tvrdenie (StéZejni). Uvazme inverzi uréenou kruznici k se stiedem I. Pak

(i) obrazem pfimky prochézejici bodem I je ona sama,

(ii) obrazem pifimky neprochdzejici bodem I je kruznice prochazejici bodem I,
(iii) obrazem kruznice prochazejici bodem I je p¥imka neprochazejici bodem I,
(iv) obrazem kruZnice neprochézejici bodem I je kruznice neprochazejici bodem I.

Tvrdenie. Podle pfedchoziho tvrzeni je obrazem kruznice k se stfedem O néjaka
kruznice k' se stiedem S (neprochazi-li k stfedem inverze I). Pak bod S lezi na
polopfimce IO, ale neni to obraz bodu O (inverze tedy na sebe nezobrazuje stiedy
kruznic).

Tvrdenie (Konstrukce obrazu). Je ddna kruznice k a bod A vné této kruznice.
Teény ke kruznici k vedené bodem A se ji dotykaji v bodech T, U. Pak obraz A’
bodu A v inverzi podle kruZnice k je stied usecky TU.

Uloha 1. Necht ABC je pravouhly trojihelnik s pravym tihlem u vrcholu A. Body
X a 'Y lezi postupné na jeho stranidch AB a AC. Dokazte, ze paty kolmic z A na
BC, XY, BY a CX lezi na jedné kruznici.

Uloha 2. T#i kruznice se po dvou dotykaji. Zkonstruujte kruznici, ktera se dotyka
vSech tfi.

Najdi stred

Uloha 3. Necht wy, wa, W3, wy jsou kruznice takové, ze w; a w;11 se dotykaji v A;
(kde ws = wy). Ukazte, ze Ay A3 A3Ay je tétivovy Gtyfihelnik.

Uloha 4. Bud ABCD ¢tytahelnik s kolmymi thlopfickami, které se protinaji v E.
Ukazte, ze obrazy bodu F podle stran ABC' D vSechny lezi na jedné kruznici.
(USAMO 1993/2)

Uloha 5. Kruznice vepsana trojihelniku ABC se dotyka jeho stran BC, CA, AB
postupné v bodech D, E, F. Bod X lezi uvniti trojuhelnika ABC tak, ze kruZnice
vepsand trojuhelniku BC'X se dotyka jeho stran BC, C' X, X B postupné v bodech D,
Y, Z. Ukaite, ze body FE, F, Y, Z lezi na jedné kruZnici. (IMO SL 1995)

Uloha 6. Je dana piilkruznice ¢ nad priimérem AB. Pf¥imka p kolmé na AB protina
tusecku AB v bodé C' a pulkruznici ¢ v bodé D. KruZnice k se dotyka tsecky AC
v bodé E, pulkruznice ¢t v bodé T a navic pfimky p. Dokazte, ze DFE puli thel ADC.

(Izrael 1995)
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Uloha 7. Bud ABC trojthelnik takovy, ze K a L jsou postupné stiedy stran AB
a AC. Necht P je druhy prise¢ik kruznic (ABL) a (AKC). Bud @ druhy priseéik
usecky AP s (KAL). Dokazte, ze AQ = 2PQ). (Baltic Way 2006)

Uloha 8. Jsou dany pevné kruznice k a [ protinajici se ve dvou bodech. Uvazme
néjaké dvé kruznice m, n, které maji obé vnéjsi dotyk s k, vnitini dotyk s [ a navic
se samy dotykaji v bodé X. Ukazte, ze bod X lezi na pevné kruznici nezavislé na
volbé m a n.

Uloha 9. Je dan trojthelnik A;A5A3 a sedm kruznic wy,ws, . .., wr, které spliuji
nasledujici dvé podminky:

1) kruznice wy prochézi body A; a As, kruznice ws body As a As, kruznice ws
body A3 a A; a tak dale, az kruznice wy prochazi body A; a As,
2) kruznice w; a w;+1 maji vngjsi dotyk pro vSechna i = 1,2,...,6.

Dokazte, ze kruznice w; a wr splyvaji. (MKS 24-2-7)
Uloha 10. Nechf KL a KN jsou te¢ny z bodu K ke kruznici k. Na polop¥imce

opatné k NK lezi bod M. Bud P druhy prise¢ik k£ s (KLM). Patu kolmice z N
na ML oznac¢me jako . Ukazte, ze /ZMPQ =2 -/KML.

Urcovani poloméru

Prestoze pfi invertovani je obvykle dilezity pouze stfed inverze, obcas se hodi mit
i spravny polomér.

Definicia. Rekneme, Ze dvé kruznice wy a ws jsou kolmé, kdyz se protinaji a tecny
k w1 a ws v jejich priseciku jsou na sebe kolmé.

Tvrdenie. Uvazme inverzi uréenou kruznici k se stfedem I. Pak kruznice w riizna
od k se v této inverzi zobrazi sama na sebe pravé tehdy, kdyz jsou w a k kolmé.

Tvrdenie. Pro kruznici £ a bod T vné ni existuje inverze se stfedem T, v niz
se k zobrazi sama na sebe.

Tvrdenie. Jsou-li wy, ws, w3 tfi kruznice lezici vné sebe, jejichz stiedy nelezi na
) ) )
pfimce, pak existuje inverze, kterd kazdou z nich zobrazuje na sebe samotnou.

Uloha 11. Nechf w; a wsy jsou dvé kolmé kruznice. Ozna¢me stfed w; jako O.
Necht AB je primér w; takovy, Ze B lezi uvnit¥ ws. Sestrojime dvé kruZnice pro-
chazejici A a O, které se dotykaji we v bodech F a G. Ukazte, ze FBGO je tétivovy
Gtyttuhelnik. (ELMO SL 2013)
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Uloha 12. Je dan trojthelnik ABC. Ozna¢me polovinu jeho obvodu s. Na piim-
ce BC nalezneme body X, Y tak, ze AX = s = AY. DokazZte, Ze kruznice opsand
trojuhelniku X AY se dotyka kruznice p¥ipsané trojiuhelniku ABC' vzhledem k vr-
cholu A.

Uloha 13. KruZnice wq, wa, ws lezi vné sebe. Kruznice w se jich dotjké zvenku
v bodech A;, A, A3z a kruznice Q) se jich dotyké zevnitf v bodech B, By, Bs.
Ukazte, ze pfimky A1 Bi, A2sBs a A3Bj3 se protinaji v jednom bodé.

Uloha 14. Budiz ABCD tétivovy &tyfahelnik takovy, Ze piimky BA a CD se
protinaji v bodé P. Na ptimce C'D libovolné zvolime body E a F. Nechf G je stied
kruznice opsané AADE a H je stied kruznice opsané ABCF. Dokazte, ze pokud
body A, B, F, F lezi na jedné kruznici, pak lze body P, G, H prolozit pfimku.

Uloha 15. Bud ABCD dvojstiedovy ¢tyfthelnik®) . Ukaite, Ze étyiahelnik vytvo-
feny z bodu dotyku kruznice vepsané ma kolmé tthlopricky.

Uloha 16. KruZnice w, a w, maji vnéjsi dotyk v bodé T'. Jejich vnéjsi spoleéna tecna
¢ se dotykd wy a wp v A a B. Bud w kruZnice se stfedem v bodé O a polomérem r,
ktera se dotyka w, i wp zvenku a pro kterou je £ tecna. Ukazte, ze OT < 3r.

Uloha 17 (Shoemaker’s Knife). Necht A, B, C jsou tii body lezici v tomto
poradi na pfimce. Zkonstruujme ptlkruznice I' 4o, I' 4, wo postupné nad priméry
AC, AB a BC (v8echny na stejné strané od AC). Pro kazdé pfirozené k bud wy
kruznice dotykajici se I'ac, Tap a wi_1.

Ukazte, ze pro kazdé n je vzdélenost stiedu w, od AC rovna n-nasobku pri-
meéru wy,.

Uloha 18 (Steinerovo porisma). Uvniti kruznice k je ddna kruznice £. Piedpo-
kladejme, ze existuje n-prvkovy retéz kruznic mq, ..., m, takovy, ze kazda kruznice
v Fetézu mé vnéjsi dotyk se svymi dvéma sousednimi kruznicemi a s ¢ a vnitini
dotyk s k. Potom kazdé kruZnice majici vnéjsi dotyk s £ a vnitini dotyk s k je ¢asti
néjakého n-prvkového fetézu.

Preklapime

Obcas se hodi kromé zvoleni spravného poloméru navic pieklopit podle osy thlu,
protoze pak obrazek zistane skoro stejny.

Tvrdenie. Necht M a N jsou body na tseckdch AB a AC takové, ze MN || BC.
Pak inverze s stiedem A a polomérem v AB - AN sloZena s preklopenim podle osy
thlu BAC zobrazuje body B, C, M a N postupné na N, M, C' a B.

*) To je étyFuhelnik, ktery je zaroven te¢novy a tétivovy.
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Désledok (v/be-inverze). Inverze s stiedem v A a polomérem vAB - AC slozena
s preklopenim podle osy thlu ABC prohazuje body B a C.

Tvrdenie. V vbc-inverzi se na sebe zobrazuji kruznice opsana a primka BC.

Uloha 19. Bud ABC trojuhelnik s kruznici opsanou €. Kruznice w se dotyka stran
AB a AC a mé vnitini dotyk s 2 v bodé P. Pfimka /¢ je rovnobézna s BC, protina
vnitfek AABC' a dotyka se w v bodé Q. Ukaite, ze /PAB = ZQAC.

(EGMO 2013/5)

Uloha 20. Bud M stied strany BC' v trojtihelniku ABC'. Teény ke kruznici (ABC)
v B a C se protinaji v T. Ukazte, ze /ZBAM = /CAT.

Uloha 21. Necht M, N jsou body na stranich AB a AC trojthelniku ABC' takové,
7e MN || BC. Piimky BN a CM se protinaji v bodé P. Kruznice (M PB) a (NPC)
se podruhé protinaji v bodé Q. Ukazte, ze /BAQ = LCAP. (Balkan 2009)

Uloha 22. Oznaéme O opsisté trojihelnika ABC. Jeho Feuerbachova kruznice
protina kruznici opsanou BOC v dvou bodech K a L. Dokazte, ze /BAK = Z/CAL.
(Srbsko 2015/3)

Uloha 23. Na strané BC trojuhelniku ABC lezi body K a L tak, ze ZBAK =
LCOAL < %ZBAC. Kruznice w; se dotyka pfimek AB a AL, kruznice ws se dotyka
pfimek AC a AK. Predpoklddejme, Ze se wy a wo protinaji v P a Q). Dokazte, Ze
/PAC = ZQAB. (Kazachstan 2012)

Uloha 24 (Kosnitha theorem). Bud O opsisté AABC. Oznaéime si O, Op a O,
opsisté trojuhelniki BOC, COA a AOB. Pak se ptimky AQO,, BOy a CO, protinaji
v jednom bodé.

Prepocitavaci lemma

Inverze neni shodné ani podobné zobrazeni. Pfesto dokdZeme vyjadiit vzdalenost
obrazti dvou bodi nésledujicim zptisobem.

Lema (pfepoditavaci lemma). Je ddna kruznice k se stfedem I a polomérem r.
Uvazujme libovolnou dvojici bodd X, Y. Ozna¢me X', Y’ obrazy bodti X, Y v inverzi
podle kruznice k. Pak | X'Y'| = | XY -

XY
Uloha 25 (Ptolemaiova nerovnost). Mgjme étyitihelnik ABCD. Pak
AB-CD+ BC-DA> AC - BD,

pricemz rovnost nastava pravé pro tétivové ctyithelniky.
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Uloha 26. Bod P lezi na kruznicich I'y, I's, I's a I'y. KruZnice I'y se zvenku dotyka
T's a I'y se zvenku dotyka I'y. Oznac¢me druhy prusecik I'; s I'; 11 jako A;. Ukazte, ze

A1A2 . A2A3 PA%

AsA, - AjA,  PAY

(IMO SL 2003/G4)

Uloha 27. Bud k kruznice se stiedem S lezici uvnitt trojihelnika ABC. Necht
A1 a As jsou dotyky teden z A ke k. Oznacme prisecik A;As s AS jako A’. Analo-
gicky sestrojime body B’ a C’. Ukazte, ze pokud

1 1 1
SiA'SiB'SiB_BC.CA'AB’

pak je trojihelnik A’B’C’ rovnostranny.
Uloha 28. Nechf P je bod uvniti trojuhelniku ABC takovy, Ze
/APB — ZACB = ZAPC — ZABC.

Necht D a FE jsou vepsisté trojuhelniki APB a APC. Ukazte, Zze pfimky AP,
BD a CFE se protinaji v jednom bodé. (IMO 1996/2)

Jesté dalsi alohy

Uloha 29. Uvazujme pilkruznici w nad primérem AB se stfedem O. P¥imka ¢
protinéd pfimku AB v bodé M a pulkruznici w v bodech C' a D tak, ze MA > MB
a MD > MC. Kruznice (AOD) a (BOC) se protinaji v bodé K. Ukazte, ze K lezi
na kruznici nad primeérem MO. (Rusko 1995, Iran 1996)

Uloha 30. Bud ¢ pfimka, na které lezi body A, B a C, ale ne P. Ukaite, ze P lezi
na kruznici opsané trojihelniku z opsist ABPA, AAPC a ACPB.

Uloha 31. KruZnice k, [ se protinaji v bodech A, D. Jejich spole¢na te¢na blizsi
bodu A se dotykd k v E a l v F. Rovnobézka s touto te¢nou prochéazejici bodem D
protne kruznice k, [ podruhé v bodech C, B. Kruznice opsané trojihelnikim C'DF
a BDFE se podruhé protinaji v bodé P. Ukazte, ze body D, A a P lezi v pfimce.
(Brkos 2011)

Uloha 32. Bud O opsisté trojuhelnika ABC. Body E, F lezi na tseckach OB, OC

tak, Zze plati BE = OF. Necht M a N jsou stfedy obloukiit FOA a AOF. Dokazte,
7e ZENO+ ZOMF =2/BAC. (iKS 6-5)
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Uloha 33. Bud ADBE ¢tyithelnik, ve kterém AD 1 DB a BE 1 EA. Jeho
pruse¢ik diagondl si oznac¢me jako C a stfed AB si ozna¢me jako O. Necht v je
kruZnice opsand ABOD a necht F je bod na v takovy, ze OF tvof{ primér ~.
Nakonec si oznaéme druhy prisec¢ik poloptimky F'C' s 7 jako G. Dokazte, ze A, O,
G a FE lezi na jedné kruznici. (Cina Zapad 2006/6)

Uloha 34. Bud ABC trojthelnik s vepsistém I a kruznici vepsanou dotykajici se
stran BC', CA a AB v bodech D, E a F. Ozna¢me jako @ takovy bod, ze AB 1 BQ
a AC 1 CQ. Pruse¢ik QI s EF nazvéme P. Ukazte, 7e DP | EF. (NIMO 2014)

Uloha 35. Necht A;A45As3 je riznostranny trojahelnik s vepsistém I. Bud C; ta
mensi z kruznic prochazejicich I, které se dotykaji A;A;11 a A;A;42. Oznacme
jako B; druhy prusecik C;y; a C;yo. Ukaite, Ze opsisté trojuhelniki A B11, As Bl
a A3 B3l lezi vSechna na jedné pfimce. (IMO SL 1997)

Uloha 36. Lichobéznik ABCD s AB || CD je vepsany v kruznici w. Bod G lezi
uvnitt ABCD. Poloptimky AG a BG podruhé protnou w v P a Q. Rovnobézka
k AB prochéazejici skrze G protind BD a BC v bodech R a S. Dokazte, ze PQRS
je t&tivovy pravé tehdy, kdyZ G lezi na ose tthlu CBD. (USAMO 2009/5)

Uloha 37. Bud ABC trojthelnik s vepsistém I a opsistém O. Necht D, F a F

Ukazte, ze O, I a G lezi na jedné piimce.

Uloha 38. Nechf ABC je ostrothly trojtuhelnik ve kterém AB > AC. Oznadme
jeho kruZznici opsanou, jeho kolmisté, patu vysky z A a stfed strany BC' postupné
jakoI', H, F a M. Necht QQ a K jsou takové body naI',ze HQ L QAa HK 1 KQ.
Predpoklddejme, ze A, B, C, K a @ jsou vSechny rtzné body a lezi na I' v tomto
poradi. Ukazte, ze (KQH) a (KFM) se dotykaji. (IMO 2015/3)

Uloha 39. Konvexni étyfahelnik ABCD spliwuje |AB|-|CD| = |BC|-|DA|. Uvniti

néj lezi bod X takovy, ze L XAB = /XCD a L/XBC = ZXDA. Dokazte, Ze
ZBXA+ /ZDXC = 180°. (IMO 2018/6)

Uloha 40. KruZnice w vepsana ostrothlému trojihelniku ABC se dotyka strany
BC v K. Necht D je pata vysky z A a M je stted AD. Pokud N je druhy spoleény
bod w a KM, ukazte, Zze se w dotykd (BNC). (IMO SL 2002 G7)

Uloha 41. Bud ABC ostrothly trojihelnik s kruznici opsanou w a bud ¢ teéna k w.
Piimky 4,, ¢y, £, vzniknou z £ pieklopenim podle pifimek BC', CA a AB. Ukaite, Ze
kruZnice opsand trojihelniku uréenému primkami ¢, £, £. se dotyka w.

(IMO 2011/6)
Literatura a zdroje

Tento prispévek témér vyhradné cerpal z pfispévku Majdy Misinové na iKSku 2022.
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Hinty

Hint 1. Zinvertujte podle B a pouzijte bud Thaletovky v ptivodnim obrazku, nebo prosté
ptrehazovani uhla.

Hint 2. Invertujte podle jednoho z bodu dotyku.

Hint 3. Zinvertujte podle libovolného z A; a dvé kruznice, které se zméni na pfimky, si
nakreslete svisle.

Hint 4. Dokreslete si kruznice se stfedem ve vrcholech ¢étyruhelnika, které prochézeji
skrz F.

Hint 5. Zinvertujte podle D. V novém obrazku pouzijte osy tsecek.

Hint 6. Invertujte podle F a najdéte rovnoramenny trojuhelnik.

Hint 7. Upravte si dokazovanou rovnost do invertovatelnéjsiho stavu. Pak zinvertujte
podle A.

Hint 8. Zinvertujte podle A a pouZijte symetrii.

Hint 9. Zinvertujte podle A; a najdéte stfedovou soumérnost nebo dotuhlete.

Hint 10. Zinvertujte podle M. Dokreslete si stied obrazu k a s pomoci stejnolehlosti
douhlete.

Hint 11. Zinvertujte podle wi. Dokreslete si stred EF.

Hint 12. Jak daleko jsou body dotyku kruZnice pfipsané s AB a AC od A?

Hint 13. Zinvertujte podle kruznice, ktera zachovava wi, w2 i ws.

Hint 14. Invertujte podle P a prohodte kruznice opsané AADE a ABCF.

Hint 15. Zinvertujte podle kruznice vepsané. Najdéte tétivovy rovnobéznik.

Hint 16. Zinvertujte podle kruznice, kterd ma stted v T" a zachovava w.

Hint 17. Zinvertujte podle kruznice se stfedem v A, ktera zachovava wy,.

Hint 18. Invertujte tak, aby se kruznice k a £ staly soustfednymi.

Hint 19. Udglejte inverzi se stfedem A a polomérem v AB - AX slozenou s preklopenim
podle osy thlu BAC, kde X je prusecik £ s AC.

Hint 20. Pouzijte vbe-inverzi. Vyuzijte mocnost.

Hint 21. Uvédomte si, Ze Q lezi na kruznicich (ANB) a (AMC). Pak udélejte vhodnou
inverzi se stfedem v A, preklopte podle osy a rozmyslete si, Zze mate hotovo.

Hint 22. v/be-inverze, ale s poloviénim polomérem.

Hint 23. Inverzi a preklapénim vymeénte wi a wa.

Hint 24. v/be-inverze, ale s poloviénim polomérem.

Hint 25. Zinvertujte podle libovolného z vrcholu. Pouzijte pfepoéitavaci lemma (a troju-
helnikovou nerovnost).

Hint 26. Zinvertujte podle P a pouzijte pfepocitavaci lemma.

Hint 27. Body A’, B’, C’ jsou obrazy A, B, C v inverzi podle k. Pouzijte pfepocitavaci
lemma.

Hint 28. Pouzijte vétu o ose thlu. Pak zinvertujte podle P a dopocitejte.

Hint 29. Zinvertujte podle w a najdéte Feuerbachovu kruznici.

Hint 30. Zinvertujte podle P a vyuzijte Simsonovu pfimku.

Hint 31. Zinvertujte podle D. Pokud znate Gergonnuv bod, jste hotovi. Jinak pouzijte
Cevovu vétu.

35



Hint 32. Zbavte se B a C, zinvertujte podle O a pomoci pfepocitavaciho lemmatu dokazte
E'N"|| F'M'.

Hint 33. Zinvertujte pres O a najdéte Feuerbachovu kruznici.

Hint 34. Invertujte podle kruznice vepsané a vzpomente si na Feuerbachovu kruznici
(spravného trojuhelniku).

Hint 35. Zinvertujte podle I. Naleznéte n&jaké stejnolehlé trojuhelniky a z nich odvodte,
ze se néjaké tfi primky protinaji v jednom bodé. Dotihlete.

Hint 36. Zinvertujte podle B. VSimnéte si, ze PQRS je lichobéznik, tedy je tétivovy pravé
tehdy, kdyz je rovnoramenny.

Hint 37. Zinvertujte podle kruznice vepsané to, co se da rozumné zinvertovat. Nesahejte
na to, co se invertuje blbé. Pak najdéte Eulerovu primku.

Hint 38. Zinvertujte podle H a najdéte par obdélnikt. Hodi se vSimnout si, Zze Q, M a H
lezi na pfimce.

Hint 39. Zinvertujte podle X. Pak se podivejte do nasledujiciho pfispévku na tvrzeni
o kamaradech v ¢tyfuhelniku. Pouzijte prepocitavaci lemma.

Hint 40. Vyjadfete tan ZBK M jen pomoci thlti v ABC'. Potom si zadefinujte L jako bod
na w takovy, ze w se dotyka (BLC). Abyste ukazali, ze N = L, udélejte inverzi podle K a
pak zatnéte zuby a spocitejte tan LZBK L.

Hint 41.

(i) Zinvertujte podle kolmisté ABC. Fakt.

(ii) Podivejte se na nasledujici cviceni a uvédomte si, Ze specidlni ptipad, kdy P je kolmisté
ABC nam davéa feseni.
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Odhady
Zdenék Pezlar

Abstrakt. Podivime se na mnohé ulohy, kde chceme odhadovat kvantity, a na
metody, jak k tomu pfistupovat. Ficurou je, Ze teorie je pomérné malo, vétsinu
casu budeme pocitat. Jupi!

V tomto prispévku se budeme trochu obecné zamyslet nad tim, jak pracovat s
algebraickymi odhady v tézsich tlohach. Nerovnosti nam budou chlebem — a véfim,
7e uz méte hlad. U lehéich tloh (A1,A2 v shortlistu) se ¢asto jen pouziji lehké na-
stroje (AG nerovnost pro dva ¢leny, trojihelnikova nerovnost) néjak fikang. Nékolik

dobfe minénych rad:

(i) Monovarianty a indukce jsou kamaradi.

(ii) Kdyz pracujeme s posloupnostmi, obéas se hodi si vypsat prvnich nékolik ¢lentt
a sledovat, co by tak mélo vynutit odhad (je to prvnich par ¢leni? je to spis
chovani v nekoneénu? ).

(iii) Pouzivej takové odhady, co t& dostanou bliz k cili — pokud je nerovnost t&sna,
pouzivej tésné odhady. Kdyz ne, klidné se rozsoupni.

Ulohy na rozjezd

Uloha 1. Pro realna éisla x,y plati 2y > x-+y > 0. Jaké je nejmensi mozna hodnota
jejich souctu? (MO-B-1-2025)
Uloha 2. Pro piirozené n dokazte

1 1 1

< ——+——+...+

1 <3
2 n4+l1 n+2 o2n 4’

Uloha 3. Nezaporn realna éisla x,y, z maji soucet 2025 a spliiuji 2 > 10, y > 20,
z > 1700. Jaka je nejvétsi mozna hodnota jejich soucinu?

Uloha 4. Je dané ¢ € Rt a redlna ¢isla ay, ..., a, spliujici |a;| > c. Dokazte, ze

Z a;a; > 0.

i,4,lai—a;|<2c

Uloha 5. Reélna ¢isla x,y, z spliji « 4+ y + 2 = 12, 22 + y? + 22 = 54. Dokaite,
ze 9 < zy < 25, Ze jedno z Cisel je nejvyse 3 a dalsi je alespon 5.
(Celostatko 2011/3)
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Uloha 6. Dokaite, 7e pro kazdé liché n existuje permutace ko, ko, ..., kn_1 Cisel
1,2,...,n takova, ze polynom

knfll'nil + kn72xn72 + ...+ ]CO

nema zadny celociselny kofen.

Naivni bounding

Casto v tllohéch neni potieba zadna velkid myslenka, ,prosté se to udéla“. Dobra
mantra na zapamatovani je vzdy nejdiive zkouset hloupé véci pfed témi chytiejsimi.
Podezrele ¢asto totiz ty hloupé véci staci.

Priklad. Posloupnost je dand a; =as =1 apron >1
Ony2 = Any1 + —.
n
Dokazte, ze aigg > 19.

Uloha 7. Dokazte, ze pro kazdé r > 2 méa rovnice 22 = r|z| bud dvé nebo tfi
kladné redlna feseni. (iKS)

Uloha 8. Nechf ay < a; < as... je nekoneéné posloupnost pfirozenjch &isel.
Dokazte, ze existuje pravé jedno n > 1 takové, ze
ag+ay+as+...+ay

an < < Qpt1-
n

(IMO 2014/1)
Uloha 9. Jsou dané redlna ¢isla aq, .. ., a,. Pro kazdé i definujme
d; =max{a; |1 <j <i} —minfa; [ i <j<n}

a ozna¢me d = max{d;|1 < i < n}. DokaZte, Ze pro vSechna realnd ¢éisla x; < zg <
. <z, plati

1\3\&

max{|x; —a;| |1 <i<n}>
(IMO 2007/1)

Uloha 10. Pro reélné éislo = € [0, 1] uvazme S, = {n € N | 2| |nz]}. Dokazte, Ze
pro kazdé redlné Cislo x plati
1
I

€S,

\th

(Putnam 2015/A4)
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Posloupnosti

Na posloupnosti neni zadny univerzalni navod. Casto je tiloha stavéna néjakou kon-
krétni ipravu, vhodné teleskopovani ¢i néjaky jiny trik. Kazda z néasledujicich tloh
je typové rtiznd, dobrou chut!

Uloha 11. Posloupnost ai, ag, ... spliiuje a; = 2,a2 = 3 a

A2n+1 = 24 2an; Aon+2 = 2+ an + Ap+41

an

pro vSechna n > 1. Urcete vSechna n takova, ze -

je prirozené cislo.

(Indie 2025/1)

Uloha 12. Dvé posloupnosti kladnych é&isel (a;),, (b;)5°, spliuji pro n > 1

an_H:an—&—%, bn+1:bn+i.
Dokazte, ze max(asgas, bao2s) > 45. (Indie TST 2018/3)
Uloha 13. Pro reélné é&islo ¢ definujeme posloupnost a1, as, . . . nasledovné. Polozime
a1 = c a pron > 2 plati o
Gp = Z(ai)”_“‘l.
i=1

Najdéte vsechna c takovéa, ze a; > a;4+1 pro vSechna ¢ > 1. (USA TSTST 2025/7)

Uloha 14. Posloupnost kladnych realnych éisel aq,as, as, . .. splituje

a > kak
S (k1)

pro k € N. Dokazte, ze pro vSechna prfirozena n > 2 plati a1 + as + ...+ a, > n.
(Shortlist 2015/A1)

Extremalni princip, sefazeni

Trik stary jak Kunzak (tedy alespon od roku 1288). Kdyz ti iloha d4 moc volnosti
a pak chce néco dokazat, ty ,nejlepsi pfipady“ heuristicky casto nastavaji v extre-
maélnich bodech — v nejvyssi hodnoté, v hodnoté s nejvyssim rozdilem, . ... Stoji za
to znicit symetrii co nejvice co jde, napf. iplnym sefazenim symetrické tlohy.

Uloha 15. Je déno n > 3 kladnych ¢&isel ay, as,..., a,. Proi € {1,2,...,n}
definujme b; = %i=1t%1 (indexy bereme cyklicky). Pfedpokladejme, Ze pro vSechna
1,7 € {1,2,...,n} pllati a; > aj pravé tehdy, kdyz plati b; > b;. Dokazte, Ze a1 =
g = ...= Q. (EGMO 2023/1)
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Uloha 16. Nechf ay,as, ..., a, je posloupnost realnych &isel splijicich a; + as +
-+ 4+ a, = 0. Pro kazdé celé ¢ spliujici 1 < ¢ < n oznacme b; = a1 + as + - - - + a;.
Piedpokladejme, ze pro kazdé celé ¢ spliiujici 1 < i < n—2 plati b;(a;4+2 —a;41) > 0.
Dokazte, ze
> b .
2 ol = max [l

(Vybérko 2021)
Uloha 17. Bud n pfirozené éislo. Uvazme podmnozinu A C {0,1,2,...,5"} majici

4n + 2 prvku. Dokazte, Ze existuji a < b < ¢ z A takové, ze ¢ + 2a > 3b.
(Vybérko 2022, Shortlist 2021/A1)

Uloha 18. Jsou dan4 kladna redlna a, as, . .., a1o. Najdéte nejmensi moznou hod-
nota vyrazu

e LG +ai41 ]|’
kde indexy bereme modulo 10. (Indie EGMO TST 2024/2)

Uloha 19. Posloupnost a1, ag, ... realnjch &isel splituje

an = — max (a; +a;)  pro n > 2025.
i+j=n
Dokazte, ze existuje M > 0 takové, Ze |a,| < M pro v8echna n > 0.
(Shortlist 2017/A4)

Uloha 20. Bud n > 3 a x1,29,...,2, Csla z intervalu [0,1] se souétem s =
r14+x2+. . .+x,. Predpoklddejme, Zze s > 3. Dokazte, Ze existujiindexy 1 <i < j <n
takové, ze

2j_i{)3i$j > 28_3.

(Shortlist 2022/A4)

Znaminka a dobré indexy

Univerzalni odhady jsou ¢asto bohuzel obtizné. Pro nékteré pripady najdeme jed-
noduché odhady, pak ale zbyvaji néjaké ,zlé* pripady. Takové rozdéleni je jemné&jsi
nez standardni odhady a c¢asto uzitec¢né.

Uloha 21. Bud n liché pfirozené a z1,...,x, nezdpornd reilné &sla. Dokazte, Ze
plati
. 2 2
min (27 +z744) < max (2z;2541),
7j=1,2,...

1=1,2,....n n

kde 5,41 = 1. (EGMO 2016/1)

) ) )
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Uloha 22. Jsou dané sudé n € N arealné cy, ..., c, 1 takova, Ze Z?;ll [1—¢i] < 1.
Dokazte, ze polynom

2z + (71)"71%_19:”71 + (71)"72%_29:"72 - = (—1)01:171 +2
nem4 realné koteny. (USA TST 2014/4)

Uloha 23. Najdéte nejmensi realné C' > 0 takové, Ze pro libovolnych (ne-nutné riiz-
nych) kladnych redlnych ¢isel aq, as, as, a4, a5 miZeme vybrat po dvou riizné indexy
i,7,k, 1 tak, ze

Q; ag

Qj a;

< C.

(Shortlist 2016/A2)

Uloha 24. Posloupnost (z,,)22; je definovana nasledovné:

X :2,$n+1 :\/In+8*\/l'n+3

Dokazte, ze
n<ri+axs+...+x, <n—+1.

(Vietnam 2018/1)

Uloha 25. Necht ai,as,...,a, je posloupnost realnych &isel a necht m je pevné
kladné celé ¢islo mensi nez n. Rekneme, Ze index ks 1 < k < n je dobry, pokud
existuje néjaké £ s 1 < ¢ < m takové, ze ar +ax41+ ... +ar+e—1 > 0, kde indexy jsou

brany modulo n. Necht T' je mnozina vSech dobrych indext. Dokazte, ze > ax > 0.
keT
(USA TSTST 2015/1)

Uloha 26. Nechf n > 2 je kladné celé &islo a a1, as, . . ., a, jsou redlna éisla takova,
ze a1 + as + ...+ a, = 0.Definujme mnozinu A jako

A={(,j)|1<i<j<n,la;—aj| >1}

Dokazte, ze pokud A neni prazdnd, pak Z(m’)GA aza; < 0. (Shortlist 2019/A4)

Asymptotika

V nasledujici fadé tloh budeme divat, jak se nékteré funkce chovaji — jak rychle
asymptoticky rostou. Tento pohled miiZe byt ¢asto uzitecny, maze vynutit rovnosti,
ke kterym se lokaln&jsi odhady jenom pfiblizuji. Eventualné totiz funkce z'-° pre-
roste 100000z, i kdyz ze zacatku se to tak nezda.

Definice. Pro dvé funkce f, g fekneme, Ze f € O(g) pokud existuji realnd ¢, N
takova, ze f(x) < cg(x) pro vSechna z > N.
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Véta (UzZiteéna asymptotika). Plati

(i) logn € O(n®) pro kazdé € > 0.
(i) 1 + 1 +...+ 1 € O(logn), presnéji = logn + O(1).
(iii) (Taylor pro mocniny) Pro libovolnou (i zdpornou mocninu) m plati

(x+a)™ =2™ +ma™ ta+ O™ ?).

Definice (Limita posloupnosti). Necht (a,)%°; je posloupnost. Rekneme, Ze
L € RU {+o00} je limitou této posloupnosti, pokud pro kazdé € > 0 existuje N tak,
7e pro v8echna n > N plati |a, — L] < e.

Véta. Necht (a,) je monotonni omezena posloupnost. Pak ma limitu.

Priklad. Pro ktera kladné b existuje posloupnost kladnych realnych ¢isel spliiujici
Ant2 = \/bany1 —a,?

Reseni. Pro b > 1 vyhovuje konstantni posloupnost a,, = b — 1. UkaZeme, Ze pro
b < 1 takova posloupnost neexistuje. Pokud si budeme zkouset pro b < 1, zjistime,
ze po nékolika ¢lenech posloupnost prestane existovat. Ukazeme, ze jak se n blizi
k nekonec¢nu, méla by posloupnost limitu, coz bude vést ke sporu s vlastnostmi jeji
limity.

UvaZme néjakou takovou posloupnost (a;). Nejprve si v§imnéme, Ze pro viechna
n musi platit anr1 > ban+1 > an, tedy posloupnost je rostouci. Ukazeme, Ze po-
sloupnost je navic shora omezena.

Aby bylo a3 definované, musi byt

3 2 2
0 <bany2 = any1 = b\/bany1 — an — apny1 = b°any1 —b%an —a;, 1 > 0.

Pokud to vezmeme jako kvadratickou nerovnici v a,, 1, diskriminant musi byt kladny,
4

tj. a, < %, posloupnost je tedy shora ohrani¢ena. Ma tedy néjakou limitu L, pro

libovolné n tak existuji malé €1, 9, €3 takova, ze a,,+; = L + ¢;. Dosazenim ziskame

L4ey=+/bL+be; —L—e9g= L?>+ L(2e5 —b+1)+¢e2 —be; + 29 =0.

VyfeSenim této rovnice v L ziskdme pro ; — 0, Ze musi platit L € {0,b — 1}, tedy
L < 0. To je ale spor s tim, Ze nase posloupnost je rostouci a kladna. Tim padem
pro b < 1 opravdu pozadovana posloupnost neexistuje.

Uloha 27. Jsou dana kladna realna p, ¢, r takova, Ze pro nekoneéné mnoho pfiro-
zenych n plati

Lpn) + lgn] + [rn] = .
Dokazte, Ze p,q, r jsou racionalni. (CAPS 2023/1, ¢ast (a))
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Uloha 28. Existuje nezaporné celé &islo a takové, Ze rovnice

5] L] [ e

m4 alespori 100000 rtznych feSeni (m,n) pro m,n € N? (EGMO 2021/6)

Uloha 29. Posloupnost je dand ag = ¢ a a,41 = a, + \/%7 Zkuste si tipnout, jak
rychle asymptoticky proste a,. Bude to linearné, kvadraticky, exponencidlné?

Uloha 30. Najdéte viechna readlna A takové, ze kazda posloupnost x1, za, ... spl-
nujici
A 1
x =A-—
n+1 T,
pro vSechna n > 1 obsahuje koneéné mnoho zapornych ¢lent. (MEMO 2021/11)

Uloha 31. Nazvime prirodzené &islo n mocninové, ak n = z* pre nejaké prirodzené
¢isla x, k, kde k > 2. Dokazte, Ze existuje nekone¢né mnoho dvojic po sobé jdoucich
Ctverci s rozdilem délitelnym 2025 takovych, Ze mezi témito ¢tverci nelezi Zzadné jiné
mocninové éislo. (vesmés iKS 10/N6)

Uloha 32. Nechf g, 21, ... je posloupnost spliujici

(n? +1)x2
Tyl = —— 0
1 a3 +n2.
Pro které hodnoty xg je posloupnost ohranicena? (Simon Marais 2023/A4)

Uloha 33. Bud a sudé pfirozené éislo. Najdéte viechna realnd x takova, ze
{(ba +g)le. ba—lJ — b9+ |z/a)
plati pro vSechna prirozené b. (IMC 2025/4)
Co se mi neveslo jinam
Uloha 34. Soucet pfirozenych é&isel je 2026. Jaky je jejich nejvyssi mozny soucin?
Uloha 35. Dokazte, Ze pro kazdé piirozené m existuje n > m takové, Ze
(n> = 2] |2 |2
m 1 2 ml’

Navic pro dané m ozname p(m) nejmensi takové n. Ukazte déle, ze p(2025) =
p(2026) # p(2027). (MEMO 2018/14)
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Uloha 36. Rovnice
(x—1)(x—2)--(x—2016) = (z — 1)(z — 2) - - - (x — 2016)

s 2016 cleny na kazdé strané je napsana na tabuli. Kolik nejméné mizeme vymazat
¢lentu tak, aby obé strany zistaly neprazdné a navic vysledna rovnice neméla feSeni?

(IMO 2016/5)
Uloha 37 (technicka). Pro kazdé pfirozené n najdéte nejmensi hodnotu vyrazu

7]

i=1

pfes vSechny permutace ay, ..., a, mnoziny {1,2,...,n}. (Shortlist 2021/A3)

Literatura a zdroje
Tato prednaska mi byla zjevena ve snu.

[1] Alex Song: Sequences, Canada IMO preparation 2024.
[2] Majda Misinova: Nerovnosti bez kladiv, Prase, Mamutov 2023.
[3] Victor Y. Wang: Manipulation and Bounding, MOP, 2018.
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Hinty

Hint 4. Zamysli se nad podminkou a tou sumou.

Hint 5. Pro prvni ¢ast jednoduse dosazuj podminku do vyrazu xy + yz + xz. Pro druhou
Cast najdéte minimalni polynom.

Hint 6. Co kdyz ky,—1 = n?

Hint 7. Zapi§ x =n+ ¢ pro ¢ € [0,1), n € N a do¥es pro q.

Hint 8. nan4+1 — a1 — ... — ayn je rostouci posloupnost.

Hint 9. Sporuj a pouZij trojuhelnikovou nerovnost.

Hint 10. Dokaz, Ze jedno z kazdych tfi po sobé jdoucich n lezi v Sz pro = > %

Hint 11. Vypis si hodnoty %=. Moc velkych hodnot nenabjva, co?

Hint 12. Podivej se na a,b, a odhaduj. Taky se da divat na a, + by,.

Hint 13. Pro prvnich par ¢lend najdi zlaty fez. Pak chytfe indukuj — ukaz, Zze an+1 <
can(l+ an).

Hint 14. Uprav podminku na teleskopujici soucet. Na konci indukuj.

Hint 15. Podivej se na nejmensi a nejvétsi Cislo.

Hint 16. Sporuj a najdi maximalni |b;|. Pak znaminkuj a najdi explicitné vétsi |a;|.
Hint 17. Sefad si ¢isla v A a postupuj sporem.

Hint 18. Sefad po sobé jdouci podily. Rozdél piipady podle toho, jestli je malo nebo hodné
podila > 1.

Hint 19. Nejprve odhadni zespoda ¢leny s lichymi indexy néjakou konstantou. Pak uz to
je zbyva dobusit.

Hint 20. Zvol (a,b) = (i, 7), pro které nastane maximum a sporuj. Uvazuj «, 8, ze 2% < 1
a pod., ukaz, ze a + 5 < b —a.

Hint 21. Diky lichosti n existuje monotonni trojice.

Hint 22. Pro kladné z zjednodus pomoci d; = 1 — ¢;. Pak viechny d;z° odhadni jednim
¢lenem.

Hint 23. Uvazme ¢tyti ¢isla a < b < ¢ < d. Pro jakou permutaci ziskdme dvojici nejblizsich
zlomku? Usporadej si je.

Hint 24. x,, — 1 je alternujici posloupnost, co klesa ve velikosti.

Hint 25. Nejprve se podivej na m = 1, pak m = 2. Pro kazdy dobry index si vezmi
nejkratsi tsek, ktery ho udéla dobrym.

Hint 26. Vyuzij jednu rozjezdovou tlohu a rozdél si piipady.

Hint 28. Zvol si n = |leva strana] a odhadni levou stranu asymptoticky jako O(mlogm).
Najdi pak funkci, Ze leva - pravd bude O(f(m)).

Hint 29. Tipni, Ze a, ~ (An)? a Tayloruj.

Hint 30. Pro A > 2 zkonstruuj trividlné. Pro A < 2 limit.

Hint 31. Sporuj. Co by se stalo, kdyby v kazdém intervalu (z2, (z + 1)?) délky 2025 lezela
mocnina? Kolik je vlastné mocnin < N?

Hint 32. 1,22 <1 je lehké. Jinak dokaz, Ze posloupnost ma limitu.

Hint 33. Odvod si, ze b = 1 je postacujici.

Hint 35. Horni odhad na celé ¢asti toho moc neda. Tak co ten dolni?

Hint 36. Urcité to musi byt alespon 2016, to vyjde. Empiricky pro 4, 8 najdi, jaké ¢leny
smazat.
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Hint 37. Kam se divas, pocitej
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Aritmetické multiplikativne funkcie

Jakub Sosovicka

Abstrakt. Na prednéske sa pozrieme na multiplikativne funkcie, ktoré sa casto
vyskytuju v olympiade, ako pocet delitelov, sucet delitelov alebo Eulerova funk-
cia. Ukazeme si ako spolu stvisia a ¢o s tym ma Dirichletova konvoltcia. Na zaver
si spocitame par prikladov.

Poznamka. Pocet delitelov budeme znacit d(n), sucet delitelov o(n) a Eulerovu
funkciu tradiéne ¢(n).
Definicia. Funkcie f : N — C nazveme aritmetické.

Definicia. Aritmetickd funkcia f je multiplikativna, ak pre vSetky nestdelitelné
dvojice prirodzenych ¢éisel m,n plati f(mn) = f(m)f(n).

Definicia. Aritmetickd funkcia f je kompletne multiplikativna, ak pre vsetky dvojice
prirodzenych éisel m,n plati f(mn) = f(m)f(n).

Definicia. Dirichletova delta funkcia d je aritmeticka funkcia spliiajica

(i) 6(n) =1, ak n =1,
(ii) 6(n) =0, ak n > 1.

Definicia. Mobiova funkcia p je aritmeticka funkcia spliajtca

.....

(ii) p(n) = —1, ak je n bezstvorcové a deli ho neparny pocet prvoéisel,
(iii) p(n) =1, ak je n bezstvorcové a deli ho parny pocet prvodéisel.

Tvrdenie. Nasledujtuce funkcie st multiplikativne:
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Tvrdenie. Nech n = []p" (prvoéiselny rozklad). Potom
(1) d(n) = I](ei + 1),
. ST -1

(i) o(n) = [T(E2),

(i) ¢(n) = [Tp* " (p = 1).

Tvrdenie. },, ¢(d) =n.

Tvrdenie. Nech f je aritmetickd multiplikativna funkcia. Potom funkcia g(n) =
2 [ (d) je tiez multiplikativna.

Definicia (Dirichletova konvolicia). Nech f, g st aritmetické funkcie. Definujme
operdtor * nasledovne: (f * g)(n) =y, f(d)g(F)-

Tvrdenie. Plati, Ze bindrna operacia  spliia

(i) Je komutativna, teda f* g =g * f,

(ii) Je asociativna, teda f* (g* h) = (f *x g) x h,
(iii) M4 jednotkovy prvok, teda existuje e také, ze f xe = f,
(iv) Je distributivna, teda f x (g+ h) = (f *g) + (f * h),

(v) Ak f a g st multiplikativne, tak aj f x ¢ je multiplikativna.

Cvicenie 1. Pozrite sa spétne na predchidzajice tvrdenia a skuste ich dokézat
jednoduchsie pomocou Dirichletovej konvolicie.

Cvicenie 2. Urcte nasledujice funkcie:

Lahsie tlohy
Poznamka. Ak nie je povedané inak, v tlohdch uvazujeme prirodzené ¢isla.

Uloha 3. Dokézte, Ze pre vietky n plati

d(n) < 2v/n.
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Uloha 4. Dokazte, ze pre vietky n plati

o(n)
aw = V"
Uloha 5. Dokézte, 7e pre vietky n plati

n+12>d(n)+ p(n).

Uloha 6. Dokazte, Ze pre vietky n plati

d(n) < v3n.

Uloha 7. Dokézte, Ze pre vietky zlozené &isla n plati

o(n) <n—+/n.

Uloha 8. Najdite vetky n, pre ktoré plati

p(n) < Vn.

Uloha 9. Nech f: N — N spliia f(f(n)) = d(n). Dokazte, ze f(p) je prvoéislo pre
vSetky prvodisla p. (Kanada 2017)

Uloha 10. Dokéazte, 7e pre vetky n plati
d(1)+d3)+...+d(2n—1) <d(2) +d(4) + ...+ d(2n).
(Vyberko 2023)
Uloha 11. Najdite vSetky funkcie f : N — N, ktoré spliaji f(mn) = f(m)f(n) a

m+n | f(m)+ f(n) pre vSetky dvojice prirodzenych éisel m,n.
(Turecko TST 2016)
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Tazsie tlohy

Uloha 12. Oznaéme f(n) pocet stdelitelnych ¢isel s n, ktoré nedelia n. Dokazte, Ze
rovnica f(n) = k mé pre vSetky k > 0 iba koneény pocet rieSeni. (7KS 12, N1)

Uloha 13. Najdite vSetky n, pre ktoré plati
o(n) = d(n)[v/n].
(CPS 2022, 4)

Uloha 14. Najdite vietky dvojice prirodzenych ¢isel (n, k) takych, 7e existuje pri-
rodzené ¢islo s, pre ktoré plati d(sn) = d(sk). (ISL 2018 N1)

Uloha 15. Pre prirodzené é&islo n plati ©*(n) = 1, kde ¢* znaéi k-kréat aplikované
¢. Dokazte, ze n < 3. (USA TSTST 2016, 4)
Uloha 16. Najdite vietky funkcie f : N — N splitajice

1) f(mn) = f(m)f(n),

2) aspoii 2 z ¢&isel f(m), f(n), f(m 4+ n) sa rovnaja
pre vSetky dvojice prirodzenych ¢isel m, n. (EGMO 2022, 2)
Uloha 17. Nech d*(n) znaéi k-kréat aplikované d na prirodzené ¢islo n. Definujme
postupnost a,, nasledovne: ag = 1, a,, = d(a,_1) + d*(an_2) +...+d"(ag). Dokézte,
Ze pre vSetky prirodzené n je a, < 3n. (ELMO Shortlist 2023)

Uloha 18. Nijdite vetky celo¢iselné polynémy P také, ze o(n) | P(n) pre vetky
prirodzené n. (MEMO 2024 14)

Uloha 19. Ozna¢me f(n) najmensie m, pre ktoré d(m) = n. Dokazte, ze f(2%) deli
F(2F1) pre vietky k. (ISL 2011 N1)

Uloha 20. Dokaite, ze postupnost d(n? + 1) nie je od ziadneho momentu rastica.
(Petrohrad 1998)

Uloha 21. Néjdite vsetky k, pre ktoré existuje n spliajtce

(IMO 1998/3)
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Uloha 22. Celé ¢&islo n > 2 nazveme chutné, ak pre vSetky dvojice kladnych celych
cisel a,b takych, Ze a + b = n plati, ze § alebo 3 maju konec¢ny desatinny zapis.

Existuje nekonecne vela chutnych ¢&isel? (ELMO 2017)

Uloha 23. Nech d;(n) je pocet delitelov ¢isla n so zvyskom 1 modulo 3. Uréte
vietky k, pre ktoré existuje n spliajice

d(10n)
d1 (10n)

=k.

(ISL 2016 N2)

Uloha 24. Definujme postupnost a,, nasledovne: ag = 1 a a,, je najmensie celé éislo

o(agay ...an—1) | o(apay ...ay).
Kolko delitelov ¢isla 20242024 sa v postupnosti vyskytuje? (Turecko TST 2024)

Uloha 25. Definujme funkciu f : N — N ako f(n) = >_,_, ged(k,n). Najdite
v8etky a, pre ktoré ma rovnica f(n) = an préave jedno rieSenie. (ISL 2004 N2)

Uloha 26. Existuje konstanta C' taka, ze

pre vSetky n > 17 (ISL 2020 N6)

Literatura a zdroje

[1] Aditya Khurmi: Modern olympiad number theory

51



Hinty

Hint 1. Za g staci dosadit 1; ak je funkcia multiplikativna, sta¢i ju vediet zratat v mocnine
prvocisla.

Hint 2. St multiplikativne, sta¢i ich ur¢it v mocnindch prvoéisla.

Hint 3. Poparujte delitele d a 7.

Hint 4. Popéarujte delitele d a 7.

Hint 5. RieSenie sa nachadza v zadani ulohy 13.
d(n)?

Hint 6. Odhadujte postupne po prvocislach vyraz
Hint 7. Prvociselny rozklad, najmensie prvocislo je najviac odmocnina.

Hint 8. Prvociselny rozklad.

Hint 9. Staci ukazat f(2) = 2.

Hint 10. Pocitajte dvoma sposobmi. Pozrite sa na kazdého delitela, kolko krat je na ktorej
strane.

Hint 11. Urcite f(2) a dosadte (f(2)¥,n) pre pevné n. Druha moznost - predpokladajte
sporom ¢ | f(p) a dosadte linedrnu kombindciu p a g, aby ste dostali spor.

Hint 12. Uvazujte najmensieho prvociselného delitela, stacia vdm jeho nasobky.

Hint 13. Jednotku a n vyhod bokom a poparuj ostatné delitele AG-¢kom. Dalej odhadni
(staci d(n) < 24/n) a over malé pripady.

Hint 14. Pokial jedno deli druhé, je to jasné. Inak sa pozerajte na rozklady a skonstruujte
vhodné s.

Hint 15. Pri kazdej aplikicii ¢ odoberieme najviac jednu dvojku. Kolkymi dvojkami
prispievaju prvocisla? Je to aspon logs p?

Hint 16. Nech p je najmensie (prvo)¢islo, kde f(p) # 1. Nech ¢ je druhé najmensie také
prvodislo. Z toho dostan spor.

Hint 17. Staci zobraf odhad d(n) < & 4 1 a Sikovne odhadnif z indukcie. D4 sa pouzit aj
lepsi odhad (nejakd odmocnina), ale bude to asi pain odhadovat.

Hint 18. Moznych pristupov je vela. Napriklad miize poméct, ze ¢ | o(p?~?) pre vhodné
prvocisla p, q.

Hint 19. Predpokladajte, Ze to neplati a napiSte si prvoéiselné rozklady. Skuste ”vylepsit”
rozklad é&isla f(2%) na zaklade rozkladu &sla f(25*!) tak, aby sa ¢islo zmensilo a pocet
delitelov zostal rovnaky.

Hint 20. Dosadte n a n + 1. Tato nerovnost viete teleskopicky poscitat. Pre velké parne
Cislo potom dostanete spor.

Hint 21. Uvazujte rozklad. Tipnite si vysledok a indukciou. 2. hint: Ak je k = 4m +1, tak
uvazujte zlomok s ¢itatelom rovnym k, inak zlomok s ¢itatelom 3k.

Hint 22. Uvazujte nestudelitelné a, tych je dost, ale tych, ¢o maji iba dvojky a pitky je
malo (asymptoticky).
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Funkcionalne rovnice a iné

Dominik Rigasz

Abstrakt. Funkcionélky st typ prikladov, ktorému sa nechce zomriet, a stale sa
kazdoro¢ne objavuji na stutaziach. Na prednaske budeme riesit nedavne funk-
ciondlky vSetkych typov, zo vSetkych oblasti. Zatial¢o funkcionalky nad R ob-
Cas posobia ako sudoku, funkcionalky z inych oblasti ¢asto vyzaduju netrividlne
uvahy.

Vseobecné techniky (sudoku)

Najzakladnejsou a najvseobecnejsou metddou je dosadzovanie. Dobré rady, ako a
¢o dosadzovat:

Dosadzujeme pekné konstanty (neutrdlne prvky vzhladom na séitanie, né-
sobenie) ako 0, 1, —1, podla situdcie aj iné. Snazime sa v nich vypocitat funkéné
hodnoty.

Snazime sa vynulovat alebo skonstantnif niektoré vyrazy v argumentoch
funkcii (napriklad ked méme f(z + y), tak mozeme skusit y := —x).

Snazime sa eliminovaf vyrazy na opaénych stranach rovnice (napriklad
ked mame na jednej strane f(z 4+ 2f(x)) a na druhej f(y + f(z)), tak volbou
y:=x + f(x) tieto vyrazy eliminujeme).

Vyjadrovanie vyrazov dvoma spdsobmi. Ked napriklad mame vztah f(z+
y) = V(z,y), tak f(4z) = V(3z,x), ale rovnako f(4x) = V(2z,2z), teda
V(3z,x) = V(2z,2z). Napriklad aj na f(f(z)) sa vieme pozerat dvoma spo-
sobmi: jednak je to vyraz ktory dostaneme ked na f(z) aplikujeme f, no taktiez
je to vyraz, ktory dostaneme ked dosadime x := f(z). Konkrétne ak napriklad
F(z) = V(2), tak potom f(V(z)) = V(f(x)).

Symetrie v premennych. Ked napriklad méme ayf(f(z)f(y)) = f(z) + v,
tak zdmenou z, y sa lava strana nezmeni a porovnanim dostaneme f(z) 4+ y =
f(y) + . Casto si musime symetriu v rovnici dotvorit nejakym dosadenim.

Casto je velmi uZitoéné robif vahy o vlastnostiach hladanej funkcie, ktoré poznate
zo Skoly. Najcastejsie a najpouzivanejsie si:

Parnost a neparnost. Dajt sa dokazovat napriklad z rovnic f(2%) = xf(z),
resp. f(2?) = 22 f(z), dosadeniami, v ktorjch zmenime znamienka niektorych
premennych.

Prostost (injekcia). Dokéazat sa d4 zo vzfahov, kde mame vSetky z-ké zaba-
lené v f, az na jedno. Sila injektivity je, Ze ndm dovoluje skrtat f-ké&. Napriklad
z f(f(z)) = f(z) dostaneme f(z) = z. Prostost &asto v tlohach stvisi
s periodicitou — $peciilne ak predpokladdme ”neprostost” tak z toho obcas
plynie periodicita (MEMO 2024 T-2).
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e Na (surjekcia), resp. uvazovanie oboru hodnot. Tato vlastnost sa d4 vidiet z
rovnic, kde mame nejakii volni premennt mimo f-iek. Casto nevieme dokazat
surjektivitu funkcie na cely obor. Niekedy vSak sta¢i poznat len cast oboru
hodnot. Typickym prikladom je ukézaf, Ze funkcia ma nulovy bod, ten si
nejako oznadit a potom ho dosadzovat. Alebo ak vieme, zZe obor hodndt funkcie
je zhodny s jej definiénym oborom, tak moZeme nahradit vyraz f(z) novou
premennou z.

Existuje mnozstvo dalSich trikov a figlov, kreativite sa medze nekladd. Z ¢asu na
¢as, najmi v tazsich tlohach, sa daju uplatnit aj nasledujice metédy:

e Vyriesit rovnicu v mensom obore (napriklad v Q) a rozsirif riesenie na
vacsi obor (napriklad R).

e Nielen s predchédzajucim bodom je spojend aj matematicka indukcia. Na-
priklad z rovnice f(x + 1) = f(z) + 1 ziskame f(x +n) = f(z) + n. Aj takéto
malé zovieobecnenia sa mézu hodit.

e Pouzitie monoténnosti, ¢i inych nerovnosti tykajacich sa funkénych hodnét.
Nerovnosti st obzvlast uZitoéné pri funkcionalkach nad Rt.

e Pouzitie periodicity funkcie. Plati, Ze ak ma funkcia kazdd moznu redlnu pe-
riédu, tak uz je konstantna.

e Pouwzitie fixnych bodov (bodov, kde f(t) = ).

e Dosadit zadanie samé do seba, aplikovat podmienku sami na seba. Napri-
klad ak mame f(z +y) = f(z) — f(z + 2% f(y)) (KMS 46-Z2-10) tak mozeme
sktsit y = 22f(y), ¢im vyuzijeme podmienku v samej sebe, a mozno nie¢o
dostaneme.

e Definovat nové funkcie — napriklad ked tusime, ze f(x) = 22 je jediné riese-
nie, tak nie je na $kodu oznacit g(z) = f(x) — 2 a prepisat povodni rovnicu
v g, o ktorej chceme dokézat, Ze je nulové. Casto to nemusi priniest ni¢ zdsadne
nové, ale moZe to situdciu vyrazne sprehladnit.

A-funkcionalky (klasické)
Uloha 1. Nech f:Rt — RT je funkcia taka, ze pre vietky z,y € Rt plati
y 2% (x) > wf(y).

Ukazte, ze existuje prirodzené ¢islo ng také, ze pre vsSetky prirodzené n > ny a vsetky
realne x > 0 plati
f'(x) = @,

(Tu f™ znamend zlozenie funkcie f so sebou n-krat.) (MEMO 2025 I-1)
Uloha 2 (faz$ia). N4jdite vSetky funkcie f: Rt — R™ také, Ze pre vietky =,y € RT,
plati

flxy) + f(x) = fy) f(af(y)) + f(2) fy)

1.

a existuje nanajvys jedno ¢&islo a € R, pre ktoré f(a) = (MEMO 2025 T-2)
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Uloha 3. Urcte vietky celé ¢isla k > 0, pre ktoré existuje funkcia f : Ng — Ny
takd, ze f(2024) =k a f(f(n)) < f(n+1) — f(n) pre vietky celé ¢isla n > 0.
(MEMO 2024 I-1)

Uloha 4. Najdite vetky funkcie f : R — R také, Ze pre vietky z,y € R plati
yfle+1) = fle+y—f@) + f(2)f(f()
(MEMO 2024 T-2)
Uloha 5. Dan4 je funkcia f : N — N tak4, Ze pre vietky m,n € N plati
fin+ fn))(m+ f(n)) = (f(2m) +2f(n)) f(n).
Uréte vSetky mozné hodnoty (a) £(2022), (b) f(2023). (MBL-B 2023 QQ)
Uloha 6. Najdite vetky funkcie f : R — R také, Ze pre vetky z,y € R plati
flay + f(z?) = o f(z +y).
(Vyberko 2025)
Uloha 7. Nech f: R — R je funkcia taka, ze pre vietky z,y € R plati
fl+y)flz—y) > f(2)* = fy)*.
Predpokladajme, Ze existuju nejaké xg,yo € R, pre ktoré je nerovnost vyssie ostra.
Ukézte, ze bud pre vsetky x € R plati f(z) > 0, alebo pre vsetky € R plati
flx) <o0. (ISL 2023 A2)
Uloha 8. Najdite vSetky funkcie f : RT — RT také, Ze pre vietky z,y € RT plati
z(f(z) + f(v) = (f(f(2)) +y) f ().
(ISL 2023 A4)

Uloha 9 (faZsia). Najdite vSetky funkcie f : (0,00) — [0, 00) také, Ze pre vietky
z,y € (0,00) plati
f@+yf(@) = f@)f(z+y)
(CAPS 2025 P6)
Uloha 10 (faz$ia). Najdite vsetky funkcie f : Rt — R* také, Ze pre vietky
z,y € RT plati
fle+yf(x) =zf(1+y).
(EMC 2024 Senior P4)
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Uloha 11. Najdite vSetky funkcie f : RT — Rt také, Ze pre vietky z,y € RT plati

flay + f(2) =z f(y) + 2.

(USAMO 2023 P2)
Uloha 12. Najdite vetky funkcie f : RT — R* také, Ze pre vietky x,y € RT plati

f@)=flx+y)+ flz+2°f(y)).

(KMS 46-Z2-P10)

Uloha 13 (fazsia). Néajdite vsetky funkcie f : R — R také, Ze pre vietky x,y € R
plati

f@fw) + f(y) = f(z+y) + flay).
(iKS 14-3)

Uloha 14. Néjdite vSetky funkcie f : R — R také, ze pre vietky z,y € R plati

fafly) + 2> +y) = f(a)f(y) +zf(x) + f(y).

(KMS 47-Z2-P10)

C-funkcionalky (itera¢né a iné)

Pri itera¢nych funkcionédlkach (teda takych, kde sa ndm vyskytuje f vnorené do seba
velakrat) sa ¢asto oplati situdciu znazornit grafom, konkrétne orientovanym grafom
kde vrcholy st prvky definicného oboru f, a Sipka ide z x do y prave vtedy ak

flx)=y.

Definicia. Nech f je funkcia. Pre prirodzené n budeme znadit

fHx)=(fo...of)(z)=f(f(.. f(x)...)),
—_———

n—krat n—krat

teda f aplikované n-krat na x, a pre n = 0 dodefinujeme f°(z) = z. Keby sme

ndhodou cheeli zapisaf n-t4 mocninu hodnoty f(z), napiSeme (f(z))™.
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Vsimnime si niekolko uzitoénych pozorovani:

e Funkcidam f : M — M zodpovedaju prave tie grafy na mnozine vrcholov M,
kde z kazdého vrcholu vychadza prave jedna Sipka.

e Pre funkciu na konecnej mnozine sa cesta z lubovolného vrcholu zacykli.

e Nech z lezi v cykle dizky k na funkcii f. Potom f"(z) = z prave vtedy, ked

e Funkcia uvazovand ako graf je: (1) prosta (injektivna), ked do kazdého vrcholu
vedie najviac jedna Sipka, (2) na (surjektivna), ked do kazdého vrcholu vedie
aspoii jedna Sipka, (3) bijektivna, ked do kazdého vrcholu vedie préve jedna

Sipka.
e Nech M je koneéna mnozina. Potom je funkcia f : M — M prosta prave vtedy,
ked je na.

e Bijekcia pozostdva len z navzajom disjunktnych cyklov a obojstrannych retazi.

e Prosta funkcia pozostava len z navzajom disjunktnych cyklov, jednostrannych
refazi a obojstrannych refazi. Pociatocéné vrcholy jednostrannych retazi si pri-
tom presne tie prvky, ktoré chybaji v obore hodné6t.

Ulohy s iterdciami dokézu byt dost réznorodé a okrem vieobecnych funkcionalkovich
trikov a uvedenych pozorovani je ¢asty aj extremalny princip: Na cykloch sa méoze
oplatit pozrief sa na najvic¢si alebo najmensi prvok. Rovnako tak méze niekedy
pomoct minimalny prvok oboru hodnét. Casté je tiez indukcia.

Cvicenie. Je dand funkcia g : N — N. Skonstruujte f : Z — Z takq, ze f™(x) =0
ma4 presne g(n) rieSeni pre kazdé n € N.

Cvicenie. Najdite vietky funkcie f : N — N, ktoré pre vietky n € N splhajt
fn) + f(f(n) + f(f(f(n))) = 3n.

Cvicenie. Rozhodnite, & existuje funkcia f : Z — Z spliiajica f(f(n)) = 3n pre

vsetky n € Z.

Uloha 15. St dané a, k € N. Dokézte, ze funkcia f : N — N spliajtca f*(n) = n+a
pre kazdé n € N existuje prave vtedy, ked k | a.

Uloha 16. Najdite vietky prirodzené k, pre ktoré existuja funkcie f : N — N a
g : N — N také, ze g nadobtida nekoneéne vela hodnot a f9(")(n) = f(n) + k pre
kazdé n € N. (MEMO 2020 L-1)

Uloha 17. Na&jdite vietky polynémy P € Z[X] také, ze pre vietky = € Z a vietky
n € N plati n | P"(x) — . (Israel TST 2020)
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Uloha 18. Dan4 je koneéna (nepradzna) mnozina S. Povieme, Ze funkcia f : S — S
je n-td mocnina, ak existuje funkcia g : S — S taka, ze f(x) = g"(x) pre vSetky
x € S. Ukazte, ze ak f : S — S je n-tou mocninou pre vsetky n € N, tak potom
f(f(x)) = f(x) pre vSetky x € S. (Baltic Way 2024)

Uloha 19. Nech S je koneéné mnozina, a nech A je mnozina vsetkych funkcii z
S do S. Nech f € A, anech T = f(S) je obraz mnoziny S pod mapovanim f.
Predpokladajme, ze fogo f # go f o g pre kazdu funkciu g € A\{f}. Ukazte, Ze
f(r)=r. (ISL 2017 A3)

Uloha 20. Nech S = {1,2,...,n}. Funkcia f : S — S je krutoprisna, pokial pre
kazdé k € S plati f/(*)(k) = k. Dokazte, ze kazda krutoprisna funkcia mé aspoii
P + 1 pevnych bodov, kde P je podet prvocisel v intervale (y/n, n].

(PraSe 36-4p-7)

Uloha 21. Uréte vietky podmnoziny S mnoziny {2°, 21,22, ...}, pre ktoré existuje
funkcia f:N — N taka, ze

S={fla+b)—f(a) = f(b) | a,b € N}.
(ISL 2024 A4)

Uloha 22. Striktne rastticu funkciu f : N — N nazveme centrdlnou, ak pre vietky

n € N plati
SO+ +... + f(f(n)
f(n)
Ukézte, 7ze existuje (fixnd) funkcia g : N — N takd, Ze pre Iubovolni centrdlnu

funkciu f existuje nekonecéene vela ¢isel n € N takych, ze g(n) = f(n).
(EGMO 2025 P2)

= f(n).

Uloha 23. Nech f:N — N je funkcia taka, Ze pre Iubovolné k € N plati, Ze mnozina

{7, f(2),.... f(R)}

obsahuje prave f(f(k)) roznych prvkov. Ukazte, ze f(f(f(k))) = f(k) plati pre
vetky k € N. (EMC 2025 Senior P2)

Uloha 24. Koneénd mnozina S kladnjch celjch ¢isel sa nazyva Zirafovd, ak S
obsahuje celé ¢éislo |S|, kde |S| oznacuje pocet roznych prvkov v S. Majme funkciu
f: N — N, taka ze pre lubovolnt zirafovii mnoZinu S plati, Ze mnozina f(.5) je tiez
zirafové, kde f(S) := {f(a) : a € S}. Néjdite vSetky mozné hodnoty f(2024).

(iKS 14-1)
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Uloha 25. Funkcia f : A — A sa nazve A-dobré, ak f(a? +b) = f(b? + a) pre
vietky a,b € A. Aky najvicsi pocet roznych hodndét méze byt medzi ¢islami f(1),
..., £(2023), kde f je A-dobra funkcia? Rieste pre (a) A =17, (b) A=N.

(MEMO 2023 T-1)

N-funkcionalky

Ide o funkcionélky, v ktorych vystupuju delitelnosti, prvocisla, aritmetické funkcie,
pripadne celo¢iselné polynémy. Pouzivame poznatky z tedrie ¢isel, stratégia ostava
rovnaka. Castou metédou pri delitelnostnych funkcionalkach je skusit skonstantnit
prava stranu delitelnosti a vedief hybat I'avou — potom totizto dostavame,
7e pravé strana musi byt nulova. Casto sa tieZ oplati pozerat kam sa mapujii
prvodisla, pripadne ukézat, Ze funkcia je multipliativna alebo nie¢o podobné (o
tom vam ale viac povie Sogo ;D).

Uloha 26. Najdite vSetky funkcie f:N — N také, ze f(2) = 1 a pre vietky a,b € N
plati
lem(f(a+0b), f()) | lem(a + f(b),d).

(Baltic Way 2025)
Uloha 27. Nijdite vsetky funkcie f : N — N také, ze pre vietky a,b € N plati

f(a)+ f(b) | (a+0b)*
(Baltic Way 2022)

Uloha 28 (faz$ia). Nech f:N — N je funkcia taka, Ze pre vietky =,y € N je
¢islo f(z) + y Stvorcom préave vtedy ak je Stvorcom éislo x + f(y). Ukdzte, ze f je
injektivna. (EMC 2023 Senior P4)

Uloha 29. Nijdite vietky f : N — N také, Ze pre fubovolné m,n € N platia obe
podmienky

f(mn) = f(m)f(n),  m+n]f(m)+f(n)
(iKS 14-2)

Uloha 30. Néjdite vietky funkcie f : N — N také, ze a + f(b) | a® + bf(a) pre
vietky a,b € N také, ze a + b > 2019. (ISL 2019 N4)

Uloha 31 (faZsia). Najdite vietky funkcie f : N — N také, Ze pre vietky x,y € N
platia obe nasledovné podmienky:
(1): z a f(z) maja rovnaky pocet kladnych delitelov,
(2): ak z fy ay{wx, potom ged(f(2), f(y)) > f(ged(, y)).
(EGMO 2024 P5)
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Uloha 32. Nijdite vietky funkcie f : N — N také, Ze pre vietky a,b € N, platia
obe nasledovné podmienky:

(1): f(ab) = f(a)f(b),
(2): aspoti dve z éisel f(a), f(b), a f(a + b) sa rovnaju. (EGMO 2022 P2)

Uloha 33. Najdite vietky funkcie f : Q — Q také, Ze pre vietky xz,y € Q plati

ff(@)+y) = fly) +2°.
(EGMO 2021 P2)

G-funkcionalky

Uloha 34. Nech S je mnozina vSetkych bodov roviny. Najdite vietky funkcie f :
S — R také, ze ak ABC je nedegenerovany trojuholnik, pre ktory plati f(A) <
f(B) < f(C) abod H je jeho ortocentrum, tak potom

f(A)+ f(C) = f(B) + f(H).
(MBL-B 2024 QQ)

Uloha 35. Dan4 je funkcia f : Q — R. Uvazujme graf tejto funkcie v stiradnicove;
stustave. Ak vyberieme lubovolné tri rozne body A, B, C patriace grafu funkcie f,
ktoré nelezia na priamke, tak aj tazisko trojuholnika ABC patri grafu funkcie f.
Najdite vsetky také funkcie f.

Uloha 36. Nech f: 7 — R je funkcia z roviny do realnych &isel taka, Ze

fCA) + f(B) + f(C) = f(O) + f(G) + f(H)

pre lubovolny ostrouhly trojuholnik AABC so stredom kruZnice opisanej O, ta-
ziskom G and ortocentrom H. Ukazte, ze f je konstantna. (BMOSL 2024 G7)

Uloha 37. Najdite vsetky funkcie f : R? — R také, ze

A+ F(B) + f(C) + f(D) =0,

pre vSetky Stvorice bodov A, B, C, D tvoriace vrcholy Stvorca so stranou 1.
(BMOSL 2022 A6)

Uloha 38 (fazsia). Nech L je mnozina vSetkych priamok v rovine a f je funk-
cia, ktord priradi kazdej priamke ¢ € L bod f(¢) na ¢. Predpokladajme, Ze pre
hocijaky bod X a Tubovolné tri priamky f1, s, {3 prechadzajice cez X, lezia body
fl6), f(£2), f(£3), a X na kruznici. Ukézte, Ze existuje prave jeden bod P taky, Ze
f(€) = P pre vsetky priamky ¢ prechddzajice cez P. (ISL 2019 G8)
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Hinty

Hint 1. Ukaz to pre nejaké konkrétne n-ka, potom nakombinuj.

Hint 2. Ak f(1) = 1 sme hotovi. Nerovnosti. Co ak f(1) > 1? Co ak f(1) < 1?7 Pomdze

uvazovat velkost vyrazu b = 2;{1()1) a vela dosadeni.

Hint 3. Moze byt f(n) > n? Pre (skoro) vSetky ostatné urob nendroénu konstrukciu.
Hint 4. Urob mudre dosadenie aby sa ti rovnali argumenty na oboch stranach. Ak by sme
mali injektivitu tak sme vyhrali. Co vieme povedat o f ak existuji a # b s f(a) = f(b)?
Hint 5. Lahko zisti§ f(2x). Co ak f(y) je neparne? Pre parne hodnoty skiis konstrukciu.
Hint 6. Ukaz, Ze f je neparna. Casto sa oplati na = + y pozerat ako na jednu premennt.
Vyuzi neparnost a beztrestne zmen znamienka nejakych premennych.

Hint 7. Zmen premenné (z + y a = — y s linedrne nezivislé).

Hint 8. Indukciou ukazte f(z) > 15

Hint 9. Vyraz a+bf(a) je zaujimavy, vieme povedat nie¢o o jeho hodnote. Co tak dosadit

x.

ho za z.

Hint 10. Ukaz, e je rasttica, potom rastiica sujekcia — spojit4, odkial je to fahké (y — 0).
D4 sa to vSak aj bez analyzy iba odhadmi: Pre x > 1 ukdzte f(z) > 1, nasledne f(x) > z.
Z f(x) > x dostante pre x > 1 spor.

Hint 11. Vela pristupov. Najkratsi: Skiste dosadit ze niektoré premenné jednotky a po-
rovnat to s P(z,c/z + 1).

Hint 12. Dosadte zadanie do seba. Vyraz 22 f(y) je zaujimavy. Pozor na detaily.

Hint 13. VyuZi symetriu na zaciatku, rob vela dosadeni. Moze f byt periodicka?

Hint 14. Zvol argument lavej strany tak, aby sa ti od¢ital s nie¢im napravo. Co ak by f
bola prosta v 17

Hint 15. Ako budu vyzerat refaze? Pri hybani sa po nich uvazujte zvysky ¢isel modulo a.
Hint 16. Nakresli si obrazok. Pre k = 1 mas malo ¢isel. Bude to pri ostatnych fungovat?
Hint 17. Nech P(z)—= je nekonstantny polyném. Potom existuje nekonecne vela prvoéisiel
p | P(n) — n pre nejaké n € N. Ak sa pozerdme na P ako funkciu v Z,, ako musi vyzerat?
Hint 18. Stadi najst nejaké N také, Ze pre lubovolnt funkciu ¢ : S — S mame ¢V = ¢*.
Aké N by mohlo vyhovovat? Po kolkych aplikovaniach g sa urc¢ite dostaneme do cyklu? A
potom?

Hint 19. Zvol g tak, aby si nanttil fgf = gfg. Vyuzi to, ze kazda cesta f sa zacykli (S je
koneénd).

Hint 20. Dizky cyklov.

Hint 21. Definujte novt funkciu. Aké st rieSenia 2% + 2° = 2°7 Indukcia.

Hint 22. Plati lecvz1(2k — 1) = N?. Poméze (po viac alebo menej sktsani) definovat
F(n) = f(n) — (2n — 1). Ako rastie/klesd F'?

Hint 23. Existuje vela rieseni, vSetky vyuzivaji extremdlny princip. Uvazte najmensie n
také, ze f(f(f(n))) < f(n).

Hint 24. Ak f(z) > x pre vSetky z tak sa tesime. V opa¢nom pripade uvazte najmensie x
pre ktoré f(z) < z. Akd moze byt hodnota f(z)? Skimajte vhodné mnoziny, nemusia mat
ani vela prvkov.
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Hint 25. (a) je lahka. Pre (b) uvazujte graf na vrcholoch 1,...,2023, kde hrany veda
medzi a® + b a b? + a. Uloha sa potom pyta na najviicsi mozny poet komponentov takého
grafu. Ako vyzeraju tieto komponenty?

Hint 26. Dosad jednotku a dvojku.

Hint 27. Vela sposobov, funguje napriklad indukcia v spojeni s Bertrandom. Prav stranu
volime tak aby mala mélo delitelov, skimame f(prvodcisla).

Hint 28. N4jdi nekoneénu konstantni podpostupnost, potom odhaduj.

Hint 29. Vhodnym modularnym dosadenim ukaz, ze f(p) = p* pre nejaké k (zavislé na
p). Potom sa snaz skonstantnit pravi stranu delitelnosti tak ze eliminuje$ exponent.

Hint 30. N4jdi nekoneéne vela n takych, ze f(n) = nf(1) (Dirichletova veta o prvocislach
pomdze), potom skonstantni pravi stranu.

Hint 31. Vyhovujt f(z) = p*® 1. Indukcia na d(z).

Hint 32. Pozri sa na najmensie prvoéisla p < g také, ze f(p) > 1 a aj f(q) > 1.

Hint 33. Nezabudaf na induktivne zovieobecnenia. Specilne teraz, lebo Q je iba na skok
od Z.

Hint 34. Ak H ortocentrum ABC, potom C je ortocentrum ABH. Potom sa hraj. Pra-
vouhlé trojuholniky st pekné.
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Algoritmy
Martin {Sindeldr, Stépdnek}

Abstrakt. Prekvapivé casto se stava, ze je mozné jinak tézkou tlohu vyftesit do-
cela jednoduchym algoritmem. Ukéazeme si, jak takové algoritmy mohou vypadat
a vyresime néjaké ulohy.

Pod pojmem algoritmus rozumime néjaky presny navod ¢i postup, kterym lze
provadét néjakou proceduru ¢i fesit tlohu. Prestoze by se mohlo zdat, ze algoritmy
se hodi spi§ do olympiddy z informatiky, mizeme s jejich pomoci vyfesit mnoho
(nejen) kombinatorik. Mize se vyplatit pouziti néjakého algoritmu, jestlize

hledame netrivialni konstrukci,

mame zadanou néjakou operaci,

chceme redukovat neptfehlednou konfiguraci,
hrajeme hru a hleddme vyherni strategii.

Hladové algoritmy

Hladovy algoritmus vzdy provede to, co zrovna vypada nejlépe. Algoritmus tedy
vibec ,nepfemysli“ dopfedu a vzdy jde do lokdlniho optima. Nékdy ale i tento
,hloupy* algoritmus muze dojit k optimalnimu feseni.

Priklad. Potiebujeme zaplatit pfesné N korun a mame neomezend mnozstvi banko-
vek a minc{ standardnich hodnot (1,2,5,...). Chceme pouzit co nejmensi mnozstvi
minci a bankovek, jak to mame udélat?

Uloha 1. V kazdém policku tabulky m x n je napsano realné ¢islo. V jednom kroku
mizeme zménit znaménka u vSech ¢isel v jednom fadku nebo v jednom sloupci.
Ukazte, ze lze dosdhnout stavu, kdy bude soucet v kazdém fadku i v kazdém sloupci
nezaporny.

Uloha 2. Necht d je nejvyssi stupeti daného grafu. Dokazte, Ze tento graf lze obarvit
nejvyse d + 1 barvami tak, aby zadné dva vrcholy spojené hranou nemély stejnou
barvu.

Uloha 3. Dokazte, ze kazdé pfirozené &islo lze zapsat jedingm zptsobem jako
soucet jednoho nebo vice Fibonacciho ¢isel, z nichz zadné dvé nejsou po sobé jdouci
ve Fibonacciho posloupnosti.

Uloha 4. Kaminky vazici dohromady 9 tun je tfeba pfepravit pomoci nakladaki.
Vime, Ze zaddny kaminek nevazi vic nez tunu a kazdy nakladak uveze 3 tuny. Kolik
nejméné nakladaku je tfeba, aby $lo vSechny kaminky naraz prepravit?

(Némecko 2000)
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Uloha 5. Necht n je pfirozené éslo. Majda a Lucia hraji hru — Majda ma k listi
papiru, kde k je také prirozené cislo. Na kazdy z listt Majda napiSe nékterd z cisel
od 1 do n (miZze napsat klidné vSechna nebo zadné) — zbyvajici ¢isla vzdy dopise na
druhou stranu papiru (tj. na kazdém listu budou dohromady z obou stran vSechna
¢isla od 1 do n). Nyni mize Lucia otoéit n&jaké listy na druhou stranu. Pokud se
Lucii povede, aby po tomto otoceni byla vidét vSechna ¢isla od 1 do n, zvitézi.
Najdéte nejmensi k, pro které Lucia vidy dovede zvitézit. (Nizozemsko 2014)

Uloha 6. Uvazujme tabulku se dvéma Radky a n sloupci. Do kazdé buiiky tabulky
napiseme kladné realné cislo tak, aby soucet ¢isel v kazdém sloupci byl roven 1.
Ukazte, ze umime vybrat jedno ¢islo z kazdého sloupce tak, aby soucet vybranych
¢isel v kazdém radku byl nejvyse 2L, (Rusko 2005)

Uloha 7. Je mozné vybrat 1983 riiznych piirozenych é&isel mensich nebo rovnych
100000, z nichz zadné t¥i netvofi po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti?
(IMO 1983)

Uloha 8. Mnozinu tii nezdpornych ¢isel {z,v, 2}, kde plati * < y < z, nazveme
divnou, pokud {z — y,y — 2} = {a,b} pro dand 0 < a < b. Ukazte, Ze mnoZina
v8ech nezapornych celych cisel se da zapsat jako sjednoceni navzajem disjunktnich
divnych mnozin. (IMO shortlist 2001, zobecnéné)

Uloha 9. Bud n pfirozené ¢islo. Najdéte nejmensi celé &islo k s nasledujici vlastnosti:
Pro libovolna realna ¢isla aq,...,aq takova, ze a1 +as + - -+ag=na0<a; <1
pro vSechna i od 1 do d je mozné tato ¢isla rozdélit do k skupin (z nichz nékteré
mohou byt prazdné) tak, aby soudet ¢isel v kazdé skupiné nepievySoval 1.

(IMO shortlist 2013)

Uloha 10. Lenka nasla 100 krabic, v kazdé je néjaky pocet jablek, bananti a ananasti.
Ukazte, ze si Lenka mtize vybrat 51 z téchto krabic tak, aby méla aspoin polovinu
kusti kazdého ovoce. (PraSe)

Uloha 11. Kunzacka banka razi mince s hodnotou % pro kazdé kladné celé ¢islo n.
Méjme konecnou kolekei takovych minci (ne nutné riznych hodnot), kterd ma celko-
vou hodnotu nejvyse 99 + % . Dokazte, ze tuto kolekci je mozné rozdélit na 100 nebo
ménd ¢asti tak, aby kazda ¢ast méla celkovou hodnotu nejvyse 1. (IMO 2014)

Uloha 12. Je déno celé &islo N > 2. V fadé stoji N (N +1) navzajem riizné vysokych
fotbalistt. Trenér Vrba chce vyfadit nékterych N (NN — 1) z nich tak, aby nova fada
sestavajici ze zbylych 2N fotbalistd spliiovala néasledujicich N podminek:

(1) Nikdo nestoji mezi dvéma nejvyssimi fotbalisty.
(2) Nikdo nestoji mezi tfetim a ¢tvrtym nejvyssim fotbalistou.
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(N) Nikdo nestoji mezi dvéma nejnizsimi fotbalisty.

Dokazte, zZe je to vzdy mozné. (IMO 2017)

Uloha 13. Mnozina piimek v roviné v obecné pozici (tj. zadné tii neprochézeji
stejnym bodem, zddné dvé nejsou rovnobézné) rozdéli rovinu na tzemi, z nichz
nékterd maji koneény obsah. Dokazte, Zze pro dostatecné velkd n lze pro libovolnou
mnozZinu piimek v roviné v obecné pozici obarvit alesporti v/n pfimek rizove tak, aby
74dné konecné tzemi nemélo zcela rizovy okraj. (IMO 2014)

Invarianty a monovarianty
Najdeme néco, co se pro dané operace zachovava nebo méni jenom jednim smérem.

Priklad. V roviné je ddno n modrych a n éervenych bodu tak, Ze zadné t¥i nelezi
v pfimce. Dokazte, zZe lze nakreslit n tsecek tak, aby kazdy z 2n bodd byl spojeny
s pravé jednim bodem jiné barvy a zadné dvé tsecky se nektizily.

Uloha 14. Na zajezdu mé kazdy turista nejvyse tfi neptatele (nepiatelstvi jsou
vzéjemnd). Dokazte, Ze je moZno turisty rozdélit do dvou autobusi tak, ze nikdo
nejede v autobuse s vice nez jednim svym nepritelem.

Uloha 15. Necht a1,...,a, (n > 3) jsou realn ¢&isla takova, Ze

ar+az+---+a, >n  a zaroveil (a1)* + (a2)® + ...+ (an)* > n*

Dokazte, ze max{ay,...,an} > 2. (USAMO 1999)

Uloha 16. V kazdém ¢tverecku tabulky m krat n je napsano piirozené &islo. Povo-
lenym tahem je pficteni celého cisla k ke dvéma sousednim c¢tverecktim tak, aby se
v zddném z nich neobjevilo zaporné ¢islo. Najdéte nutnou a postacujici podminku
pro to, aby bylo mozné po kone¢né mnoha operacich docilit tabulky plné nul.
(IMO shortlist 1989)

Uloha 17. Ve vrcholech pravidelného Sestitthelniku je napsino Sest nezapornjch
celjch éisel, jejichz soucet je 20032003, Vladimir ma povolenu nésledujici operaci:
vybrat si jeden vrchol a nahradit ¢islo v ném napsané za absolutni hodnotou rozdilu
¢isel napsanych v sousednich vrcholech. Dokazte, ze Vladimir dovede provést takovou
sekvenci taht, po které bude ve v8ech Sesti vrcholech napsano ¢islo 0.

(USAMO 2003)
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Uloha 18. Mg¢jme n krabic By, By, ..., B, poskladanych do fady. Je v nich dohro-
mady n mickd.

(1) Je-li alespoii jeden micek v By, mizZeme jej pfesunout do Bs.

(2) Je-li alesponi jeden micek v B, mizeme jej presunout do B, ;.

(3) Jsou-li alespoii 2 micky v By, kde 2 < k < n—1, miZzeme jeden z nich pfesunout
do By—1 a druhy do Bjy1.

Dokazte, ze pro libovolné pocateéni rozlozeni mickt lze docilit toho, aby v kazdé
krabici byl pravé jeden micek. (China Girls 2011)

Uloha 19. Kubo m4 tii ¢ty v bance, na kazdém z nich je celo¢iselné (kladné)
mnozstvi penéz. Mtze délat prevody z Gctu na ucet pouze tehdy, zdvojnasobi-li
tento pfevod mnozstvi penéz na cilovém uctu. Dokazte, ze Kubo vzdy umi pievést
v8echny své penize do dvou uétt (tj. ve tfetim bude 0). Dovede je vzdy vSechny
prevést do jednoho? (IMO shortlist 1994)

Uloha 20. Cervené Karkulka a V1k hraji hru. V1k nejprve na pasek papiru namaluje
sto puntiki, z nichz kazdy je bud modry, nebo ¢erveny. Na zacatku kazdého tahu se
odstiihne puntik nejvice vlevo. Je-li cerveny, namaluje Vlk na pravy konec rfady dalsi
modry nebo ¢erveny puntik dle vlastniho vybéru. V opacném piipadé udéla totéz
Karkulka. Cilem Karkulky je zajistit, aby po néjakém tahu byly vSechny puntiky
dervené. Muze se ji to podafit, at hraje Vlk jakkoliv? (PraSe)

Uloha 21. Na tabuli je n > 2 piirozenych éisel. V kazdém kroku vybereme dvé
z nich a obé€ nahradime jejich sou¢tem. Urcete vSechna cisla n, pro ktera je takto
vzdy mozno dospét (v koneéném poctu kroki) k n shodnym ¢éislam.

(MEMO 2008)

Uloha 22. Mgé&jme n imonti, z nichZ kazda dvojice muiZe & nemusi byt spojena.
MtiZzeme provadét dvé operace:

(i) Znicit imon, ktery je spojen s lichym poé¢tem imonti.

(ii) Zdvojnasobit pocet imont vytvorenim kopie ke kazdému existujicimu imonu.
Dva okopirované imony budou spojeny pravé tehdy, byly-li spojené jejich vzory.
Dale se kazdy imon spoji se svou kopii. Zadné dalsi spojeni béhem této operace
nevzniknou ani nezaniknou.

Dokazte, ze lze docilit stavu, kdy nebudou Zadné dva imony spojené.
(IMO shortlist 2013)

Algoritmy redukce

Méme slozitou tllohu, kterou za pomoci néjakého algoritmu prevedeme na jednodussi,
aniz bychom pfitom porusili jeji strukturu nebo pointu.
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Priklad. Méjme uspofddanou mnozinu Sesti celych éisel S = {a, b, ¢, d, e, f}. Za tah
povazujeme operaci, kterou kazdé z téchto Sesti ¢isel bud zvys$ime nebo sniZime o 1.
Ukazte, zZe existuje konecnd posloupnost taht takova, kterd prevede mnozinu S do
takového tvaru, aby platilo aef = bdf = cde.

Uloha 23. Kazdé spravné préatelstvi je na vedirku nutné stvrdit pozvanim na skle-
nicku. Co v8ak délat, kdyZz maji icastnici hluboko do kapsy? Pomozte jim a dokazte,
7e se mohou zvat tak, aby kazda dvojice pfatel zasla na sklenicku pravé jednou a
pritom aby pro kazdého ¢lovéka platilo, ze pocet lidi, které pozval, se bude lisit nej-
vySe o jedna od poé¢tu lidi, ktefi pozvali jeho. (PraSe)

Uloha 24. Mé&jme body Aj, As, ..., A, uspofddané na kruznici a bod O uprostfed.
Na kazdém z bodu Ay, A, ..., A,, O je umistén koneény pocet karet, n > 3. Mame
povoleny nasledujici operace:

(1) Pokud jsou na né&jakém bodé A; alespoii 3 karty, miizeme odebrat 3 karty a déat
po jedné z nich do boda A;_1, A;41, O.

(2) Pokud je alespon n karet v bodé O, mizeme je odtud odebrat a rozdat po jedné
do bodu Al, AQ, ey An

Dokazte, Ze pokud je celkovy pocet karet alespoii n? + 3n + 1 tak muzeme docilit
situace, ve které bude v kazdém vrcholu alesponn n + 1 karet po konec¢né mnoha
krocich. (China 2010)

Uloha 25. Mgé&jme koneénou souvislou mnozinu S jednotkovych étverctt vybrangch
z rovinné jednotkové mtizky. Tato mnozina je dokonale pokryta pravouhlymi rov-
noramennymi trojuhelniky s preponou délky 2 — tyto trojuhelniky se nepiekryvaji
a nepfesahuji mimo S. Navic, kazda pfepona trojuhelniku je rovnobézné bud s vo-
dorovnym nebo svislym smérem. Dokazte, Ze pocet téchto trojuhelnikti musi byt
délitelny ctyfmi. (USAMTS 2015)

Uloha 26. Na matematické soutézi jsou néktefi u¢astnici kamaradi. Kamaradstvi
je vzajemné. Skupinu, ve které se kazdi dva spolu kamaradi, nazveme parta. Jako
velikost party ozna¢me pocet jejich Clenil. Za predpokladu, Zze nejvétsi velikost party
je suda dokazte, ze lze ucastniky rozdélit do dvou mistnosti tak, aby nejvétsi velikost
party v jedné mistnosti byla stejné jako nejvétsi velikost party ve druhé.

(IMO 2007)

Hry, konstrukce a nahodné ulohy

V této casti najdete nékolik her a konstrukénich tloh s pomérné péknym algoritmic-
kym feSenim, které se ale moc nehodi do zadné z predchozich kategorii.

Uloha 27. Na stole lezi 2020 minci. Provedeme 2020 taht, kde v k-tém tahu oto¢ime
néjakych k£ minci. dokazte, ze lze dosdhnout toho, aby vSechny mince byly nahoru
stejnou stranou. (Cina 1989)
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Uloha 28. V fadé je N zarovek o¢islovanych postupné 1 az N. Krokem rozumime
prepnuti tii zarovek, jejichz éisla a, b, ¢ spliuji @ + ¢ = 2b. Urcete vSechna N, pro
néz lze konec¢nou posloupnosti krokt vsechny zarovky zhasnout nezévisle na jejich
pocateénim stavu (iKS 1, C5)

Uloha 29. Necht n > 1 je pfirozené ¢&slo a nechf t; < ty < --- < t, jsou kladna
cela cisla. Ve skupiné t,, + 1 lidi jsou hrany Sachové partie. Dva lidé mohou sehrat
partii nejvyse jednou. Dokazte, Ze je mozné, aby platily zaroven tyto dvé podminky:

e Pocet her sehranych kazdou osobou je roven nékterému z cisel t1,%s, ..., t,.
e Pro kazdé ¢, 1 <1 < n, existuje nékterd z osob, ktera sehraje pravé t; her.

(EGMO 2017)

Uloha 30. Mame kruh na jehoz obvodu je umisténo 2n minci. Mizeme provadét
nasledujici operaci: vybereme néjakou minci, na které je orel, a oto¢ime obé sousedni
mince. Najdéte vSechny pocatecni pozice, pro které je mozné se konec¢nou posloup-
nosti tahi dostat do stavu, kdy je pouze na jedné minci orel. (Japonsko 1998)

Uloha 31. Zdenék si mysli ¢islo od 1 do n. Jonase samoziejmé zajima, jaké ¢islo si
Zdené€k mysli, a tak ho chtél uhadnout. Jonas se muze zeptat na libovolnou mnozinu
Cisel a Zdenék mu vzdy fekne, jestli dand mnozina obsahuje jeho ¢islo. Hacek je ale
v tom, ze Zden€k miize 1hat, nastésti vzdy maximalné k-krat po sobé. Jonasovi bude
stacit, kdyz najde mnozinu d¢isel velikosti nejvyse m a bude jisté védét, ze se tam
Zdetikovo ¢islo vyskytuje. Dokazte, Ze se mu to pro m > 2% poda¥i. (IMO 2012)

Uloha 32. Mg¢jme krabice By, Bs, ..., Bg poskladané za sebou. Kazda z nich zpo-
¢atku obsahuje jednu minci. Mame povoleno nasledujici:

(1) Vybrat neprazdnou krabici jinou nez Bg, odebrat z ni 1 minci a pfidat 2 mince
do krabice za ni nasledujici.

(2) Vybrat neprazdnou krabici jinou nez Bs a Bg, odebrat z ni 1 minci a prohodit
obsahy minci nasledujicich dvou krabic.

Urcete, jestli existuje konecna posloupnost operaci povolenych typt takova, aby bylo

prvnich 5 krabic prazdnych a Bg obsahovala presné 2010201°°™ minei.
(IMO 2010)

Uloha 33. Nechf £k > 2 an > k — 1 jsou dana pfirozené éisla. Rado a Matdj
hraji hru. Na zacatku Rado na tabuli napise za sebou n celych cisel. Matéj miize
v kazdém kroku zvolit libovolné dlouhy souvisly blok za sebou jdoucich ¢isel (klidné
v8echna, nebo naopak jenom jedno). Rado pak bud vSechna ¢isla v tomto bloku zvysi
o jednicku, nebo vSechna o jednicku snizi. Matéj vyhraje, pokud se na tabuli objevi
alespon n — k + 2 cisel délitelnych k. Ukazte, ze Matéj umi vyhrat v kone¢ném poctu
krok. (iKS 5, C5)
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Uloha 34. Na socialni siti s 2019 uzivateli jsou nékteré dvojice uzivatelt pratelé,
pricemz pratelstvi jsou vzdy vzajemna. Vztahy v této siti se mohou ménit opakova-
nym provedenim nasledujici operace:

T¥i uzivatelé A, B, C spliujici, ze A se prateli s B i C a zaroven Ze B a C nejsou
préateli, zméni sva pratelstvi tak, ze B se sprateli s C' a zaroven A ukondi sva
pratelstvi s B i s C. VSechna ostatni pratelstvi zistanou beze zmény.

Na zacatku je v siti 1010 uzivatelt, z nichz kazdy ma 1009 pratel, a 1009 uzivatelq,
z nichz kazdy ma 1010 pratel. Ukazte, ze existuje vhodna posloupnost uvedenych
operaci, po jejimz provedeni nema zadny uzivatel sité vice nez jednoho pritele.

(IMO 2019)
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Hinty

Hint 1. Zbavujeme se zapornych soucti.

Hint 2. To snad skoro ani neni tloha.

Hint 3. Silna indukce.

Hint 4. Prosté vétsinu néjak nahdzime na prvni tii ndkladaky.

Hint 5. Ne$lo by tam néco binarné vyhledat?

Hint 6. Muze se hodit to néjak sefadit a pak se to jenom rozdéli na spravném misté.
Hint 7. Postupné vyber vSechno co jde, najdi pattern.

Hint 8. Stadi projit ¢isla od 1, kdyZ néjaké cislo jesté nikde neni, vytvoiime mu novou
mnozinu.

Hint 9. PomiZe indukce, 5" je fajn ¢islo.

Hint 10. Vybereme krabici s nejvétsim poctem jablek a krabici s nejvétsim poctem banant.
Zbylé krabice setfidime podle pocétu jablek a postupné rozdélujeme do skupin, pricemz
vyrovnavame banany.

Hint 11. Zbav se minci sudé velikosti, mince rozdél na malé a velké. Stejné velké dej do
skupin, malé k nim pak pridej.

Hint 12. Rozdél fotbalisty do N +1 skupin podle vysky a potom projdi fadu zleva doprava.
Hint 13. Vzdy kdyZ se obarvi néjaka pfimka, ozna¢ nejvyse dva vrcholy.

Hint 14. SniZujeme pocet nepfatelstvi v ramci autobust.

Hint 15. Zachovej soucet a1 + a2 + - - - + an, udélej hodné dvojek.

Hint 16. Nutna podminka je jasna, pak to mazes délat tfeba po fadcich.

Hint 17. Modulo 2 se hodi, zadana operace nemize zvysit maximum.

Hint 18. Pouzivej druhou a tfeti operaci, dokud to jde. Musi tento proces nékdy skoncit?
Hint 19. Chceme snizovat minimum, binarka je docela fajn.

Hint 20. Kazdych 100 taha se na puntiky podivej jako na ¢islo ve dvojkové soustaveé.
Hint 21. Bude-li n sudé, muZeme cisla sloucit do dvojic. Mize se hodit podélit vSechna
Cisla nejvétsi mocninou 2, kterou jsou vSechna délitelna a divat se na soucet vzniklych cisel.
Hint 22. Nejsou barevné grafy mnohem hez¢i? Zase to ale nesmime piehanét, proto po
obarveni pocet barev budeme snizovat.

Hint 23. Zbav se cykli, na stromech uz je to jednoduché.

Hint 24. Nejdfiv zkus provadét prvni operaci, dokud to jde — pfi jakém stavu to uz
nepujde? Kdyz ted hodnékrat provedeme druhou operaci, bude to skoro stacit, ale muze se
to pokazit. Nepujde to ale néjak opravit?

Hint 25. Stadi to vyfesit jenom pro cykly, ty vyfesime tfeba tak, Ze je budeme zmensovat,
aniz bychom zmeénili pocet trojihelniki modulo 4.

Hint 26. Nejdiiv dej do jedné mistnosti nejvétsi partu a do druhé zbytek. Potom se to
hodi néjak priblizné vyrovnat, aby velikosti nejvétsich part v obou mistnostech byly uz
skoro stejné. Konec je tieba dorozebirat.

Hint 27. Operace provadime pozpatku, potom postupné zleva zvySujeme pocet spravné
otocenych minci.

Hint 28. Jde to pro N > 8.

Hint 29. Rozmysli si to pro n = 2, pak to zobecni.

70



Hint 30. Najit nutnou podminku je snadné, potom staci ze vSech orla vytvofit souvisly
blok a ten nasledné zmensovat.

Hint 31. Postupné vylu¢uj moznosti, ¢asto se ptej na 2¥ a pouzij binarku.

Hint 32. Jde to, (2,0,0) — (z —y,2Y,0).

Hint 33. Divdme se na zbytky, ozna¢me nejpravéjsi nenulové ¢&islo z. Zajimavé je (k —x)-té
nenulové ¢islo zleva.

Hint 34. Bud se miiZzeme divat na komponenty, které nejsou Gplny graf a maji asponi jeden
vrchol lichého stupné, nebo redukujeme na strom.
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