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Zabijeni nerovnosti
Zdenék Pezlar

Abstrakt. V olympiddé se obcas objevuji nerovnosti, tak si ukdzeme par zpu-
sob1, jak je busit.

Standardni vybava (s tim jste se mohli setkat)

Véta (vaZzené AG). Budte ay,..., a, kladnd &isla a wy,..., w, nezdporna se
souctem w. Pak plati

W1a] + ...+ Wyapy > wai"l/w e a,’f”/“’.
Prow,=...=w, = % mame staré dobré AG-¢ko. Rovnost nastava proa; = ... =
Q-
Véta (Cauchy a Hélder). Budte ay, ..., an, b1, ..., by acy, ..., ¢, posloupnosti

kladnych ¢isel. Pak plati
(a4 ... +a2)(bF ... +b2) > (arby + ... +axb,)?
a rovnost nastane pro a;/b; konstantni. Podobné plati
(@4 ... +a)B3+ .. ) S+ ... +3)> (arhier + ...+ apbpcy)?
a rovnost nastane pokud a;/b; a b;/c; jsou konstantni.
Véta. Jsou dand nezaporna ¢isla a, b, c. Ozna¢ujme symetrické sumy pomoci mul-
tiindexti [z,y,2] =3_, ,, a®b¥c*. Pak plati

(1) (Muirhead) Jsou-li ar; > g > g, f1 > B2 > B3 dvé posloupnosti se stejnym
sou¢tem splitujici iy > 1 a a3+ > B1+5, tak plati [aq, s, 3] > [B1, fe, B3]
Rovnost nastane pro a =b = c.

(ii) (Schur) Pro kladna «, 8 plati [« + 283,0,0] + [a, 8, 8] > 2[a + B, 5, 0]. Rovnost
nastane proa=b=caa=>5b,c=0.

Obecné tipy pro feSeni tézSich nerovnosti.

(i) Projizdéj metody od nejhloupéjsich vyse — napt. AGcko, Cauchy, Jensen, uvw. ..
(ii) Zkus si tipnout rovnost, bude to pfi a = b = ¢? Bude to pfi a = b, ¢ = 07 Podle
toho délej odhady.
Nésleduje par tloh, které bud jdou hezky trikové, nebo nehezky ubusit. Obé
dvé techniky maji svoje misto, je pak tfeba poznat, kdy vyuzit co.

Umluva. Ve vSech tlohach navic hledejte vSechny piipady rovnosti.



Uloha 1. Bud P polynom s kladnymi koeficienty a z1, ..., 2, € RT. Ukaite, Ze

2 2 2
P(“) +P<x2> +--~+P<x”> > nP(1)%
To T3 Z1
(Moldavské vybérko 2022)

Uloha 2. Pro kladné redlna ¢&isla z, 1, z se sou¢inem 1 ukazte

T 3
Z(y+1)(z+1) Z

cyc
(Shortlist 1990)
Uloha 3. Jsou dana kladna realna &isla as, ..., a, se soudinem 1. Ukazte, Ze

(14 a2)*(1+as3)®--- (1 +a,)" >n"

(IMO 2012)
Uloha 4. Ukaite, Ze pro kladna realné a, b, ¢ plati
a b c
Va2 + 8be + Vb2 + 8ca * V2 + 8ab 21
(IMO 2001)

Uloha 5. Ukaz, Ze pro nezaporné realna a, b, ¢ plati

3(a* +b* + ¢*) + (ab + ac + be)(a® + b? + ¢2) > 2(a® + b* + )%

Uloha 6 (Na vydrz). Pro kladn4 realn4 ¢isla ukaz (roznasobenim)

IN

Z; 1
a3 + b3 4+ abec ~ abc’

cyc
Uloha 7. Pro kladné ¢isla x, y, 2 splitujici zyz = 1 ukazte
5 2 5_ .2

T~ —x i y57y2 i z5—Z >0
I5+y2+22 x2+y5+22 $2+y2+25_

(IMO 2005)



Uloha 8. Jsou dana kladnd reéln4 a, b, ¢, d spliwjici (a+c)(b+d) = ac+bd. Najdéte
nejmensi moznou hodnotu vyrazu

(Shortlist 2020)

Separované nerovnosti a tangent line trick

Predstav si svou oblibenou rozumnou spojitou funkci. Pokud chceme odhadnout
funkéni hodnotu v okoli néjakého bodu, dobrym ndpadem muze byt ukazat, zZe
funkéni hodnoty lezi nad tecnou. Formalné, mtzeme zkusit ukazat

f(x) > f(a) + f'(a)(z — a).

Takova nerovnost se mize hodit v pfipadé, Ze mame separovanou nerovnost, tj.
napiiklad ve tvaru f(a1) + f(a2) + ... + f(a,) > g. Podobné mizeme odhadovat,
ze funkce lezi nad néjakou seénou. V jakém bodé pak brat tecnu/secnu? Ideilné v
bodé, ve kterém nastane rovnost.

Uloha 9. Pro nezaporna redlnéa ¢isla a, b, ¢ se sou¢tem 1 ukazte

Uloha 10. Pro kladna realna &isla a, b, ¢ ukazte

2
Z (2a+b+c) <s
2a2% + (b + ¢)?

cyc

(USAMO 2003)

Uloha 11. Jsou dana redlna &isla x, y, z sphitujici 22 +y? + 22 +9 = 4(x +y + 2).
Dokazte, ze

ot 4yt 42 1 16(22 + 92 —1—22) > 8(3:3 + 3 +z3) + 27.
(MEMO 2009)

Uloha 12. Pro z,y, z € [0, %) plati tanz + tany + tan z = 2. Najdéte minimum

vyrazu chc cos2 z°



Uloha 13. Reélna ¢isla 21, ..., x, vSechna vyssi nez minus jedna maji soucet n.

Ukazte, Ze
1 Xy
E > 5.
e~ 1+ z; P 1+

(MEMO 2016)

Smoothing, unsmoothing a posouvani

Hlavni ideou této sekce je rozumné ménit neznamé a sledovat, co se déje s podmin-
kami v zadani a v dokazovanych nerovnostech. Nejcastéjsi pripady, jak proménné
priblizovat/oddalovat:

(i) Pokud je soucet a; + ... + a, fixni, tak nahradit (ai,as,...,a,) vektorem
(a1 +¢e,a2 —¢e,...,ay,). Specidlni pfipad: nahradit dvé éisla jejich aritmetickym
primeérem.

(ii) Pokud je soucin fixni, to samé délat s geometrickym primeérem.

O funkci f : I — R, kde I je interval, fekneme, zZe je konvexni, plati-li pro
vechna z, y € I, A € [0,1] nasledujici: f(Az + (1 — Ny) < Af(z) + (1 = X)f(y).
Pokud je f dvakrat diferencovatelna, tak je konvexni, pravé pokud jeji druhé derivace
je kladna na 1.

Véta. Necht f: I — R konvexni funkce a a < b € I . Potom pro € > 0 spliiujici
a+e<b—e plati ze f(a)+ f(b) > fla+¢€)+ f(b—¢).

Tohle posouvani nemusi nékdy vést k cili, nebot nemusi skon¢it. Tudiz je nutné
se ujistit, zda tak nastane v konecném case.

Uloha 14. Pfirozend &isla a, b, ¢, d maji soucet 2025. Jaka je nejvyssi mozna

hodnota jejich soucinu?

Uloha 15. Najdéte maximum vyrazu (a — b)(b— c)(c — a)(a + b+ c) pfes viechna
a, b, c €[0,1].

Uloha 16. Budn >2aay, as, ..., a, € [0,1]. Ukaite, Ze

n
ar+ag+ - +a, — (@102 + azaz + -+ + apar) < bJ

(Bulharsko 1995)

Uloha 17. Ukazte, Ze pro libovolna redlna ay, as, ..., an, b1, ba, ..., b, plati
> (lai — aj| + [bi = b;]) < Y la; — byl.
sym sym

(Polsko 1999)



Uloha 18. Jsou dana realna ¢isla uq, us, . . ., U225 splnujici

Up Fug 4 Fuoees =0 a  ul+ud -+ udgs = 1.

Necht ¢ = min (ul, U, ... 7’(1,2025) a b = max (’LLl7 Uy« vy U2025). Ukaite, ze
1
ab < ———.
2025

(Shortlist 2019)
Uloha 19. DokaZ znovu tlohu 4.

Uloha 20. Ukazte, e plati
2.2 Wlmi—al <) ylaital
i=1j=1 i=1j=1

pro v8echna redlnd x1,...,x,. (IMO 2021)

SOS
Uloha 21 (Motivaéni). Pro kladn4 redlnd ¢isla a, b ukazte, ze

a® +2b° + 8b%a? > Tb*a + 2ab(a + b).

SOS je zkratka pro ,,sum of squares“. Myslenka je jednoduché, pokud nerovnost
ekvivalentné pfepiSeme do tvaru [soucet ¢tvercti] > 0, tak jsme vyhrali. Typicky
vyraz pro SOS je S (b — ¢)? + Sp(a — ¢)? + S.(a — b)? > 0. Snadné je si rozmyslet,
ze nerovnost plati pro S,, S, a S, nezaporna.

Cviceni (SOS, fikangjsi). Rozmyslete si, ze pokud b je mezi a, b, ¢ prostfedni a

(i) Sy >0
(ii) Sy + S. >0,
(iii) S + Sp > 0,

tak i pfislusnéd nerovnost plati.

Uloha 22. Ukazte, Ze pro kladna a, b, c plati [4,0,0] + 3[2,2,0] > 4[3,1,0].
Uloha 23. Doka# Schurovu nerovnost pomoci SOS.

Uloha 24. Pro nezéporna a, b, ¢ dokazte

2(a®> +0* + )2 > 3(a*(b+c) + b3 (c+a) + A(a+b)).



Uloha 25. Ukaizte pro k = 4, ze pro viechna kladna a, b, ¢ plati

>9+k.

1 1 ab+ ac + be
a?+02+c2

1
b 44z
(a+ +C)<a+b+c

Bonus: Najdi nevyssi k, pro které nerovnost plati.

Uloha 26. Ukaite, Ze pro kladna a, b, c plati

%

Z abc 5
b+c 23+ b3 +¢3) — 3

cyc

Uloha 27. Jsou-li a, b, ¢ délky stran trojuhelnika, dokazte

a®(b—c) + b3(c — a) + (a — b) + 2(a®b® + b*c + ¢*a®) > 2abc(a + b + c).
Uloha 28. Pro kladna a, b, ¢ dokazte

Z a®+ (b+c)® b+c)

cyc

Literatura a zdroje
Tato pfednaska mi byla zjevena ve snu.
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Michal Rolinek a Pavel Salom: Nerovnosti.
Radek Olsék: Chinese dumbass notation a SOS.

4] Kiran Kedlaya: A < B.

Hinty

Hint 2. Roznasob a pomoci sou¢inu homogenizuj.

Hint 3. Jak zapojit souéin?

Hint 4. Holder. A nebo pak Jensen.

Hint 5. Pfepi$ do multiindexid a pouzij Shurheada.

Hint 6. No roznasob to :D

Hint 7. Bud chytré aplikace Cauchyho, nebo to natvrdo rozndsob. A nestyd se za to.
Hint 8. Tipni si rovnost a pouzij vhodné AG-¢ko, aby rovnost byla zachovéana.

Hint 9. Kdy nastane rovnost? Odhadni, ze funkce lezi nad se¢nou. Taky jde Jensenem.
Hint 10. Dehomogenizuj a separuj proménné.
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Hint 11. Tipni si rovnost, separuj a v jedné proménné odhaduj pomoci podminky ze
zadani.

Hint 12. Nejprve vyjadii cos? z pomoci tanx a pak pouzij tangent line trick na m%ﬂ
Hint 14. Pokud by néjaka dvé ¢isla méla velky rozdil, pfibliz je. Co se stane se soucinem?
Hint 15. Posouvanim pfevedte na nerovnost v jedné proménné.

Hint 16. Nerovnost je linearni v kazdé proménné. Co to znamena?

Hint 17. Dejme tomu, Ze néjaka z a;, b; jsou maximalni mezi vS8ema 2n &isly. Co se stane
s vyrazem, kdyz nékterd z nich snizis?

Hint 18. Dokazuj obménu tvrzeni. Zafixuj si a, b a posouvej u; ke krajam.

Hint 20. Pfidej ke vSem stranam néjaké ¢, pak ziskas konvexni funkci v ¢.

Hint 21. VSimni si, Ze nastane rovnost pro a = b, co to znamena?

Hint 25. Uprav obé dvé nerovnosti do SOS tvaru a pak slu¢. Odhadni k dosazenim b = c.
Hint 28. Aplikuj sikovné Holderovu nerovnost, abys ziskal nerovnost, kterou uprav do

SOS tvaru.



Linearna algebra v kombinatorike
Michal Stanik

Abstrakt. V prvej Casti prispevok zavadza niektoré zakladné pojmy linedrnej
algebry a vyslovuje o nich fundamentalne tvrdenia. Ukazuje sa totiz, Ze je mozné
ich s prekvapivym tspechom aplikovat na rieSenia roznych tloh stredoskolskej
matematiky, najmé kombinatoriky. Druhd ¢ast prispevku obsahuje tilohy vhodné
k aplikécii tychto technik.

Zacéneme definiciami pojmov teleso a vektorovy priestor.

Definicia. Mnozinu T spolu s bindrnymi opericiami ,+“ a ,-“ a ,vyznaénymi
prvkami“ 0 a 1 nazveme (komutativnym) telesom, ak pre vsetky x,y,z € T platia
nasledujice vztahy:

WDz+y=y+azeT,

2)z+(y+2)=(x+y)+z,

(3) 2 +0 =2,

Wz y=y-zeT,

(B)a-(y-2)=(x-y)- =

6) z-1=u,

Mzx-(y+z2)=z-y+x-z,

(8) existuje prvok —z € T taky, ze x + (—z) =0,

(9) ak = # 0, tak existuje prvok 7! € T taky, ze v -2~ 1 =1

Niekedy sa este pridava ,axiéma netriviality“: 0 # 1.

BeZnymi telesami, s ktorymi sa budeme stretavat, si napriklad reélne, raci-
ondlne ¢ komplexné éisla (so Standardnymi operdciami séitania a nisobenia), ale
taktiez aj Z, pre prvocislo p, kde sa s¢ita a ndsobi modulo p.

Cvicenie. Rozmyslite si, ze Z,, s modularnymi operaciami je teleso prave vtedy,
ked n je prvocislo.

Definicia. Nech T je teleso, V mnozZina, o jej prvok, ,+“: V xV — V a -
T x V — V binarne operacie také, ze pre vsetky a,b € T, u,v,w € V plati:

V+W=W-+V,
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(8) (a+b)-u=a-u+b-u.

Potom Stvoricu (V, +, -, 0) nazveme vektorovym priestorom nad T. Prvky V sa na-
zyvaja vektory, prvky T sa nazyvaju skaldry.

Ak si vezmeme usporiadané n-tice prvkov z telesa T a ako operacie pouzi-
jeme tie z T vykonavané po zlozkach, dostaneme tzv. aritmeticky vektorovy priestor.
Napriklad z redlnych cisel tak dostaneme zname euklidovské priestory R™. Inymi
prikladmi st napriklad priestor vSetkych postupnosti prvkov T alebo vSeobecnejsi
priestor vSetkych funkcii z nejakej mnoziny M do T.

Cvicenie. Overte, ze polynémy stupna najviac n € N tvoria vektorovy priestor
nad R.

V nasledujicom bude vzdy V = (V, +, -, 0) vektorovy priestor nad telesom 7'

Definicia. Ak je V vektorovy priestor, W C V a pre lubovolné u,v € W aa,beT
plati au + bv € W, hovorime, ze W (W s operaciami z V) je podpriestorom V.

Napriklad roviny ¢i priamky v 3D st podpriestormi R3.
Dostévame sa k pre nas kli¢ovym pojmom linedrna (ne)zdvislost a generovanie:

Definicia. Nech X C V. Mnozinu
<X> = {a1v1 “+ agVe + - -+ + agpVi | a; €T,v; € X}

nazyvame linedrnym obalom X. Ak plati (X) =V, hovorime, Ze X generuje V.

Linedrny obal X je mnozina vSetkych linedrnych kombindcii vektorov z X.
Lahko sa nahliadne, Ze je to najmensi podpriestor V, ktory obsahuje X.

Definicia. Nech M = {vi,vo,...,vi | v; € V} je kone¢na. Ak plati, Ze kedykolvek
ay,ag, - ap €T spiﬁajﬁ a1Vi+asVo+- - -4apvy = 0,takuza; =as =--- =ax =0,
hovorime, ze M je linedrne nezdvisla. V opac¢nom pripade je linedrne zdvisld.

Cvicenie. Mame skupinu aritmetickych vektorov so zlozkami 0 a 1. Dokazte, ze ak
je tato skupina linedrne nezévisla nad Z,, je linedrne nezévisld nad Q.

Cvicéenie. Dokéazte, ze skupina aritmetickych vektorov s racionalnymi zlozkami je
linedrne nezavisla nad Q prave vtedy, ked je linedrne nezavisla nad R.

Definicia. Mnozinu B C V, ktora je linedrne nezivisld a sicasne generuje V,
nazyvame bdzou V.

Cvicenie. Dokézte, Zze mnozina B C V je bézou V prave vtedy, ked kazdy vektor

z V sa dé jednoznacne zapisat v tvare a;vi +asvs+- - - +arvg, kde vi,va,...,vp € B
aay,as,...,ax €T.
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Tvrdenie. Kazdy vektorovy priestor ma nejakti bazu. Vsetky bazy daného vekto-
rového priestoru majua rovnaku velkost — toto €islo nazyvame dimenziou priestoru a
znacime dim V.

Cvicenie. Spomerite si na priestor polyndmov stupnia najviac n. Najdite aspon dve
jeho bézy. Ak4 je jeho dimenzia?

Cvicenie (fazké). Mame tabulku m x n reélnych ¢isel (drsiiaci maji maticu).
Ked sa pozrieme na riadky ako na aritmetické vektory v; nad R, modZeme oznacit
D, = dim(|Jv;) dimenziu nimi generovaného priestoru. Podobne definujeme D, pre
stipce. Dokézte, ze D, = D,. Tato hodnota sa nazyva hodnost matice.

Tvrdenie (zdsadné). Mnozina viac nez n vektorov v priestoru dimenzie n je
linedrne zavisla. Pre kazdti mnozinu menej nez n vektorov existuje vektor mimo jej
linearny obal

Definicia. Skaldrny sicin vektorov v = (v1,...,v,) aw = (wy,...,w,) definujeme
ako
VW = 01wy + V2wWsg + -+ - + UpWh,.

Skalarny stéin sa sprava linedrne (ked niektory z vektorov prendsobime kon-
Stantou k, znasobi sa aj hodnota skaldrneho sté¢inu k-krat).

Rovnost tvaru ajvy + asve + -+ + axvy = W s nezndmymi aq,das,...,a; sa
dé chapat ako ststava rovnic (jedna rovnica pre kazdua zlozku) a zapisat pomocou
matice

Viz V21 - Vg1 | W1
Viz Vo2 -+ Vg2 | W3

b
Vin V2n - Vin |Wp

kde v;; oznacuje j-tu zlozku vektora v; a w; oznacuje j-tu zlozku vektora w.

e Ak hodnost rozsirenej matice (celd matica vratane posledného stipca s vektorom
w) je viiGSia ako hodnost matice koeficientov (bez posledného stipca), stistava
nemé rieSenie. Tento pripad nemdze nastat, ak w je nulovy vektor.

e Ak sa hodnosti rozsirenej matice a matice koeficientov rovnaju, rieSenie existuje.
Ak je ich (spolo¢nd) hodnost rovnd po¢tu premennych, existuje prave jedno
rieSenie.

e V opafnom pripade existuje nekonecne vela rieSeni. Vieme ich popisat pomo-
cou d volnych premennych (parametrov), kde d je rozdiel po¢tu premennych a
hodnosti. Vektory (ay,...,ax), ktoré su rieSenim, tvoria vektorovy podpriestor
dimenzie d.

Definicia. Hovorime, Ze $tvorcovd matica je v hornom trojuholnikovom tvare, ak
pod hlavnou diagonédlou méa samé nuly.
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Cvicenie. Dokéazte, Ze ak je matica siistavy rovnic v hornom trojuholnikovom tvare
a na hlavnej diagonéle nema Ziadne nuly, sistava mé prave jedno riesenie (pre Iubo-
voIna volbu w).

Ulohy

Uloha 1. V obdlznikovej divadelnej sale s  radmi po s sedadlach r > s na niektorjch
miestach sedia Tudia. Dokazte, ze mozeme vybraf niekolko k > 1 radov tak, aby
v kazdom stlpci sedadiel bol poéet Tudi vo vybranych radoch parny.

Uloha 2. V tabulke 5 x 5 sti zapisané celé ¢isla. Je dovolené vybrat Tubovolny

.....

vykondvanim tychto operécii ziskat tabulku, v ktorej st vSetky ¢isla delitelné 20117

Uloha 3. Nech ay,as,...,as,bi,bo, ..., bs st nie nutne rézne ¢isla z mnoziny {1,2,
..., 10} také, ze a; > b; pre 1 < i < 5. Dokazte, Ze existuju celé &isla a, . .., as, nie
vsetky nulové, také, ze

al [e5] a,2 Qg a3 [0%:3 a4 Qg as ars _ 1
b1 bg b3 b4 b5 -

Uloha 4. V rade je N Ziaroviek o¢islovanych postupne 1 az N. Krokom rozumieme
prepnutie troch Ziaroviek, ktorych &isla a, b, ¢ splhaji a + ¢ = 2b. Uréite vietky N,
pre ktoré sa d4 konefnou postupnostou takjchto krokov vSetky Zziarovky zhasnut
nezavisle na ich pociatocnom stave. (C5, 1. ro¢nik iKS)

Uloha 5. Nech A, As,..., A,_1 st po dvoch rézne podmnoziny mnoziny M =
{1,...,n}. Dokézte, 7Ze pre nejaké 1 < k < n st mnoziny A4; \ {k} tiez po dvoch
rozne.

Uloha 6. Majme prirodzené ¢isla k, n spliajice k < n a mnozinu S = {1,...,n}.
Nech Ay, ..., Ay st neprazdne podmnoziny S. Dokazte, Ze je mozné ofarbit niektoré
prvky S dvoma farbami — Cervenou a modrou tak, aby boli splnené nasledujice
podmienky:

(i) kazdy prvok S je bud neofarbeny, alebo je ¢erveny, alebo je modry,
(ii) aspoti jeden prvok S je ofarbeny,
(iii) kazd4 z mnoziny A; je bud celd neofarbend, alebo sa v nej vyskytuje asponl
jeden prvok z kazdej z dvoch farieb. (VJIMC 2009)
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Uloha 7 (Lindstrémova veta, ,,baby*“ verzia). Ak si A;,...,A,, podmno-

Ziny mnoziny {1,...,n} a m > n, potom existuji dve disjunktné mnoziny I, Is C
{1,...,m}, z ktorych je aspon jedna neprazdna a pre ktoré plati

U&:Um

i€l iclz

Uloha 8 (Lindstrémova veta). Ak naviac v predchadzajticej tilohe m > n + 1,
potom mozeme naviac pozadovat, aby platilo

ﬂ&:ﬂm

i€ly i€lo

Uloha 9. V Neparno-parnom meste Zije n Iudi a existuje m klubov takych, ze kazdy
z nich ma neparny pocet ¢lenov a kazdé dva rézne maju parny pocet spolo¢nych
¢lenov. Dokazte, ze m < n.

Uloha 10. V meste zije n Iudi a existuje m filmovych klubov F,...,F,, a m
divadelnych klubov Dy, ..., D,, takjch, ze 2 | |F; N D;| < i # j. Dokazte, ze m < n.

Uloha 11. Nech p je neparne prvoéislo a k prirodzené &islo. V meste Zije n Tudi a
existuje m klubov Ki, ..., K,, takych, ze p* | |K; N K| < i # j. Dokazte, ze m < n.

Uloha 12. Dokézte, ze m < n aj v Parno-neparnom meste. Ukazte, Ze pre neparne
n moZe nastat rovnost.

Uloha 13. Nechn € Nje parne a A,..., A, C {1,...,n} maja vietky parny pocet
prvkov. Dokazte, Ze existuju dve rézne ¢isla 1 < 4,5 < n také, Zze A; U A; ma tiez
parny pocet prvkov.

Uloha 14 (Fisherova nerovnost). V rybarskej dedine Zije n rybarov, ktori tvoria
m odborovych zdruzeni. Kazdé dve zdruzenia zdielaji presne k ¢lenov. Dokézte,
zem < n.

Uloha 15. Suvisly graf ma 1000 vrcholov a 2022 hran. Kolkymi spdsobmi mézeme
nejaké hrany vymazat tak, aby kazdy vrchol vysledného grafu mal parny stupen?

Uloha 16. Graf G m4 42 vrcholov (Ziadny izolovany) a 60 hran. Radek m4 21
kruznic (podgrafov G) a tvrdi, Ze z nich vie ,zlepit“ lubovolny podgraf G, ktorého
vrcholy maju vSetky stupne parne. ,,Zlepenim“ dvoch grafov vznikne graf, ktorého
mnozina hran je symetrickym rozdielom mnozin hran povodnych grafov. Dokézte,
ze G ma najviac tri komponenty.
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Uloha 17. Rozhodnite, & existuji realne polynémy a(z), b(z), c(y), d(y) také, Ze
1+ zy + 22y% = a(z)c(y) + b(x)d(y).
(Putnam 2003 B1)

Uloha 18. Nech P(z) je nenulovy realny polyném. Dokaite, Ze existuje nenulovy
polyném Q(z) taky, Ze polyném R(z) = P(z)Q(z) méa nenulové koeficienty iba
u ¢lenov s prvociselnymi exponentmi.

Uloha 19. Sedem trpaslikov po 16 dni pracovalo nasledujiicim spésobom:

e kazdy trpaslik cely den kutal striebro alebo zbieral maliny,
e pre kazdé dva dni plati, ze pocas nich aspon traja trpaslici robili oboje,
e prvy den vsetci kutali striebro.

Dokézte, Ze niektory den vSetci trpaslici zbierali maliny. (EGMO 2013/6)

Uloha 20. Je dany graf a v kazdom vrchole rozsvietena ziarovka. V jednom fahu
mozeme vybraf jeden vrchol a prepnuf Ziarovku v iom a vo vSetkych vrcholoch s nim
spojenych hranou. Dokazte, Ze moZeme koneénym poctom tahov vSetky ziarovky
zhasnt.

Uloha 21. Mame mnozinu 13 zévazi s raciondlnymi hmotnostami. Ak odoberieme
ktorékolvek z nich, zvy$nych 12 zévazi sa dd vzdy rozdelit na dve skupiny po 6
s rovnakou celkovou véhou. Dokazte, ze vietky zévazia maji rovnakd hmotnost. Co
ak by boli hmotnosti realne ¢isla?

Uloha 22. V meste s n obyvatelmi je m klubov, kazdy klub m4 aspoii dvoch ¢lenov.
Kazdému obyvatelovi chceme pridelit ¢erveny alebo modry klobtk tak, aby v kazdom
klube bol aspon jeden obyvatel s ¢ervenym a aspori jeden s modrym klobtkom.

a) Dokézte, Ze ak kazdy klub mé asponi k ¢lenov a klubov je najviac 2k — 1, tak
vhodné priradenie farieb existuje.

b) Nazvime situdciu kritickou, ak neexistuje ziadne vhodné priradenie farieb, ale
bude existovat po zruseni ktoréhokolvek klubu. Dokazte, Ze pre nepdrne n > 2
existuje kriticka situacia.

c¢) Dokazte, Ze v kazdej kritickej situdcii plati m > n za predpokladu, Ze kazdy
obyvatel je ¢lenom aspori jedného klubu

Uloha 23. Dokézte, Ze ak vietky vzdialenosti medzi m bodmi v R™ sti rovnaké,
tak plati m <n + 1.
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Uloha 24. Na matematickej konferencii sa kazda dvojica matematikov bud navza-
jom poznd, alebo nepozna. Kazdy tcastnik bude obedovat v jednej z dvoch velkych
jedalni. Kazdy matematik trva na tom, aby jedol v jedalni, v ktorej ma parny pocet
znamych. Dokézte, Ze podet sposobov, ako rozdelif matematikov do jedalni je moc-
ninou dvoch (teda tvaru 2* pre nezédporné celé ¢islo k). (USAMO 2008)

Literatura a zdroje

Prispevok je z velkej ¢asti képiou prispevku Davida Hrusky z roku 2014. Dakujem
mu za umoznenie jeho pouzitia.

[1] David Hruska; Linedrni algebra v kombinatorice, zbornik iKS, 2014.

[2] Laszlo Babai, Péter Frankl: Linear algebra methods in combinatorics, Dept.
Comput. Sc., University of Chicago, 1992, Preliminary version 2.

[3] Jiff Matousek: Sestndct miniatur.

[4] Jifi Matousek: Thirty-three Miniatures: Mathematical and Algorithmic Appli-
cations of Linear Algebra, American Mathematical Society.

[5] Jifi Matousek, Jaroslav NesSetiil: Kapitoly z diskrétni matematiky, Karolinum
2010,

[6] http://people.cs.uchicago.edu/ laci/CLASS/HANDOUTS-COMB/BaFrNew.
pdf.

Hinty

Hint 1. Vhodne reprezentujte sdlu a vyuzite nerovnost.

Hint 2. Kolko médme (vhodne zvolenych) vektorov? Aha, takZe to vyjde tesne, alebo...
Hint 3. Zvolte si liSiacky vektorovy priestor.

Hint 4. Pre kolko najmenej ziaroviek uz nagenerujete vSetko? Potom pouzite indukciu.
Hint 5. Napiste si do tabulky charakteristické vektory. Nie je tam nejak vela stipcov?
Vyjadrite jeden pomocou ostatnych a zahodte ho.

Hint 6. Urobte si tabulku charakteristickych vektorov. V linearnej kombinacii mate kladné
a zaporné koeficienty.

Hint 7. Z4vislost charakteristickych vektorov ste uz isto objavili, teraz uz len nejaku
stvislost so zjednotenim. Spomerite si na tlohu 6.

Hint 8. K standardnym charakteristickym vektorom pridajte eSte ,inverzné“. Aka je
dimenzia vzniknutého priestoru? Prevedte prieniky na zjednotenia a zopakujte postup
z ,baby“ verzie.

Hint 9. Dokazte (sporom), ze charakteristické vektory st nezdvislé. Za tymto ucelom
urobte skalarny stcin prislusnej rovnosti s vhodnym charakteristickym vektorom.

Hint 10. Analdgia predchadzajtcej tlohy.

Hint 11. Skuste pracovat nad vhodnej$im telesom.

Hint 12. Sikovne vyuzite tvrdenie tlohy 9.

Hint 13. Sporom. M6zu byt charakteristické vektory nezavislé? Potom pouzite Standardny
trik so skalarnym stcinom a najdite nejaky pekny spor.
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Hint 14. Chceme nezavislost, skiisme nejaky iny nasobiaci trik so skaldrnym stc¢inom a
linedarnou kombinaciou.

Hint 15. Kruznice grafu spolu s ich ,xorovanim“ generuja vektorovy priestor. Aka je jeho
dimenzia a aky je pocet vektorov?

Hint 16. Radek musi mat aspon tolko kruznic, akad je dimenzia prislusného priestoru
kruznic.

Hint 17. Nie, sporom. Vhodnym dosadenim za y dostarite na lavej strane linedrne nezavislé
polynémy v z. Co na to prava strana?

Hint 18. Predstavte si P(z) a R(z) ako vektory. Ako vyzeraji polynémy z*P(z) a ako
je to s ich (ne)zavislostou? Zvicsujte k, dokym nebudete mat viac volnych premennych
(nezndmych, ktoré sa stant koeficientmi R) nez podmienok (rovnosti, ktoré musia platit,
aby P(z)Q(z) splhal zadanie).

Hint 19. Kazdy def reprezentujte sedemzlozkovym vektorom nad Zs. Co hovoria podmi-
enky zo zadania? ZvySok uz musite vymysliet.

Hint 20. Urobte si tabulku n x n (stipce st vypinace, riadky ziarovky) podla toho, ¢o ¢o
prepina. Chcete nakombinovat stipce na samé jednotky. To vyzera ako nejaka stistava, nie?
Co sa nesmie staf, aby ststava mala rieSenie? Na zvySok pouzite vlastnosti tabulky, ktora
je odvodend z grafu.

Hint 21. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, Ze zdvaZzia maju celodiselné
hmotnosti, dalej aj to, Zze jedno z nich je ma hmotnost 0 a Ze jedno z nich ma neparnu
hmotnost. Sucet kazdej 12-tice je parny, ale to plati aj pre stcéet (skoro) kazdej 11-tice.
Zostavte stustavu rovnic a ukdzte, ze vSetky maji nulovi hmotnost.

Hint 22.

a) Priradte farby podla hodu mincou. Ukazte, Ze ofakdvana hodnota poétu klubov, v kto-
rych majua vSetci ¢lenovia klobtk rovnakej farby, je < 1.

b) Vytvorte dvojélenné kluby.

¢) Predpokladajte, ze m > n a vyuZite linedrnu zavislost charakteristickych vektorov.
Hint 23. Pouzite kosinova vetu a s vyuzitim skalarneho stcinu dokazte, ze vektory z jed-
ného bodu k ostatnym su linedrne nezavislé.
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Extremalna kombinatorika

Adam DZavoronok

Abstrakt. V tejto pomerne populérnej prednaske si budete moct odvodit zopar
znamych vysledkov z oblasti extremalnej tedrie grafov a kombinatoriky. Niektoré
myslienky dékazov sa pritom vyskytuja aj v olympiddnych tlohéach.

Dohovor. Vramci prednasky budeme pracovat s grafom G = (V,E), kde V je
mnozina jeho vrcholov a E mnozina hran. Nésledne stupniom vrcholu rozumieme
pocet, ktoré z neho vychadzaju.

Definicia. Chromatické éislo grafu je miniméalny pocet farieb, ktoré musime pouzit
na zafarbenie vrcholov grafu, ak kazda hrana spaja vrcholy roznych farieb. Oznacuje
sa symbolom x(G). Graf G nazveme bipartitny, ak x(G) = 2.

Definicia. Graf H nazveme podgrafom grafu H ak V(H) C V(G) a E(H) C E(G).
Graf H nazveme indukovanym podgrafom grafu G ak V(H) C V(G) a E(H) =
v(G)n (VY.

Definicia. Uplny graf na n vrcholoch budeme znaéit K,,, Gplny bipartitny graf s
partitami o velkosti s,t ako K ;. Cestu na n vrcholoch zas P, a cyklus C,.

V extrémalnej tedrii grafov nds primarne zaujima, kolko najviac hran moze
graf mat pri danom pocte vrcholov , aby neobsahoval nejaky indukovany podgraf.
Casto sa pritom pouziji rézne algebraické odhady ako Jensenova nerovnost alebo
Cauchy-Schwartz.

Turan a Mantel

Uloha 1. Dokézte, Ze graf na n vrcholoch neobsahujici K3 mé nanajvys |%][2]
hran. Ukézte, ze odhad je tesny.

(Mantel)
Uloha 2. Dokézte, ze graf s n vrcholmi a m hranami m4 aspoil %(m — %2) képii
Ks.

Uloha 3. Dokazte, Ze graf na n vrcholoch bez trojuholnika s minimalnym stupiiom
%" je bipartitny. Viete konstatu 2/5 zlepsit?
Uloha 4. Dokaite, ze graf na n vrcholoch neobsahujici K11 mé nanajvys (1—1) ”72
hran a ukézte, ze odhad je tesny.

(Turédn)

Uloha 5. Ukézte, ze vaSa extremalna konstrukcia je jedina.
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Uloha 6. Mame n bateriek, ale z toho iba p funguje. Dialkovy ovladaé¢ funguje ak
su v fiom obe baterky funkéné. Na kolko najmenej pokusov ho vieme spojazdnit?

Uloha 7. Nech S je mnozina n bodov v rovine taka, ze ziadne dva nie st nez
2
vzdialenost 1 od seba. Dokazte, ze v S nanajvys | %-| parov je od seba vzdialenych

viac ako /1/2 .

Uloha 8. Nech u,v st nezavislo ndhodne vybrané vektory z nejakej mnoziny vek-
torov R?. Dokazte, 7e pre kazdé redlne ¢islo - plati:

1
Pr(fu+v| 2 2) 2 5 Pr(fu| > 2)°

Vyhybame sa vSetkym grafom

Definicia. Ak je dané kladné celé ¢islo n a graf H, definujte extremélne ¢islo H
(na grafoch s n vrcholmi), oznacené ex(n, H), ako maximélny mozny pocet hran v
grafe neobsahujuci H ako podgraf.

Veta (Erdds-Stone-Simonovits).

ex(H,n) = (1 - ﬁ + 0(1)> (Z)

Dokazov je pomerne dost ale vidSina z nich je pomerne technickych. Vysledok je to
ale velmi zaujimavy. Pre priklad stoji za zmienku, Ze Petersenov graf a trojuholnik
maju asymptoticky skoro rovnaké extremélne ¢islo.

Uloha 9. Dokaite, ze ex((ﬁ’)H) je klesajtca funkcia.
2
Erdds-Stone-Simonovits ndm pre bipartitné grafy iba hovori ze ich extreméalne
¢islo je o(n?), ¢o si na jednoduchom pripade Ko uvedomime, 7e nie je najpresnejsi
odhad. V dal3ej ¢asti sa budeme zaoberaf prave bipartitnymi grafmi. Napriklad pre
parne cykly sa vie a je pomerne naro¢né dokazat, ze ex(n, Cor) = O(n*+1/¥),

Uloha 10. Ak je H; podgraf Hs tak ex(n, Hy) < ex(n, Hs)
Uloha 11. Dokézte, ze ex(n, K ;) = O(n?>~1/*)

Uloha 12. Skonstruujte extremalnu konstrukciu pre Ks 2. Vedeli by ste ju zovseo-
becnit?

Uloha 13. Ak je n bodov v rovine tak dokazte, Ze nanajvys 2n3/2
vzdialenych o jednotkovi vzdialenost.

je od seba

Uloha 14. Nech T je strom na k vrcholoch potom dokazte, ze ex(n,T) < (k — 2)n.
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Uloha 15. Ukézte, ze ex(n, Py) < (k;2)n.

Mnozinové systémy a hypergrafy

Neformélne hypergraf je zovSeobecnenim grafu, v ktorom hrana moze spéjat Tubo-
volny pocet vrcholov. Na rozdiel od bezného grafu hrana spaja presne dva vrcholy.
Pozrieme sa na zopar vysledkov o hypergrafoch.

Uloha 16. Najdite maximalny podet podmnozin z mnoziny n prvkov , Ze pre
kazdé 2 podmnoziny A, B plati, Ze A N B # (). Skuste néjst, ¢o najviac ,roznych®
extremalnych konstrukeii.

Uloha 17. Predpokladajme, Ze A je systém roéznych r prvkovich podmnozin z n
prvkov, kde n > 2r, a ze kazdé dve podmnoziny maja aspon jeden spolo¢ny prvok.
Ukazte, ze |A| < (}77).

(Erdés-Ko-Rado)

Uloha 18. Najdite maximalny pocet podmnozin z mnoziny n prvkov , Ze neexistuji
2 podmnoziny A, B také, ze A C B.

(Sperner)

Uloha 19. Nech F C 2" je systém podmnozin mnoziny [n]. Ak plati

n n n
F|> .
1> (o) + (1) =+ ()
potom existuje mnozina A C [n] velkosti k + 1, ktora F' rozstiepi, t. j. pre kazda
podmnozinu B C A existuje G € F také, ze GN A = B.

(Sauer-Shelah)

Uloha 20. Nech n a k st dané prirodzené ¢&isla a nech A je mnozina taka, ze

‘A| < M
kE+1
Prei=1,2,...,n+ 1, nech A; s mnoziny velkosti n také, Ze
n+1
|AiN Al <k (i #j), A= ] A
i=1

Uréte velkost A.
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(Miklos Schweitzer 1968)
Zopar zabaviek z olympiad a folkloru

Uloha 21. Jezkom budeme nazjvaf graf, v ktorom je jeden vrchol spojeny so
vietkymi ostatnymi a neexistuju Ziadne dalSie hrany; pocet vrcholov tohto grafu
budeme nazyvat velkost jezka. Graf G je dany na n vrcholoch (kde n > 1). Pre
kazda hranu e oznaéime symbolom s(e) velkost maximéalneho jezka v grafe G, ktory
tuto hranu obsahuje. DokéZte nerovnost (sti¢et sa vykonédva cez vSetky hrany grafu

G):
1 n
250 <7

Uloha 22. Nech n je kladné celé ¢islo a nech G je jednoduchy neorientovany graf na n
vrcholoch. Nech d; je stupei jeho i-tého vrcholu, i = 1,...,n. Oznaéme A = maxd;.
Dokézte, ze ak > ., d? > nA(n — A), tak G obsahuje trojuholnik

(VJIMC)

Uloha 23. Pri pokuse o kolonizaciu Marsu zaplavilo Tudstvo slneént ststavu 50
satelitmi, ktoré medzi sebou vytvorili 225 komunikacii linii (kazda linia existuje
medzi jednou dvojicou satelitov a ziadne dva satelity medzi sebou nemaju viac ako
jednu liniu). Hovorime, Ze trojica satelitov je prepojend, ak aspoii jeden z nich mé
vytvorené komunikacné linie s oboma ostatnymi satelitmi. Uréte najmensi a najvacsi
mozny pocet prepojenych trojic satelitov.

(Celostétko 2022)

Uloha 24. V sachovom turnaji s n hra¢mi hra kazda dvojica hracov raz a nie st
ziadne remizy. Ukazte, Zze musi existovat nejaky hraé A taky, Ze pre kazdého iného
hréca B, bud A porazil B, alebo A porazil nejakého iného hraca C, ktory zasa porazil
B.

Uloha 25. Ak je danych n bodov v rovine, dokazte, Ze existuje mnozina /n bodov
, Zze ziadna 3 bodov v tejto mnozine netvori rovnostranny trojuholnik.

Uloha 26. Uvazujme turnaj s 2n + 1 timami, kde kazdy tim hra s kazdym inym
timom presne jedenkrat. Hovorime, Ze tri timy X,Y a Z tvoria cyklicki trojicu, ak
X porazi Y, Y porazi Z a Z porazi X. Neexistuju ziadne remizy. Uréte minimélny
a maximalny mozny pocet cyklickych trojic.

(Kanada 2006)

Uloha 27. Rovina mé $pecialny bod O, ktory sa nazjva pociatok. Nech P je
mnozina 2021 bodov v rovine taka, ze ziadne tri body v P nelezia na priamke a ziadne
dva body v rovine P nelezia na priamke prechddzajicej pociatkom. Trojuholnik s
vrcholmi v P je tuény, ak O lezi striktne vnutri trojuholnika. Néjdite maximalny
pocet tu¢nych trojuholnikov.
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(EGMO 2021)

Uloha 28. Skonstruujte graf bez K3 s Tubovolne velkym chromatickym ¢islom.

Uloha 29. A country has n signal towers, no three of which are collinear. The towers
communicate via straight-line wireless links between each other. The enemy’s spy
agency wishes to block all pairs of towers from communicating with each other, by
placing jammers on the ground between the towers. (Two towers are prevented from
communicating if a jammer is located on the line segment between them.) Prove
that at least 2n — 3 jammers are required.

Uloha 30. Kral Artu$ povolal na svoj dvor 2n rytierov. Kazdy rytier ma najviac
n — 1 nepriatelov medzi ostatnymi pritomnymi rytiermi. Dokazte, Ze rytieri mozu
sediet za okrithlym stolom tak, aby vedla seba nesedeli Ziadni dvaja nepriatelia.

(Dirac, Moskva 1968)

Uloha 31. Nech G je graf s n vrcholmi neobsahujtci K4. Dokazte, 7e existuje
indukovany podgraf H s aspon v/2n vrcholmi neobsahujaci K.

Uloha 32. V iKSlandii je n mést. Kazd4a dvé mésta jsou spojena obousmérnou
leteckou linkou, ktera je obsluhovana prave jednou ze m leteckych spole¢nosti. Misko
by rad cestoval po iKSlandii, ale protoze je chudy student, mutze si koupit mésicni
listek jen od jedné ze spole¢nosti. Najdéte nejvetsi prirozené k takové, ze si Misko
umi bez ohledu na to, které spoje jsou obsluhovany kterou spole¢nosti, vybrat jednu
z nich a pocatecni mésto tak, aby mohl navstivit alesponi k£ mést. (iKSko)

Uloha 33. Ukaite, 7e ak k < 5 a F je systém k x k podmatic matice n x n takych,
7e sa fubovolné dve pretinaja, potom

2
n—1

F| <

= (1)

Uloha 34. Dva body v rovine sa wvidia ak na tise¢ke medzi nimi nie je ziaden treti
bod. Umiestnite do roviny aspoii (£ — 1)!°82(*=1) bodov tak, Ze ziadnych ¢ nelezi na
priamke a ziadnych k sa vzajomne nevidi.

(Big line big clique conjecture)

Uloha 35. The Imomi archipelago consists of n > 2 islands. Between each pair of
distinct islands is a unique ferry line that runs in both directions, and each ferry line
is operated by one of k companies. It is known that if any one of the k companies
closes all its ferry lines, then it becomes impossible for a traveller, no matter where
the traveller starts at, to visit all the islands exactly once (in particular, not returning
to the island the traveller started at). Determine the maximal possible value of k in
terms of n.
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(IMOSL C8 2023)
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Hinty

Hint 1. Aky je maximélny sucet stupriov susediacich vrcholov. Pouzite nésledne Cauchy-
Schwartza

Hint 2. Modifikuj dékaz Mantela.

Hint 3. Bipartitny graf neobsahuje neparne cykly. Vezmi si ten najmensi.

Hint 4. Indukciou z Mantela. Vezmite si najvac¢si kompletny graf v grafe.

Hint 5. Vezmite si dva vrcholy, ¢o spolu nesusedia. Pokazi sa nieco ak nahradim jeden
tym ,¢o méa viac pocet hran?

Hint 6. Pre vasu stratégiu vytvorte graf, kde hrana je medzi netestovanymi batériami.
Hint 7. Skon$truujte si prislusny graf

Hint 8. Opiit skonstruujte si pomocny graf. Vektory st vrcholy a dva st spojené ak ich
stdet ma velkost menej ako x.

Hint 9. Nech G je extremalny graf pre F' a spocitajte dvojice (e,v), kde e je hrana G a v
je vrchol, ktory nie je incidentny s e

Hint 11. Pocitajte ,,Ceresne dvoma spésobmi

Hint 12. Uvazte rovnicu az + by = 0 nad Z, dvojice (a,b) a (z,y) st vrcholy.

Hint 13. Pozrite sa na K>3

Hint 14. N&ajdite podgraf s vysokym minimalnym stupniom. 7" skonstruujte rekurzivne.
Hint 15. Podobne ako vyssie

Hint 16. Moze byt iba jeden z istej dvojice.

Hint 17. Uvazte usporiadanie n prvkov do kruhu.

Hint 18. Kolko méme disjunktnych ,refazcov® na inkluziu?

Hint 19. Indukciou. Rozdelte mnoziny pre nejaky prvok z také, ¢o ho obsahuja a také co
nie.

Hint 20. Nakreslite si incidenény graf a poéitajte dvoma sposobmi za pouzitia podmienky.
Hint 21. Odhadnite s(e)

Hint 22. Same trick as before

Hint 23. Podobné odhady ako sme uz vyuzili predtym.

Hint 24. Indukcia

Hint 25. Monotdénne postupnosti hladajte a vyuzite Dirichleta.

Hint 26. Skuste spocitat necyklické trojice.

Hint 27. Vyuzite predosla tlohu

Hint 28. Induktivne je to najlahsie, ale viem vam o tom povedat aj viac.

Hint 29. Triangulécia
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Hint 30. Uvazte najdlhsiu cestu a ukazte, ze dokonca vytvara cyklus.

Hint 31. Pozri sa na vrchol s najvac$im stupriom.

Hint 32. Uvazte najvicsiu komponentu a pocitajte .

Hint 33. Erdé-Ko-Rado

Hint 34. Uvazte vysokorozmernu mriezku.

Hint 35. GLHF. Mozno sa zide Dirac alebo Chvatalov uzéaver. Uz prist s konstrukciou vie
byt aspech.
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Isogonaly a kamaradi
Michal Pecho

Abstrakt. Isogonal conjugates a prace s nimi je oblibené téma moderni euklei-
dovské geometrie. V prispévku jsou popsana néktera zakladni tvrzeni, po kterych
néasleduje nékolik tloh, které se isogonal conjugates bud zabyvaji, nebo je pfimo
vyuzivaji.

Definice. Necht / je pfimka prochazejici skrze vrchol V thlu XVY. Rekneme, ze
primka ¢ je jeji isogondla (slova isogonala a izogonéla jsou zdménna), pokud se jedna
o obrazy pres osu thlu XVY.

Definice. Necht bod P lezi v roviné trojuhelniku ABC'. Pokud se isogonéaly pii-
mek AP, BP a CP protinaji v jednom bodé @, pak tento bod nazveme isogonal
conjugate, neformalné téz kamardd, bodu P vzhledem k AABC.

Tvrzeni. Pokud P nelezi na kruznici opsané AABC, pak vzhledem k AABC ma
P isogonal conjugate.

Tvrzeni (Six feet theorem). Nechf P a @ jsou isogonal conjugates vzhledem
k AABC. Necht P, je projekce bodu P na BC. Analogicky definujme Py, P., Q.,
Qp a Q.. Pak P,, Py, P., Qu, Qp a Q. lezi na jedné kruznici, jejiz stied splyva se
stftedem PQ.

Umluva. Budeme pouzivat opsisté, vepsisté a pripsisté jako zkraceny pojem pro
stfed kruznice opsané, kruznice vepsané a kruznice pfipsané. Navic budeme misto
yortocentrum® pouzivat pojem kolmiste.

Umluva. Pokud nebude fedeno jinak, pak v trojihelniku ABC bude I, O a H
oznacovat vepsisté, opsisté a kolmisté.

Priklad. V trojuhelniku ABC je I svuj vlastni kamarad. Dale pokud E je pripsisté,
pak i ono je svym vlastnim kamaradem.

Priklad. Body O a H jsou isogonal conjugates vzhledem k AABC.
Tvrzeni. V trojuhelniku ABC oznacime body dotyku kruznice vepsané s BC, C A,
AB jako D, E, F. Body dotyku kruznic pfipsanych se stranami BC, CA a AB si

oznacime jako X, Y, Z. Pak trojice pfimek AD, BE a C'F se protina v jednom bodé
a stejné tak i trojice pfimek AX, BY, CZ.

25



Definice. Ve vyse pouzitém znaceni se pruseéik AD, BE a C'F nazyva Gergonnuv
bod. Pro prusec¢ik AX, BY, CZ se pouziva oznaceni Nageliv bod.

Priklad. Necht H~ je stied zdporné stejnolehlosti, ktera pfevadi kruznici vepsanou
AABC na kruznici tomuto trojihelniku opsanou. Potom H ™ je isogonal conjugate
Gergonnova bodu.

Piiklad. Necht HT je stied kladné stejnolehlosti, kterd prevadi kruznici vepsanou
AABC na kruznici tomuto trojithelniku opsanou. Potom H™ je isogonal conjugate
Nagelova bodu.

Piiklad (Brocardovy body). Uvnitf AABC lezi dvojice bodt P a Q tak, ze
/PAB =/PBC=/PCA=¢ a JQBA=/QCB=/QAC = .
Potom tyto dva body jsou isogonal conjugates.

Priklad. Kamarad devitisté (tj. stfedu kruznice deviti boda) je prusecik pfimek
AO4, BOg, CO¢, kde O 4, Op, O¢ jsou opsité trojuhelniki BOC, COA, AOB.

OH, oni jsou kamaradi!

Uloha 1. V tétivovém ¢tyithelniku ABC D si oznaéme priiseéik tihlopiicek jako P.
Dale si ozna¢me opsisté ¢tyftahelniku ABCD jako O a opsisté trojuhelnika APB,
BPC, CPD a DPA jako O1, Oz, O3 a O4. Ukaite, ze piimky PO, 01035 a O30,
se protinaji v jednom bodé. (Cina 1990)

Uloha 2. Ukaite, Ze rovnost 1H = IO plati pravé tehdy, kdyz jeden z ahli trojt-
helniku je roven 60°.

Uloha 3. V AABC vy$ka a téznice z B déli ihel ABC na tfetiny. Uréete tihly
trojuhelnika ABC.

Uloha 4. V AABC osa tise¢ky BH protin strany AB a BC v bodech D a E.
Ukazte, ze ZBOD = ZBOE. (Crux)

Uloha 5. V AABC lezi body D a E na stranach AB a BC tak, Ze ¢tyithelnik
ADEC je tétivovy. Kruznice opsand ADBE protne stranu AC' ve dvou bodech X
a Y. Necht M je stied XY. Ukazte, ze BM 1 AC. (Baltic Way 2010)

Uloha 6. Kruznice k; a ko se stfedy Iy a I se protinaji ve dvou bodech A a B.
Necht je tthel I; Als tupy. Teéna ke k1 v bodé A protiné ks jesté v bodé C a teéna ke
ko v bodé A protind k; jesté v bodé D. Oznacme k3 kruznici opsanou trojihelniku
BCD. Necht FE je sted toho oblouku C'D kruZnice k3, ktery obsahuje bod B. P¥imky
AC a AD protinaji k3 po fadé jesté v bodech K a L. Dokazte, ze pfimky AF a KL
jsou navzajem kolmé. (MEMO 2011)
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Uloha 7. V ostrotihlém nerovnoramenném trojihelniku ABC na visce BBy lezi

bod X. Pfimka AX protne stranu BC v A; a pfimka C'X protne stranu AB v C.

Ukazte, ze AC1A1C je tétivovy ctyruhelnik pravé kdyz X je ortocentrum AABC.
(CK MO 2007)

Symediany

vvey

Definice. Symedidna je isogonala k téznici. Kamarad tézisté se nazyva Leomintv
bod.

Tvrzeni. B-symedidna prochazi pruse¢ikem tecen k opsané v bodech A a C.

Uloha 8. Necht ABC je rovnoramenny trojihelnik se zdkladnou AC. Déale necht
P je jeho vnitini bod takovy, ze ZPAC = ZPCB. Ozna¢me M stfed AC. Ukazte,
7e ZAPM + /BPC = 180°. (Polsko 2000)

Uloha 9. Je dan trojihelnik ABC, v némz AC = 2AB. Ke kruznici k jemu opsané
sestrojme teény v bodech A a C' a jejich pruseéik oznaéme P. DokaZte, Ze prusecik
pfimky BP a osy strany BC' lezi na kruznici k. (CR TST 2013)

Uloha 10. Trojthelnik ABC je vepsany do kruznice w. Te¢ny k w v bodech A a C
se protinaji v T . Bod S lezi na polopfimce AC tak, ze BS | BT . Body A; a C
lezi na poloptimce ST (s C; mezi A; a S) tak, ze AyT = AT = CT. Dokazte, ze
trojuhelniky ABC a A1 BC} jsou podobné. (USA TST 2007)

Definice. Uvazujme trojuhelnik ABC' s opsistém O a kolmistém H. Jako H,, H,
a H. oznacime paty kolmic z H na prislusné téznice a jako O,, Op a O, oznacime
paty kolmic z O na pfislusné symediany.

Tvrzeni. H, lezi na nasledujicich kfivkach:

Kruznice nad primérem BH

TéZnice

KruZnice nad praumérem HG, kde G je tézisté

KruzZnice opsand AHC

Kruznice dotykajici se AC' v A a prochézejici B. (resp. dotykajici se v C)
KruZnice opsané AC'Mpg a CA'Mpg, de A’, C’ jsou paty kolmic z A a C a Mp
je stied AC.

Oy lezi na nésledujicich kiivkach:

KruZnice nad praimérem BO

Symediana

Kruznice nad pramérem OK, kde K je Lemoiniv bod (prisecik symedidn)
Kruznice opsand AOC

Kruznice dotykajici se BA v B a prochazejici C. (resp. dotykajici se v BC v B
prochézejici A)
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Tvrzeni. Oy je stfed spiralni stejnolehlosti prevadéjici BA na BC.
Tvrzeni. O, a Hp jsou kamaradi.

Uloha 11. Je dan ostrotihly trojihelnik ABC. O kruznici k fekneme, Ze je Sikovnd,
pokud prochézi bodem B, protind strany BA a BC (pruseciky oznalime postupné
X, Vi) a navic prisecéik tsedek AYy a C Xy lezi na k. Dokazte, Ze vSechny Sikovné
kruznice prochézi pevnym bodem rtznym od B. (1KS 3 - Gb)

Dalsi hratky s isogonal conjugates

Uloha 12. Elipsa s ohnisky P a @ se dotyké stran AABC. Ukaite, 7e P a Q jsou
isogonal conjugates.

Uloha 13. Uvniti AABC lezi bod P takovy, Ze pokud si jeho priméty na strany
BC, CA, AB si ozna¢ime jako D, E, F, pak DE | EF. Nechf Q je ortocentrum
DBF. Ukazte, ze P a @ jsou isogonal conjugates vzhledem k AABC.

Uloha 14. Nechf P a Q jsou kamaradi v trojuhelniku ABC. Ukaite, e kruznice
opsané trojuhelnikim APC a AQC jsou navzajem obrazy v inverzi pres kruZnici
opsanou ABC.

Uloha 15. V roviné trojuhelniku ABC lezi kruznice k se sttedem X . Tato kruznice
protind stranu AC v bodech B a Bs. KruZnici nad prumérem B;Bs nazveme k.
Analogicky vytvorime kruznice k, a k.. Poten¢ni stied k,, kj a k. ozna¢me jako Y.
Ukazte, ze X a Y jsou isogonal conjugates. (zobecnéné IMO 2008)

Uloha 16. Necht M a N jsou kamaradi v trojuhelniku ABC. Ukaizte, Ze

AM-AN  BM-.BN CM-CN
AB-AC = BA-BC ~CA-CB

(IMO Shortlist 1998)

Uloha 17 (General Feuerbach Theorem). Body P a () jsou isogonal conjugates
v ANABC a pritom plati, ze P, @Q a O lezi na pfimce. UkaZte, Ze kruznice opsand
projekcim bodu P a @ na strany trojuhelniku se dotyka kruznice deviti bod.

Uloha 18. Nechf P a @ jsou isogonal conjugates v AABC s kruznici opsanou ).
Prisecik BP s 2 rizny od B ozna¢me D. Pfimka DO protne AC a Q v M a N.
Pokud BA < BC, ukaite, 7e ZAMP = ZQNB. (Zobecnéné Rusko 2005)

Uloha 19. Koule vepsana ¢tytsténu ABCD se dotjka strany ABC' v bodé E. Koule

jemu pripsana vzhledem k vrcholu D se dotyka strany ABC' v bodé F. Ukazte, ze
E a F jsou kamaradi v trojuhelniku ABC. (MKS 33-7-7)
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Lemma o isogonale

Lemma. Necht BP, BS a BQ, BR jsou dvé dvojice isogonal v trojihelniku ABC.
Prisec¢ik PR a QS oznac¢me jako X, prusecik PQ a SR jako Y. Pak BX a BY jsou
isogonaly.

Uloha 20. Necht BB’ je osa tihlu v trojihelniku ABC. Bud X libovolnybod na
BB’. Priiseéik AX a BC, resp. CX a BA, ozna¢me A’, resp. C’. Necht AX protina
B'C’' v P a CX protind B'A’ v Q. Ukazte, ze /PBC = ZQBA.

(Turnaj mést 2006)

Uloha 21. Uhlopticky lichobé&zniku ABCD s AB || C'D se protinaji v bodé P. Bod
Q lezi v pasu urceném AB a CD tak, ze P a @ lezi na opa¢nych stranach od pfimky
CB, aplati ZCQD = ZAQB. Ukazte, 72e /DQP = /QAB.

(IMO Shortlist 2007)

Uloha 22. Necht ABCD je konvexni ¢tyithelnik. V trojihelniku ABC oznaéme
jako I a J jeho vepsisté a A-ptipsisté. V trojihelniku AC'D oznaéme jako K a L
jeho vepsisté a A-pripsisté. Ukazte, Ze prusecik pfimek I'L a JK lezi na ose thlu
BCD. (India Postals 2015)

Uloha 23. Necht ABCDE je konvexni pétitihelnik, ve kterém jsou trojuhelniky
ABC, ACD a ADE podobné. Necht P je prisecik thlopficek BD a CE. Ukazte,
ze AP, je tecna v trojuhelniku ACD. (IMO Shortlist 2006)

Uloha 24. Uhlopficky tétivového ¢tyfihelniku ABCD se protinaji v bodé P. Pro-
jekce bodu P na AB a CD oznac¢ime jako F a F. Necht @ je prisecik CE a BF.
Ukazte, ze QP 1 EF. (USA TST 2012)

Uloha 25. Nechf X je libovolny bod v trojihelniku na strané AC' trojthelniku
ABC. Kruznice opsané trojihelnikim AXB a BXC protinaji strany AB a BC
podruhé v bodech P a Q. Necht B’ je obraz bodu B pres stranu AC. Priisecik primek
AB’ a PX ozna¢ime Y, prisecik piimek CB’ a QX oznacime jako Z. Ukazte, Ze se
piimky AZ, BX a CY protinaji v jednom bodé. (RMM 2016)

Uloha 26. Necht ABC je rtiznostranny ostrouhly trojihelnik a M, N, P jsou stiedy
stran BC, CA a AB. Osy stran AB a BC protinaji pfimku BN v bodech X a Y.
Pokud se AX a CY protinaji v bodé Z, ukazte, ze BM ZP je tetivovy ctyifthelnik.

(USAMO 2008)

Uloha 27. Nechf BH je vyska v trojihelniku ABC a H' je obraz H pies stied
AC. Pokud se te¢ny ke kruznici opsané ABC' v bodech A and C protinaji v bodé
X a kolmice na XH' v bodé H’ protinaji BA a BC postupné v Y a Z, ukazte, Ze
/7ZXC = /Y XA. (fran TST 2015)
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Schovani kamaradi

Uloha 28 (Pascalova véta). Necht ABCDEF je tétivovy Sestitihelnik. Necht X,
Y, Z jsou postupné priseciky ptimek AC a DB, CF a BE, FD a EA. Ukazte, ze
X, Y, Z lezi na jedné primce.

Uloha 29. Uvniti trojihelniku ABC je dan bod P. Necht A’, B’, C’ jsou paty kolmic
z P na p¥islusné strany. Kruznice opsand AA’'B’C’ protind stranu BC podruhé
v bod& A”. Na tisecce A” B’ nalezneme bod X takovy, ze /X AC = /PAB. Ukaite,
e ZAXB = 90°. (iKS 1 - G3)

Uloha 30. Je dén tihel o velikosti o s hlavnim vrcholem A sevieny mezi polopiim-
kami uy a uy vychazejicimi z A. Uvnitf thlu ujus je ddn bod B nelezici na jeho ose
a je dana velikost thlu 3, kde a < 8 < 180°. Uvazme vSechny mozné dvojice bodu
X, Y takové, ze X € u1, Y € ug, A lezi mimo thel X BY a /X BY = . Pak kazdy
z bodit A, B mé tu vlastnost, Ze vidi ise¢ku XY stale pod stejnym thlem. Ukazte,
Ze existuje tfeti bod s touto vlastnosti. (KS 4 - G6)

Uloha 31. Je dén trojihelnik ABC a jeho kruznice opsana. Bod P je stiedem
oblouku BAC. KruZnice nad pramérem CP protind osu thlu BAC v bodech K a
L, kde AK < AL. Bod M je obrazem bodu L v osové soumérnosti podle pfimky
BC. Ukazte, ze kruznice opsana trojuhelniku BK M prochézi sttedem BC.

(CPS 2013)

Uloha 32. V konvexnim &tyfFuhelniku ABCD plati, Ze pfimka BD nepili ani

thel ZABC, ani ZCDA. Bod P lezici uvnitt ABCD spliuje /PBC = ZDBA

a /PDC = ZBDA. Ukaite, ze ABCD je tétivovy pravé tehdy, kdyz AP = CP.
(IMO 2004)

Uloha 33. Nad stranami trojihelnika ABC' sestrojime (ne nutné podobné) ob-
délniky ABDE, BCFG a CAHI, které s danym trojuhelnikem sdili pouze stranu.
Ukazte, ze osy useC¢ek HE, DG a F1I se protinaji v jednom bods. (MKS 38-2-8)

Uloha 34. Necht ABC je rtiznostranny ostrouhly trojihelnik a M, N, P jsou stiedy
stran BC, CA a AB. Osy stran AB a BC protinaji pfimku BN v bodech X a Y.
Pokud se AX a CY protinaji v bodé Z, ukazte, ze BM ZP je tetivovy ¢tyfuhelnik.

(USAMO 2008)
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Hinty

Hint 1. Diky isogonélnosti O s H a tétivovosti ABC'D je O1P L CD a analogicky pro
ostatni, z ¢ehoz plyne, ze O1PO30 a O2P0O30 jsou rovnobézniky.

Hint 2. Bud je ABIH = ABIO, nebo je BOIH tétivovy ¢tyfuhelnik.

Hint 3. Opsisté lezi na téZnici, takze ABC' je bud rovnoramenny, nebo pravouhly - roze-
berte.

Hint 4. Ukazte ABOC ~ ABDH a pouzijte spirdlni podobnost.

Hint 5. Pokud S je opsisté ABDE, pak BS 1 AC.

Hint 6. Vyuhlete, ze E je opsisté AACD.

Hint 7. Necht ACA1C, je tétivovy. Bud Y kamarad X. Pak Y lezi na BO a zaroven je
trojuihelnik AY C rovnoramenny, takze Y je opsisté.

Hint 8. BA a BC jsou teCny ke kruznici opsané APC.

Hint 9. Dokreslete stfed AC a vyuhlete.

Hint 10. Ukazte, Ze trojahelniky BMC a BT C1 jsou podobné, kde M je stied AC.
Hint 11. Je to bod H,

Hint 12. Pokud se elipsa dotykda AC v D, pak /PDA = ZQDC'. Pieklopte Q podle stran.
Hint 13. Najdi Thaletovku a pak pouzij Six feet theorem.

Hint 14. Kdyz O, Op a Og jsou opsisté pfislusnych kruznic, vyahlete, ze ZAOpO =
ZOAOq.

Hint 15. Dokreslete stfedy kq, k» a k.. Chordala je kolméa na jejich spojnici. St¥ed k lezi
na osach B B> a dalsich dvou analogickych osach.

Hint 16. Dokreslete bod X takovy, ze BAM a BXC jsou podobné trojahelniky. Dodélejte
pomoci podobnosti a Ptolemaiovy véty na étyitelnik AMCX.

Hint 17. Necht PQ protina kruznici opsanou AABC v X a Y. Pak Simsonovy piimky X
a Y jsou na sebe kolmé a protinaji se pravé v nasem bodé dotyku.

Hint 18. Dokreslete D’ € Q tak, ze DD’ || AC. S trochou tihleni dostaneme APAD ~
AAQD'. Potom dostaneme APDM ~ AND'Q a AAMD ~ ANAD'.

Hint 19. Vepsana a pfipsana koule jsou stejnolehlé podle D. Pomoci toho a stejnych tecen
najdéte shodné trojuhelniky a dopocitejte thly.

Hint 20. BA’ je isogonalni s BC’, BX je isogonalni s BB’.

Hint 21. QD je isogonalni s QA, QC je isogonélni s QB.

Hint 22. C'J a CL jsou isogonaly v trojuhelniku ICK.
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Hint 23. Piimky BC a DFE jsou te¢ny ke kruznici opsané trojuhelniku AC'D.

Hint 24. PE a PF jsou isogonaly v uhlu BPC.

Hint 25. Vyuhlete, ze LZAXZ = ZABC = ZY XC.

Hint 26. Ukazte, ze chceme, aby Z lezel na B-symedidné. Vyrobte body R a @ tak, ze
RB 1 BC, QA 1 BA, a prusecik AQ a CR je Z. Pouzijte lemma na BX, BA, BC, BY.
Hint 27. Nechf P je pata vysky z X a BA. Ukazte, ze PAH’ je podobny XCB. Z toho
vyvodte, e XB a X H' jsou isogonaly v CXY.

Hint 28. Trojthelniky BYC a FY'E jsou (nepfimo) podobné. Ukazte, ze X a Z jsou v
téchto trojuhelnicich ,, jakoby“ kamaradi.

Hint 29. Dokreslete isogonal conjugate k P a pouzijte six feet theorem. Dotuhlete.

Hint 30. Ten bod je isogonal conjugate k B vzhledem k (libovolnému) trojihelniku X AY".
Na dokézani toho, Ze je to pro vSechny ten samy bod, pouZijte definici isogonal conjugate
jako stfed kruznice opsané obrazum pres strany.

Hint 31. Ukazte, ze K a L jsou isogonal conjugates a dotuhlete.

Hint 32. Body A a C jsou isogonal conjugates vzhledem k ABPD.

Hint 33. Opsisté AEH, BDG a CFI si ozna¢me O4, Op a O¢. Kdyz H je stied stejno-
lehosti prevadéjici ABC na O4OpO¢, pak jeho kamaradd v O 4OpO¢ je hledany bod.
Hint 34. Ukazte, Ze chceme, aby Z lezel na B-symediané. Ukazte, Ze bod, ve kterém se
protinaji kruznice skrz B, které se dotykaji AC v A, resp. v C, je kamarad Z.
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Barycentrické souradnice
Zdenék Pezlar

Abstrakt. Uz jste nékdy fakt neméli radi néjakou geometrickou tlohu? Ja taky.
V tombhle prispévku si ukdzeme jeden ze zptsobi, jak tento maly problém fesit.
O co jde?

Definice. Af P je bod v roviné trojihelnika ABC'. Pak barycentrickymi soufadni-
cemi X nazveme trojici redlnych éisel (z,y, z) takovou, Ze

P=xzA+yB+zC, r+y+z=1
Poznamka. Vzhledem k podmince z + y + z = 1 je tato trojice urena pomeéry

z :y : z. Pro jednoduchost budeme obc¢as psit X = (z : y : 2) a minit tim
X =(x/s,y/s,z/s), kde s=x+y+ z.

Tvrzeni. Kazdy bod v roviné AABC m4 jednoznacné souradnice.

Poznamka. JelikoZ jsou barycentrické soutadnice stéle vektory, chovaji se line-
arné. Stred usecky nalezneme priamérovanim soufadnic, podobné tfetinu, ¢tvrtinu,
stfedovy obraz a tak dale.

Tvrzeni. Jeli P = (z,y,2) v roviné trojihelnika ABC o obsahu 1, pak
[BCP] = |z|, [CAP]=ly|, [ABP]=]|.

Paty cevian z P maji navic soutadnice
Oa Y ) : ’ L7 07 L ) ° ) Y ’ 0.
y+z y+z Tr—+z r—+z r+y x+y

Trocha pripravy

Tvrzeni (Vlastnosti skalarniho soué¢inu). Jsou-li @, @, W € R? vektory, pak
plati:

e 6 o o o
S eSS
SISTIE IR
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Lemma. Je-li ABC vepsan do kruznice o poloméru R umisténé do pocatku sou-
fadnic, pak plati

R2.
R <

c_
5 -

—

4
-B

e

To podstatné
Tvrzeni. Rovnice pfimky mé tvar

ur + vy + wz =0,
kde u,w,w € R jsou parametry.

Tvrzeni (O kolmosti). At M — N = (z1,y1,21) a P — Q = (22,92, 22), pak
MN L PQ pravé tehdy, kdyz

a*(21ys + y122) + 02 (2120 + 2021) + (Y122 + 2192) = 0.

Tvrzeni (Vypocéet vzdalenosti). Je-li P — Q = (z,y, 2), pak

|PQ|? = —a’yz — b*za — ay.

Tvrzeni. Rovnice kruznice m4 tvar
—a?yz — V?zx — oy + (v +y + 2)(ur + vy + wz) = 0,

kde u,v,w € R jsou parametry.

Par dalSich vzorcu pro fajnSmekry

Tvrzeni. Body X = (z1,22,23), Y = (y1,92,y3) a Z = (21, 22, 23) leZi v pFimce,
pravé kdyz
1 X9 I3
det Y1 Y2 Yz | = 0.
Z1 z9 zZ3

Dokonce plati
r1 T2 I3
[XYZ]=det|y1 wy2 ys|[ABC].
Z1 z9 z3
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Tvrzeni. Piimky w;z 4+ v;y + w;z pro i = 1,2,3 prochazeji jednim bodem, pravé
kdyz
up V1 w1
det |us w9 wo| =0.
usz v3 ws

Tvrzeni. Piimky u;x + v;y + w;z pro ¢ = 1,2 jsou rovnobézné, pravé kdyz

1 1 1
det u;y U1 wip =0.
Uy Vg W2

Tvrzeni. [Conway Formula] V roviné ABC je bod P. Oznacme ¢ a 1) orientované
thly PBC a BCP. Pak

P = (—a2:57+5'¢ :Sﬁ+5¢),
kde S¢ = 2[ABC]cot .

Priklady k seznameni

Uloha 1. Je déan trojuhelnik ABC. Uréete soufadnice nasledujicich bodii:
1) tézisté, vepsisté, pFipsisté.
2) stfedy stran, body dotyku s kruznici vepsanou, body dotyku s pfipsanymi.
3) priseéiky rovnobézek se stranami vedenymi vepsistém s obvodem trojihelnika.
4) kolmisté, opsisté.
5) svrk, antisvrk.
6) kamarad bodu X = (z,y, 2).

Uloha 2. Je déan trojihelnik ABC. Uréete rovnice nésledujicich piimek:

1) strany AABC, stfedni pficky.

2) osy uhlt (vnéjsich i vnitinich), t&Znice, symedidny, tefny k opsané ve vrcholech.
3) osy stran, vysky.

4) strany dotykového trojthelnika.

5) Eulerova pfimka.

Uloha 3. Je dan trojthelnik ABC s b&Znym znacenim. Uréete rovnice nasledujicich
kruznic:

1) opsand, BGC, BIC.

2) AMyM., AEF (dotyky s vepsanou).

3) kruznice deviti bodi.

4) kruznice vepsana.
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Uloha 4. Je dan trojihelnik ABC' s béZnym znacenim. Uréete nasledujici vzdéle-
nosti:

1) AG, BG, CG.
2) AI BI, CI.
3) 1

4) IbI (pripsiste).

Skutecné ulohy

Uloha 5 (Cevova/Menalova véta). V trojihelniku ABC lezi na ptimkach BC,
CAa AB body D, E a F. Bud

b BD-CE - AF
~ CD-AE - BF’

kde délky jsou orientovené. Ukazte, ze k = —1 pravé kdyz D, E a F lezi na jedné
pfimce, a k = 1 pravé kdyz se AD, BE a C'F protinaji v jednom bodé

Uloha 6 (Stewartova véta). V trojihelniku ABC bud X bod na AC. Ozna¢me
vzdalenosti AX, XC a BX postupné jako m, n a x. Pak

b(x? +mn) = a*m + *n.

Uloha 7. V rovnobézniku ABCD se stfedem S ozna¢me O st¥ed kruznice vepsané
trojuhelniku ABD a T bod jejiho dotyku s thlopfickou BD. Dokazte, ze pfimky OS
a CT jsou rovnobézné. (Celostétko 2013)

Uloha 8. Bud ABC trojuhelnik s kruznici vepsanou w. Body dotyku kruznice
pfipsanych s tse¢kami BC a AC si oznaéime postupné X a Y. Bud P prise¢ik AX
a BY. Kruznice w protind tsecku AX ve dvou bodech, blizsi z nich k A oznacime
Q. Ukazte, 7e AQ = X P. (USAMO 2001)

Uloha 9. Bud ABC riiznostranny trojthelnik s kruznici opsanou k. Teény ke k
v bodech A a B se protinaji v bodé L., teény ke k v bodech A a C se protinaji
v bodé L,. Dale budte I, I. stfedy kruznic pfipsanych po fadé stranam AC, AB.
Dokazte, ze primky LIy, L.I., a BC prochazi jednim bodem. (Prase 2024)

Uloha 10. Ctyistén ABCD mé tu vlastnost, ze soucet obsahii stén ABC a ABD
je stejny jako soucet obsahiu stén CDA a CDB. Ukazte, ze stfedy hran AC, AD,
BC, BD a stied koule vepsané lezi v jedné roviné. (1KS 3 2013/2014)
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Uloha 11. Bod P lezi uvniti AABC a paty jeho piislunych cevian na AB, BC a
CA jsou postupné D, E a F. Ukazte, ze

1
[PAF) + [PBD] + [PCE] = E[ABC]
pravé tehdy, kdyz P lezi na jedné z téZnic. (USA TST 2003)

Uloha 12. V trojihelniku ABC protinaji osy tihlt ve vrcholech A, B a C protilehlé
strany postupné v bodech D, E, F. Ukazte, ze BDEF je tétivovy ¢tyituhelnik praveé
tehdy, kdyz

b c a

a+c:b+a+c+b'

(Mongolsko TST 2000)

Uloha 13. Bud ABC ostrotihly trojihelnik. Ozna¢me jako M, N a P postupné
sttedy BC, CA a AB. Necht osy stan AB a AC protinaji AM postupné v bodech
D a E. Pfimky BD a CFE se protinaji v bodé F' lezici uvniti ABC. Dokazte, ze
ANFP je tétivovy ¢tyfuhelnik. (USAMO 2008)

Uloha 14. Bud ABC trojthelnik spliwjici b+c = 3a. Bud I vepsisté a X, Y dotyky
kruZnice vepsané se stranami AB a AC. Necht K a L jsou obrazy bodt D a F podle
I. Dokazte, ze B, C, K a L lezi na jedné kruZnici. (Shortlist 2005)

Uloha 15. Necht A; je v trojuhelniku ABC' stfed ¢tverce, ktery ma dva vrcholy
na tsecce BC a po jednom na tseckdch AB a C' A. Analogicky zadefinujme B; a Cj.
Ukazte, ze pfimky AA;, BBy a CC1 se protinaji v jednom bodé. (Shortlist 2001)

Uloha 16. Bud D pata A-symedidny na BC. Skrze D nakresleme rovnobézky s
AB a AC a jejich prusecik s AC' a AB oznacme postupné jako By a Cp. Dokazte, Ze
BCB;(C je tétivovy a ozna¢me jeho stied jako O,. Podobné zadefinujme O, a O,.
Ukazte, ze AO,, BO, a CO, se protinaji v jednom bodé. (WOOT 2012)

Uloha 17. Je déan trojihelnik ABC. Na jeho stranich AB a AC jsou postupné
vybrany body X a Y. Necht Z je priseéik piimek BY a C'X. Dokazte nerovnost

[BZX]+[CZY] > 2[XY Z],
kde [DEF] ozna¢uje obsah trojuhelniku DEF'. (Celostétko 2020)

Uloha 18. V daném trojthelniku AABC je rozdil délek kazdé dvojice jeho stran

vvey

polomér vepsané kruznice. Ukazte, Ze plati nerovnost
2
[AIG] + [BIG] + [CIG] > gdr,

kde [XY Z] oznac¢uje obsah trojihelniku AXY Z. (Celostéatko 2015)
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Uloha 19. Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC se zakladnou BC, uvnitt které
je zvolen bod D. Necht E, F jsou po fadé takové body na stranidch AB, AC, ze
plati ZBED = ZDFC > 90°. Dokaz, ze pfimka AD je chorddlou kruznice ABF a
AEC. (Celostatko 2020)

Uloha 20. Nechf ABC je trojthelnik a bod .J je stied pfipsané kruznice trojtihelniku
ANABC lezici naproti vrcholu A. Tato kruznice se dotyka strany BC' v bodé M a
dotykéa se pfimek AB a AC v bodech K a L, respektive. Pfimky LM a BJ se
protinaji v bodé F a pfimky KM a CJ se protinaji v bodé G. Necht S je prisecik
piimek AF a BC a T je prisecik pfimek AG a BC'. Dokazte, Ze bod M je stifedem
usecky ST. (IMO 2012)

Uloha 21. V trojuhelniku ABC' lezi bod A; na strané BC a bod B; na strané
AC'. Necht P a @ jsou body na tseckdch AA; a BB, respektive, takové, ze PQ
je rovnobézné s AB. Necht P; je bod na pfimce PB; takovy, ze bod B; lezi piisné
mezi P a P, a plati /PP,C = ZBAC. Podobné nechf @; je bod na piimce QA;
takovy, ze bod A; lezi mezi Q a Q1 a plati Z/CQ1Q = ZCBA.

Dokazte, ze body P, Q, P; a Q1 leZi na jedné kruznici. (IMO 2019)

Uloha 22. V trojthelniku ABC se kruznice pfipsané dotykaji use¢ek AB a BC v
bodech X a Y. Bud I’ obraz vepsisté ABC podle stfedu AC. Ukazte, ze BXI'Y je
t&tivovy pravé tehdy, kdyz AB 1L BC. (Sharygin 2012)

Uloha 23. Necht ABC je ostrothly trojihelnik a necht P a @ jsou dva body na jeho
strané BC. Sestrojime bod C; tak, aby konvexni ¢tyftahelnik APBC; byl tétivovy,
aby platilo QC} || CA a aby body C; a Q leZely na opaénych stranich pfimky AB.
Podobné sestrojime bod B; tak, aby konvexni ¢tyfahelnik APCB; byl tétitvovy,
aby platilo QBj || BA a aby body B; a @ lezely na opaénych strandch p¥imky AC.
Dokazte, ze body By, C1, P a @ leZi na jedné kruznici. (USAMO 2005)

Literatura a zdroje
Pfispévek byl s malymi zménami pievzat od Rada Svarce. Timto mu dékuji.

[1] Schindler M., Chen. E., Barycentric Coordinates in Olympiad Geometry
[2] Yiu P., Introduction to the Geometry of the Triangle

Hinty
Hint 1.
) (1:1:1),(a:b:¢),(—a:b:c) atp.
2) (1/2,1/2,0) atp., (0,s — ¢,s — b) atp., (0,s —b,s —c) atp. 2s=a+b+c.
(a:0:b+c¢).
(SeSp : SaSe: SpSa), (a2Sa : 628y : 28S.), kde So = b? + ¢* — a?.
jako stfedy mezi vepsiSti / pFipsisti.
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6) (a2/x, b2/y7 cz/z).
Hint 2.

1) z =0, atp, z = 1/2 atp.

2) y:b=%z:catp., y =z, atp. y/b? = +z/c?. (Pamatujte, Ze tecny jsou exsymediany.)
3) a?(z —y) +2(c2 —b?) =0,d%(z —y) + (1 —z)(b*> — ) =0.

4) (s—a)x—(s—by—(s—c)z=0.

5) U:v:w= SB(SC — SA) : Sc(SA — SB) R Sc(SA - SB).

Hint 3.

1) alyz+bze+Pey=0,v=w=0,3u=a>+ >+ v=w=0,u=bc
2 u=0,v=c?/2 w=>b’/2.

3 u==S4a/2,v=5p/2, w=Sc/2.

Hu=(s—a)’ v=(s—b2 w=(s—c)

Hint 4. Prosté to dosadte do rovnice pro vzdalenost. Moc se s tim neupravujte, jde hlavné
0 to, Ze takto jdou ony vzdalenosti pohodlné vyjadrit.

Hint 5. Vyjadrete si D = (0,d,1 —d), E = (1 —¢,0,e) a F = (f,1 — f,0). Pro Cevovu
1ie
Pro Menealovu vétu si uvédomte, ze pfimka DF se parametrizuje jako (1 — d)(1 — f)z —
(1—-d)fy+dfz=0.

Hint 6. Souradnice X urcete pomoci m a n. Nasledné spoctéte vzdalenost BX.

vétu si uvédomte, ze pfimka BFE je parametrizovana jako x = z a podobné pro ostatni.

Hint 7. Divejte se na véc z pohledu trojuhelniku ABD. Vyjadfrete si vSechny body a ukazte,
ze vektory OS i CT jsou nasobkem vektoru (2BD : —BD+CA—AB: —BD —CA+ AB).
Hint 8. Oznacte Q' bod takovy, ze AQ' a PX jsou stejné vektory a ukazte, Ze vepsisté je
stfed @ a dotyku vepsané.

Hint 9. Piimky spocitej pomoci determinantu.

Hint 10. Nejtézsi je rozmyslet si, jak funguje barycentrika ve 3D. No, miniméalné ty zakladni
véci dost podobné :D

Hint 11. Véhy (z,y,z) bodu P chapejte skutecné jako hmotné body. Poméry obsaht
prepisté do poméru usecek a ty do x,y, z. Pak uhodnéte faktorizaci.

Hint 12. Ze t¥i bodi najdéte rovnici kruznice a ¢tvrty dosadte.

Hint 13. Najdéte soufadnice F a ovéite, ze lezi na kruznici. Pro kontrolu F' = (p,q,r),
kde p+qg+r=1ar/p=c?/(*+b>—a?) aq/p=">0>/(b>+ 3 —d?).

Hint 14. Ze t¥i bodu najdéte rovnici kruznice (pfejdéte k t =s—a,y=s—b, z=s—c¢)
a ukaZte, Ze za dané podminky &tvrty vyhovuje (dosazenim, faktorizovat netfeba). Pro
kontrolu K = (zz:yz: (y+x)?) a L = (zy: (z+2)? : yz).

Hint 15. Nafouknéte kazdy z Ctverci tak, aby jedna jeho strana splyvala se stranou troj-
thelnika. Pak pozijte Conweytv vzorec.

Hint 16. K prvni ¢asti bud stac¢i néco tusit o antirovnobéznosti, nebo se prosté spocita,

7e vie lezi na kruzinici a’yz + b’zx + cay = %x(m + y + z). Ke druhé sta¢i ur¢it
podil B a C soufadnic bodu O, (Ceva!). Ten najdete jako priiseéik dvou os tsecek. Vyjde

y/z=S5c/SB.-
Hint 17. Zacni Xkem pak Y, Z.
Hint 18. To se spoc¢ita. Nezapomen na vztah poloméru vepsané a obsahu.
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Hint 19. Body E a F spocitej pomoci podobnosti.

Hint 20. Vyjadfi si vSechny hezké body a ono to pujde.

Hint 21. Nejprv trochu syntetiky pak bary masterclass

Hint 22. Sestavte rovnici kruznice a dosadte do ni I’. Ze vzniklé identity faktorizujte
b2 4+ 2 — a2

Hint 23. Zkuste spocitat (ABP) a dal bod C1.
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Kruté vety v teorii Cisel
Matej Vasky

Abstrakt. V prispevku preberieme niekolko tazkych tvrdeni z tedrie ¢isel a uka-
zeme si niekolko tloh, v ktorych sa daju pouzit. Budeme sa zaoberat Betrando-
vym postuldtom, Dirichletovou, Zsigmondyho a Mihailescovou vetou.

Prispevok je képiou prispevku od Rada Svarca z roku 2016. Tymto mu
dakujem za umoznenie jeho pouZitia.

Bertrandov postulat

Veta (Bertrandov postulat). Pre kazdé prirodzené n > 1 existuje prvodcislo p
také, ze n < p < 2n.

Uloha 1. Ukaite, ze ak p; oznacuje i-té prvocislo, potom

PntPnt2 3
pn+1 2

Uloha 2. Ako pekné ¢&islo nazveme také prirodzené n, ze vidy, ked pre prirodzené
m plati 1 < m < n a (m,n) =1, potom m je prvocislo. Najdite vSetky pekné ¢isla.
(Esténsko TST 1997)

Uloha 3. Najdite vietky n, pre ktoré je n! druhou mocninou celého ésla.

Uloha 4. Existuje n také, Ze pre vietky t > n plati, e medzi ¢ a t> lezi aspon 2020
prvocisel?

Uloha 5. Dokéazte, 7e kazdé prirodzené ¢islo sa da zapisaf ako stéet navzijom
réznych nezlozenych ¢isel.

Uloha 6. Dokaite, e ¢isla v mnozine {1,2,...,2n} vieme poparovaf tak, ze sticet
kazdého paru je prvocislo.

Uloha 7. Nech )

2+ 1)
a/n _Zf.

Ukézte, ze a, nikdy nie je celé cislo.
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Uloha 8. Najdite vSetky prirodzené n, pre ktoré je pocet kladnych delitelov é&isla
[1,2,...,n] mocninou dvojky. (Esténsko TST 2004)

Uloha 9. Uréite vSetky prirodzené k, pre ktoré existuje nekone¢ne mnoho prirod-

zenych n takych, ze
2
n

Uloha 10. Ur¢ite vietky prirodzené z, y, pre ktoré plati

(Cina 2015)

!+ yl =aY.
(MEMO 2007)

Uloha 11. Nech F; je i-té Fibonacciho ¢islo (zaéinajtce F; = Fy = 1). Nech

] - efi]

Ukézte, ze a, = b, len pre kone¢ne mnoho hodnét n.

Dirichletova veta

Veta (Dirichletova veta). Ak a je prirodzené ¢islo, b celé éislo a (a,b) = 1, potom
je v aritmetickej postupnosti an + b nekonec¢ne mnoho prvocisel.

Uloha 12. Existuj prirodzené ¢isla a a b také, ze kedykolvek st p a g rdzne prvoéisla
vicsie nez 1000, potom aj ap + bq je prvocislo? (Peterburg 1996)

Uloha 13. Nech S je mnozina vSetkych prevratenych hodnoét prirodzenych éisel.
Potom pre kazdé k > 2 ukazte, ze v S existuje k-clennd nekonstantna aritmeticka
postupnost taka, Ze k nej nevieme pridat ziadny dalsi prvok z S tak, aby postupnost
zostala aritmeticka. (Velka Britania 1997)

Uloha 14. Dokézte, Ze ak s, a a b st prirodzené &isla a (a,b) = 1, potom existuje
nekone¢ne mnoho n takych, Zze an + b je stfinom s réznych prvocisel.

Uloha 15. Nech m je kladné neparne ¢islo. Ukazte, ze existuje nekoneéne vela
kladnych n takych, ze mn +1| 2" — 1. (Mongolsko T'ST 2008)
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Uloha 16. Pre kazdé prirodzené n ukazte, ze existuje prirodzené k také, ze

Prk—1 <pPr —N < pp+n < Pry1-

(AMM E4772)

Uloha 17. Najdite vietky polynémy P(z) s racionalnymi koeficientami také, ze ak
p je prvocislo, potom aj P(p) je prvocislo. (AMM E1632)

Uloha 18. N&jdite vSetky polynémy P(z) s celoéiselnymi koeficientami také, ze ak
p a g si rozne prvocisla, potom P(p) a P(q) st nesidelitelné éisla.
(Mathematical Reflection 0318)

Uloha 19. Dokazte, 7e pre kazdt dvojicu prirodzenych ¢isel m, n existuje prirodzené
k také, ze vSetky ¢isla ¢(k), o(k+1),...,o(k+m) st delitelné n. (AMM E4524)

Uloha 20. Dokazte, Ze existuje nekoneénd mnozina S po dvoch nestudelitelnych
prirodzenych ¢isel taka, Ze pre lubovolné n € S neexistuje ziadna trojica nenulovych
celych ¢isel x, y, z takd, ze (n,xyz) =1a a™ +y™ + 2" =0. (AMM 1978)

Uloha 21. Ukézte, Ze existuje nekone¢ne vela prirodzenych &isel n takych, ze ¢islo
n* 4+ 1 m4 prvociselného delitela vicésieho nez 2n. (MKS 30-2-8)

Uloha 22. Ukézte, Ze existuje nekone¢ne vela prirodzenych &isel n takych, ze éislo
n? + 1 méa prvoéiselného delitela vidsieho nez 2n + v/2n. (IMO 2008)

Zsigmondyho veta

Veta (Zsigmondyho veta). Nech a > b st nesidelitelné prirodzené &isla. Ak
n > 1, potom:

< n plati p  a* — b'.

e Existuje prvocislo p také, ze p | a™ — b™ a pre 1 < i
= (a,2" — a,2) pre nejaké

Vynimkou st pripady (a,b,n) = (2,1,6) a (a,b,n)
prirodzené k.

e Existuje prvodislo ¢ také, Ze ¢ | a™ +b" a pre 1 < i < n plati ¢ 1 a® + b'.
Vynimkou je pripad (a,b,n) = (2,1, 3).

Urobme dohodu — ak sa v hinte objavi nieco, ¢o s ulohou absolatne nestvisi,
znamend to, Ze priklad sa d4 vyriesit len trividlnou aplikdciou veta a hint by teda
znel jedine ,proste priamociaro pouzi vetu“.

Uloha 23. Ukazte, Ze postupnost a, = 3" — 2" neobsahuje tri ¢leny tvoriace geo-
metrick postupnost. (Rumunsko TST 1994)
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Uloha 24. Néjdite vietky trojice prirodzenych ¢isel (a, b, p), kde p je prvoéislo a
20 + pb =19 (Taliansko TST 2003)

Uloha 25. Najdite vSetky dvojice prirodzenych &isel (a,n) také, ze vzdy, ked prvo-
¢islo p deli a™ —1, existuje prirodzené m < n také, ze p | a™ —1. (USA TST 2012)

Uloha 26. Néjdite vSetky nezaporné celé rieSenia rovnice 3™ — 5" = a2.

Uloha 27. Néjdite vSetky nezaporné celé riesenia rovnice 5™ — 3" = a2.

(Balkan 2009)

Uloha 28. Nech p < ¢ st neparne prvoéisla. Dokazte, Ze 2P9 — 1 m4 aspon tri rdzne
prvociselné delitele. (Polsko 2010)

Uloha 29. Na&jdite vetky dvojice prirodzenych éisel (z,y) také, ze pre nejaké
prvodislo p* — y? = 1. (MO 1996)

Uloha 30. Najdite vsetky pitice prirodzenych éisel (a,n,p,q,7), pre ktoré plati
a®—1=(a? —1)(a? —1)(a" — 1). (Japonsko 2011)

Uloha 31. N4jdite vSetky trojice prirodzenych ¢isel (a,m, n), pre ktoré plati a™+1 |
(a+1)™ (ISL 2000)

Uloha 32. Najdite vietky $tvorice prirodzenych &isel (z, 7, p,n), také, Ze p je prvo-
éislo, n,r >1lazx" —1=p". (MOSP 2001)

Uloha 33. Najdite vSetky prirodzené rieSenia rovnice
(a+D(a®>+a+1)...(a" +a" 4+ 1) =a"+a™ +- + 1.
Uloha 34. Nech b,m,n € N, b > 1 a m # n. Predpokladajme, Ze b™ — 1 a b" — 1
maji rovnaké mnoziny prvoéiselnych delitelov. Ukazte, Ze b+ 1 je mocninou dvojky.
(ISL 1997, Cina TST 2005)
Uloha 35. Nech A je kone¢na mnozina prvoéisel a a > 1 prirodzené ¢islo. Ukazte,
Ze existuje iba kone¢ne vela prirodzenych n takych, ze vSetky prvociselné delitele

¢isla a™ — 1 lezia v A. (Problems from the Book)

Uloha 36. Najdite vietky Sestice prirodzenych ¢isel (a,b,c,p,q,r), také, ze p,q,r
st prvodisla a p?® = ¢br¢ + 1. (Srbsko TST 1977)

Uloha 37. Nijdite vSetky prirodzené n, pre ktoré maji n a 2"+ 1 rovnakii mnozinu
prvociselnych delitelov. (7KS 3-3)
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Uloha 38. Patrik miluje prvodisla. Niektoré miluje velmi, iné viac, ale mé nie-
kolko prvodisel, ktoré miluje najviac. VSetky tieto prvocisla si schoval do koneénej
neprazdnej mnoziny P. K narodeninam by si od vas prial také prirodzené ¢islo n,
ktoré sa da zapisat ako aP + bP pre nejaké a,b € N (kde p je prvocislo) prave vtedy,
ked p € P. Rozhodnite, ¢i mozete jeho prianie splnit pre kazdi mnozinu P.

(iKS 5-3)

Mihailescova veta

Veta (Mihailescova veta). Ak pre prirodzené &isla a, b, m,n plati a™ — b =1,
potom m = 1 alebo n =1, alebo (a,b,m,n) = (3,2,2,3).

Uloha 39. Ukézte, ze n” + 1 nikdy nie je Stvorec. (India TST)

Uloha 40. Prirodzené &isla > 2, y > 1 a z spliiaja rovnicu z¥ + 1 = 22. Nech p,
resp. g je poet roznych prvoéiselnych delitelov z, resp. y. Ukazte, Ze potom p > g+2.
(Rusko 2005)

Uloha 41. Najdite vsetky dvojice prirodzenych &isel (x,y) také, Ze pre nejaké
prvodislo p* — y? = 1. (MO 1996)

Uloha 42. Néjdite vsetky stvorice prirodzenych ¢isel (x,7,p,n), také, ze p je prvo-
éislo, n,r>1laax™ —1=p". (MOSP 2001)

Uloha 43. Kolko najmenej roznych prvoéiselnych delitelov moze mat vyraz 194" +4
pre n > 17 (Turecko juniori 2014)

Uloha 44. N4jdite vietky prvoéisla p také, ze p(2°~!—1) = a* pre nejaké prirodzené
aak>1. (iKS 2-1)

Literatura a zdroje

[1] Rado van Svarc; Kruté véty v N, iKS 2016
[2] Art of Problem Solving, https://artofproblemsolving.com/community

Hinty

Hint 1. Vynéasobte dvomi a pouzite Bertranda.
Hint 2. Ukézte, ze pre i > 4 je pip2 - -+ pi > Piyq-
Hint 3. Uvazte p medzi 5 a n.

Hint 4. n = 22020,

Hint 5. Indukcia.

Hint 6. Indukcia.

Hint 7. Prevedte na spoloéného menovatela.
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Hint 8. Vadi nam, ked je tam nejaké prvocislo dvakrat.

Hint 9. Pre k > 1 najdeme prvodislo p, také, ze k < p < 2k a volime n = p* +p — k.
Hint 10. Ked = > y, zvol prvocislo medzi 5 a .

Hint 11. piy2 < pit1 + pi.

Hint 12. Hladajte prvocisla s rozdielom, ktory je ndsobkom a + b.

Hint 13. Nech a1 = ﬁ ad= (kz)!.

Hint 14. Indukcia.

Hint 15. Zvolte dostato¢ne vysoké prvocislo p = ¢(m)k + 1 a potom n = =2,

m

Hint 16. Zvolte prvocislo p = (¢ — 1)! — 1 (mod q!), kde ¢ je dost velké prvocislo.

Hint 17. Nech Q(z) je P(z) prenasobeny tak, Zze mé celoéiselné koeficienty. Potom nech
m; = Q(p)ns + p, kde p je prvodislo také, ze pt Q(p).

Hint 18. Zvolte p velké, uvazte prvocislo r také, ze r | P(p) a vezmite ¢ = rk + p.

Hint 19. Uvedomte si, Ze ak prvoéislo p deli a, potom p — 1 | p(a).

Hint 20. Ak uz vyberieme ¢isla ny, . . ., ng, vezmeme prvoéislo p = —1 (mod 4ning - - - ny)
a priddme ng4+1 = p(piz_l).

Hint 21. Zvolte p = 8k + 1, ¢ ako primitivny prvok modulo p a n = g*.

Hint 22. Zvolte p = 20k + 1, vezmite najmensie n, ktoré splita n? = —1 (mod p) a uvéite
jeho vzdialenost od pT_l.

Hint 23. Nech pre = < y < z je (3¥ — 2¥)? = (3% — 2%)(3% — 27) a pozrite sa na prvoéisla
37— 2%,

Hint 24. Americki vedci zistili, Ze 21,3857 % statistik je presnejsich, nez si moézu dovolit.
Hint 25. Waterboarding v Guantanamo Bay znie fakt cool, ked ani o jednom z toho
neviete, ¢o to je.

Hint 26. Modulo 4 zistime, Zze m je parne. Rozlozte rozdiel Stvorcov.

Hint 27. Modulo 3 zistime, ze m je parne. Rozlozte rozdiel Stvorcov.

Hint 28. 2P —1|2P9 -1, 29 -1 |2P9—1.

Hint 29. Keby som dostal korunu vzdy, ked ma dievéa povazuje za neatraktivneho, mal
by som tolko penazi, ze by ma dievcata povazovali za atraktivneho.

Hint 30. V Skétsku zije aspoii jedna ovca, ktora je biela aspori z jednej strany.

Hint 31. Stadia zistila, Ze Zeny, ktoré trpia lahkou nadvahou, ziju dlhsie nez muzi, ktori
sa o tom zmienia.

Hint 32. Zmysel pre ¢ierny humor je ako nohy. Niektori Iudia ich maja, ini nie.

Hint 33. Vyuzite vzorec na vypocet sictu geometrickej postupnosti.

Hint 34. Aj tie najdlhSie cesty sa za¢inaju jednym malym krokom. Rovnako sa zaéina aj
pad do priekopy.

Hint 35. Kanadsky psycholég predava za 20 dolarov knihu, ktord vas naudi, ako otestovat
IQ vasho psa. Ak si ju kuapite, vas pes je chytrejsi nez vy.

Hint 36. p® + 1 a p® — 1 st (skoro) nestdelitelné.

Hint 37. Uvézte prvodislo p, ktoré deli 2" + 1 a vyuzite malt Fermatovu vetu.

Hint 38. Ak S je suéin vietkych prvodisel z P, zvolte 2571

Hint 39. Pytal som sa severokorejskych matematikov, ako sa im zije v ich domovine. Vraj
si nemdozu stazovat.

Hint 40. Zi kazdy deti, ako by to bol tvoj posledny. Raz budes mat pravdu.

Hint 41. Moj dedko ma levie srdce a dozivotny zakaz vstupu do zoo.
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Hint 42. Co majui spolo¢né alkoholik a pedofilny nekrofil? Obaja maji radi student dva-
nastku.

Hint 43. o* + 4 = (a® — 2a + 2)(a® 4 2a + 2).

Hint 44. Rozloz zatvorku.
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