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Cifry

Adam DZavoronok

Abstrakt. Prispevok je zamerany na riesenie tlohy z olympiadnej tedrie cisel
tykajucich sa cifier a ciferného zapisu ¢isla, prevazne v desiatkovej ststave. Jeho
cielom je oboznamit citatela s roznymi metédami a heuristikami ako k takymto
tloham pristupovat.

Navrat do zakladnej skoly

Definicia. Pod cifernym zapisom kladného celého ¢isla n v ststave so zdkladom p

pre p > 2, p € N rozumieme (k + 1)-ticu cifier ag,ay, ..., as spliiajicu
k
Zplaizn, a; €{0,1,...,p—1}, ax #0.
i=0

Zapisujeme n = @ ... a100p-

Cvicéenie. Rozmyslite si, ze ciferny zapis v kazdej sustave so zékladom p > 2 je
jednoznacny.

. e _ . . . k
Definicia. Cifernym stcet ¢isla n = @ ... a1ag, v p-ckovej stistave je > - a;.

S tymito definiciami ste sa uz pravdepodobne stretli uz na zakladnej skole. Je
dolezité si avSak vSimnut, Ze ciferny zapis ¢isla nemé v podstate ni¢ spoloéné s pri-
rodzenym &islom, ked sa na neho pozrieme s ¢iselno-teoretického hladiska. Skratka
nehovori ni¢ o deliteloch, ¢ je to prvocislo, ¢i je to Stvorec...Par stvislosti tam
predsa je tak si nejaké zdkladné veci povieme. Zacneme asi jedinou vetou, ktort
budeme pouzivat a ani t nie éasto.

Veta. a*(™) =1 (mod n) ak a, n st nestdelitené.

Casto sa zaobideme iba s pouzitim Dirichletovho principu, kedy ndm bude staéit
ukézat existenciu exponentu s poZadovanou vlastnostou. V skutoc¢nosti to ukazuje
dva rozne pristupy — kombinatoricky (Ze z Dirichleta exponent existuje) a ¢iselno-
teoreticky (Ze vieme cez kongruencie dokdzat, Ze je to presne p(n)). Niektoré tlohy
tu budu aj viac kombinatorické, no niekde kombinatorika nebude stacit. Volba kon-
krétneho a,n zavisi od tlohy ale pochopitelne jedno z nich bude p (stistava v ktorej
pracujeme) pripadne jej mocnina.

Teraz si spomenime zakladné kritéria delitelnosti v desiatkovej stistave.

Tvrdenie. Cislo je delitelné 2* alebo 5* prave vtedy, ked jeho posledné k-éislie je.



Tvrdenie. Nech S(n) je ciferny stcet ¢isla n. Potom S(n) =n (mod 9).

Podobne sa daju odvodit aj kritéria delitelnosti pre iné ¢isla, keby sme sa na
ne divali v injch ststavach. Tej tedrie nie je vela. Dokonca obdas moze pomoct
el . /7 .1 v/ . ’ s v . X3
spomenut si, ako sme néasobili a od¢itavali na zakladnej skole a pozriet sa na to

v inej sustave.

Pytagoriada

Poznamka. Pokial nie je explicitne napisané inak, pracujeme s dekadickym zapisom
Cisla.

Uloha 1. Hovorime, Ze kladné celé &islo d je spravodlivé, ak pocet 2021-cifernych pa-
lindrémov, ktoré si nasobkami d, je rovnaky ako pocet 2022-cifernych palindrémov,
ktoré st nasobkami d. Je v mnozine {1,2,...,34, 35} viac ¢isel, ktoré su spravodlivé,
alebo tych, ktoré nie sa? (celostatko 2022)

Uloha 2. Vedeli ste, ze 6° +1 = 7777? Dokéite, ze pre n > 5 obsahuje ciferny zapis
6™ + 1 aspon 2 rozne cifry.

Uloha 3. Dokazte, ze kazdému dostatocne velkému prirodzenému ¢slu ide zmazat
niekolko prvy a poslednych cifier tak, ze vznikne nasobok éisla 2023.

(Kanada 2011)

Uloha 4. Nech m, n st prirodzené ¢isla také, ze m ma d cifier a d < n. Vypoéitajte

ciferny sacet (10™ — 1)m. (Hong Kong 1994)
Uloha 5. Pre prirodzené &islo a definujme o’ ako &islo, ktoré dostaneme, ked a
prec¢itame odzadu. Nech a; je prirodzené ¢islo a zdrovei plati ant1 = a, + al,.
Dokazte, ze ay nie je prvodislo. (celostétko 2006)

Uloha 6. Vypoditajte ciferny sacet 9 -99 - 9999 - - - (102" — 1)v zavislosti od n.

Uloha 7. Dokazte, Ze existuje n-ciferné éislo delitelné 5", ktoré ma vietky cifry
neparne. (USAMO 2003)

Uloha 8. Néjdite najmensie prirodzené ¢islo, ktoré sa da zapisaf ako stdet 2002
¢isel s rovnakym cifernym stictom a aj ako sicet 2003 cisel s rovnakym cifernym
stcétom. (Rusko 2002)

Uloha 9. N4jdite vsetky dvojice prirodzenych é&isel (m,n) také, ze

111...1 x 111...1
—_— —

m jednotiek n jednotiek

je palindrém (Brazilia 2005)



Uloha 10. Pre kazdé kladné celé ¢islo k oznaéme P(k) pocet vietkych kladnych
celych 4k-cifernych éisel, ktoré mozno zostavit z cifier 2, 0 a ktoré si delitelné ¢islom

2020. Dokazte nerovnost:
2k — 1\°
P(k) > ( L )

a urcte, pre ktoré k nastava rovnost. (celostatko 2020)

Uloha 11. Ciferny stcet ¢isla N je 100, ciferny stcet ¢isla 5N je 50. Dokazte, ze
N je parne. (vyberko 2006)

Uloha 12. Funkcia f je definovana na kladnjch celych éslach a plati pre tiu:

o f(1)=1,1(3) =3,

e f(2n) = f(n),

o fdn+1)=2f2n+1) — f(n),
e f(4n+3)=3f2n+1)—2f(n)

pre vsetky kladné celé ¢isla n. Uréte pocet kladnych celych ¢isiel mensich ako 2024
takych, ze f(n) =n. (IMO 1988)

Uloha 13. Urdte, ¢i existuje nekoneéna postupnost nenulovych éislic aq, as, as, ... a
kladné celé ¢islo N také, ze pre kazdé celé ¢islo k > N je ¢islo @rar_1 - .. a1 Stvorcom.
(IMOSL 2013)

Za desatinnou ¢iarkou

Obcas sa vyskytuje nie len ciferny zapis prirodzeného ¢isla, ale aj ¢isla racionalneho.
Zaujimavé su periodické zapisy, teda také v ktorych sa nejaka k-tica cifier opakuje
do nekonecna.

a1az...a
10k —1

Tvrdenie. 0,aias...apa102...=

Cvicenie. Rozmyslite si, ze kazdé racionalne ¢islo g ma kone¢ny desatinny rozvoj
alebo periodicky s periédou nanajvys ¢ — 1.

Cvicenie. Kedy ma desatinny rozvoj racionalneho ¢isla f}l periédu prave ¢ — 1. Vo
vSeobecnosti, comu sa rovna dlzka periédy?

Cvicenie. Ak racionalne ¢islo g = 0,a1a9...axa10as ..., comu sa potom rovna

0,a2...aka1(12...?



Nés bude tesit vyuzitie vysledkov predchadzajucich cvi¢eni v tlohéach s celymi
Cislami.

Uloha 14. Nech n € N. Zoberme si n-ciferné ¢islo A = @,-1...a1ao, ktorého
cifry ag,a1,...,a,_1 st nenulové a zaroven nie su vSetky rovnaké. Oznacéme dalej
pre 1 < k < n ako Ay cislo, ktoré vznikne po zrotovani cifier A o k pozicii, teda
Ap = Gp_p_1...01G00,_1 ... Gn_r. Najdite vSetky A také, ze kazdé Ay je delitené
Gislom A. (KMS 2022/23)

Uloha 15. Zistite, akd dlha (pocet cifier) je neperiodicka ¢ast desatinného zépisu

L'y zévislosti od n. (India 2015)

Uloha 16. Nech a, b st také racionalne &isla, ze dlzka periédy v desatinnom zapise

.....

(Rusko 2006)

Uloha 17. Prirodzené ¢islo n nazveme chutné, ak pre fubovolné dve prirodzené éisla
a, b také, ze a + b = n plati, Ze aspoii jeden zo zlomkov %, £ m4 koneény desatinny

b a
rozvoj. Existuje nekoneéne vela chutnjych &isel?

Uloha 18. Misko napisal ¢isla 1/80!, 1/81!, ..., 1/99! na 20 nekone¢nych kusov
papiera ako desatinné zlomky (na poslednom je napisané: ﬁ =0,00...0010715.. .,
155 nil pred 1). Soo chee z jedného z dielikov bez ¢iarky vyrezat N po sebe idtcich
CGislic. Pre ktoré maximélne N to moze urobit tak, aby Misko nemohol uhadnut,
z ktorého dielika Soso svoj ttrzok vystrihol? (Rusko 2007)

Uloha 19. Ak st dané kladné celé &isla m a n, dokézte, Ze existuje kladné celé ¢islo
c také, ze ¢isla cm a cn maju rovnaky pocet vyskytov kazdej nenulovej ¢islice.

(USAMO 2013)

Uloha 20. Prekazdy 1 <i < 9aT € N definujte d;(T) ako celkovy pocet vyskytov
Cislice ¢ pri zapise vSetkych nasobkov 1829 od 1 do T vratane. Ukazte, ze existuje
nekonecne vela T' € N takych, ze medzi di(T), d2(T), ..., do(T") st presne dve rézne
hodnoty. (IMOSL 2022)

Uloha 21. Racionélne é&islo nazveme krdtkym, ak mé vo svojom desatinnom rozsireni
kone¢ny pocet ¢islic. Pre kladné celé ¢islo m hovorime, Zefkladné celé cislo t je m-
kratke, ak existuje ¢islo ¢ € {1,2,3,...,2017} také, Ze 18—7;1 je kréatke, a také, Ze

% nie je kratke pre fubovolné 1 < k < ¢. Nech S(m) je mnozina m-kratkych
¢isel. Uvazujme S(m) pre m = 1,2,... Aky je maximalny pocet prvkov v S(m)?

(IMOSL 2017)



Konstrukéné ulohy

Cifry pontikaju vela priestoru na pekné tlohy, kedy médme rozhodnit, & éisel s neja-
kou vlastnostou je nekoneéne alebo iba kone¢ne vela. Casto sa pritom vyuziju iba
C¢isto konsStrukéné dokazy. Vyuzitelné pristupy st:

e Experimentdlne“: vymyslanie konstrukeii s nejakymi vlastnostami, skdsanie
veci.
e _Obmedzovacie*: priddvanie obmedzeni, ¢o mézZe zosilnit alebo zoslabit tlohu
ale moze ulahéit dokaz.
Oba tieto pristupy si ¢asto vyzaduju zru¢nosti v N-ku, aby ste mohli vyvodif spréavne
pozorovania. (Globalne to vyzera ako rieSenie C-¢ka, ale lokalne riesite N-ko.) Moze
sa stat, ze niekedy chcete vyuzit tvrdenie, ktoré je zjavne pravdivé (n? + 1 je neko-
necne ¢asto prvocislo), ale bud sa da fazko dokézat alebo je otvorené. Ak to neviete
posudit, musite skisit nieco iné. (Zatial ¢o v kombinatorike sa jednoduché pravdivé
tvrdenia zvycajne Tahko dokazuju.)
Medzi osvedcené taktiky moze byt volba éisla s vela 0, delitelmi alebo pou-
zit Cinsku zvyskovi vetu alebo Eulerovu vetu. Najdolezitejsie je nebaf sa miriat
prirodzenymi éislami. Je ich dost.

Uloha 22. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené éislo k existuje také prirodzené éislo n,
7e v zapise Cisla 2" sa nachadza blok prave k za sebou iducich nal. (CPS 2006)

Uloha 23. Dokazte, 7e pre kazdé kladné celé &islo n existuje kladné celé &islo, ktoré
mé presne n Cislic, ziadna z nich nie je 0 a toto ¢islo je delitelné svojim cifernym
suétom. (IMOSL 1998)

Uloha 24. Nech S(n) je ciferny stcet n. Dokézte, 7e existuje 2012 réznych prirod-
zenych Cisel Ny, ...,N2012 takych, ze S(nl) +ny=---= S(n2012) + n2012.
(India 2012)

Uloha 25. Kladné celé &islo n je Mozartovo, ak dekadicka reprezentacia postupnosti
1,2,...,n obsahuje kazdu ¢islicu parny pocetkrat. Dokazte, ze vsetky Mozartove
éisla st parne a Mozartovych ¢isel je nekonecéne vela. (MEMO 2016)

Uloha 26. Dokazte, e existuje nekonecne vela kladnych celych ¢isel n takych, ze
n? zapisané v 4-kovej ststave obsahuje iba ¢islice 1 a 2. (MEMO 2021)

Uloha 27. Kladné celé ¢islo nazjvame i KSkove, ak vieme ziskaf priemer éislic v de-
kadickom zépise tak, ze za najlavejsiu ¢islicu vlozime desatinni éiarku. Rozhodnite,
¢ existuje len kone¢ny pocet iKSkovych éisel . (MEMO 2022)

Uloha 28. Rozkjvané &islo je také, v ktorom sa striedaji nulovii nenulové cifry, pri
¢om posledna cifra je nenulova. Najdite vsetky prirodzené ¢isla, ktoré nedelia ziadne
rozkyvané éislo. (IMOSL 1994)



Uloha 29. Striedavym ¢islom nazveme také prirodzené ¢islo, v ktorom kazdé dve
susedné cifry maji réznu paritu. Najdite vSetky prirodzené n, ktoré maju nejaky
striedavy nasobok. (IMO 2004)

Uloha 30. Pre prirodzené n definujeme s(n) ako ciferny stcet n.Existuje kladna

realna konstanta c takd, ze pre vSetky prirodzené n mame Ss(:z)) <ec.
(Argentina TST 2007)

,Bez cifier* a asymptotika

Ak sa zamyslime nad definiciou ciferného zapisu tak ndm moze pripominat polyném
v premennej p, ¢o sa uz vyskytlo v zopar alohach.

Uloha 31. Rozhodnite, pre ktoré kladné cela ¢isla a, b splitujice a > 2b existuje
nekonstantny polyném P(z) s koeficientami z mnoziny {0,1,2,...,b — 1} splitujici
P(b) | P(a). (1IKS-13-N5)

Uloha 32. Alica si méze vybrat lubovolny polyném p(x) fubovolného stupiia s ne-
zdpornymi celodiselnymi koeficientmi. Bob sa moze spytat na funként hodnotu po-
lynému v Tubovolnom bode. Na kolko najmenej otdzok vie Bob urcit tento polyném?

(folklér)

Uloha 33. Hovorime, %e mnozina S celych &isel je koreiiova, ak pre Iubovolné
kladné celé ¢islo n a lubovolné nenulové ag,aq,...,a, € S st vSetky celociselné
korene polynému ag + a1z + - - - + apx™ tiez v .S. Najdite vSetky korenové mnoziny
celjch ¢isel, ktoré obsahuji vietky éisla tvaru 2% — 2° pre kladné celé ¢isla a a b.
(IMOSL 2019)

V neposlednom rade vyskytuju sa ¢asto tlohy, kde je potrebné vhodne odhadntft
ciferny sucet analytickymi ale aj ¢iselno-teoretickymi tivahami.

Tvrdenie. S(n) < [9log;y(n)].

Uloha 34. Uréte S(5(5(4444%444))). (IMO 1975)
Uloha 35. Pre Iubovolné kladné celé ¢islo k oznacte sti¢et éislic k v jeho desiatkovej
reprezentécii ako S(k). Najdite v8etky polynémy P(z) s celoéiselnymi koeficientmi

tak, ze pre lubovolné celé kladné ¢islo n > 2016 P(n) je kladné celé éislo a S(P(n)) =
P(S(n)). (IMOSL 2016)

Uloha 36. Dokaste, 7e S (22) > 2023.
(Baltic Way 2023)

Uloha 37. Nech a,, je stcet ¢islic kladného celého é&isla n a nech b,, je priemer ay,
as, ..., a,. Dokéazte, Ze postupnost by, ba, ... dosahuje vSetky kladné celé &isla.

(AOPS)



Literatura a zdroje

[1] Martin ,Vodka® Vodi¢ka: Ulohy o cifrdch, zbornik iKS, 2015.
[2] Evan Chen: Construction NT.
[3] http://www.artofproblemsolving.com


http://www.artofproblemsolving.com

Hinty

Hint 1. Kritéria delitelnosti.

Hint 2. Sporom. Aka nutne by bola ta 1 cifra?

Hint 3. Dirichlet.

Hint 4. Odpoditajte to ako na zdkladnej skole.

Hint 5. Delitelnost 11.

Hint 6. Indukcia.

Hint 7. Indukcia.

Hint 8. Modulo 9.

Hint 9. Nasobte ako na zakladnej skole.

Hint 10. Odinterpretujte kritérium delitelnosti 2020 a kombina¢né ¢islo, zvySok je kombi-
natorika.

Hint 11. Pozrite sa na ciferny sacet 10.V.

Hint 12. Binarka.

Hint 13. Nie. Rozdiel dvoch stvorcov musi byt delitelny 10k. DokazZte, Ze st neparne a po
case delitelné velkou mocninou 5. Potom, ale boli aj na zaciatku a uz za chvilu mate spor.
Hint 14. Vhodne si prepiste zadanti podmienku do delitelnosti.

Hint 15. Skuste cez nejaka delitelnost povedaf, kedy ma zlomok nejaku periodicku a
nejaki neperiodicku ¢ast.

Hint 16. Skuste cez nejakd delitelnost povedat, kedy mé zlomok nejakt periodicka a
nejakd neperiodicku ast.

Hint 17. Ukazte, ze dostatocne velké prvodisla nie st chutné.

Hint 19. Skiste najst stvis s cvideniami.

Hint 20. Skuste najst stivis s cvi¢eniami a pozrite sa na ,precyklené® ¢isla.

Hint 21. Horny odhad je jednoduchy. Na to, Ze funguje je dolezité sa pozriet ako sa sprava
rad 10-ky u zlozenych ¢isel a nasledne urobit nejaké odhady.

Hint 22. Aspon k ich zvladnete, potom nasobenim odstraiite prebytocné.

Hint 23. Nech je jeho ciferny sacet 2.

Hint 24. Indukcia, pridavajte nie¢o na zaciatok uz najdenych cisel. Idedlne nieco, k comu
ked vela priratate, tak klesne ciferny sucet.

Hint 25. 220 a 22220 st Mozartove cisla.

Hint 26. Induktivna konstrukcia.

Hint 27. Je ich kone¢ne vela. Zamyslite sa ako by ste také ¢isla konstruovali a ¢o musia
spliiat a urobte nejaké odhady.

Hint 28. . Hladajte v peknom tvare, napr. 10101 ...101. Pre mocniny 2 rieSte zv1ast a pre
stcin neparneho a mocniny 2 to nejako nakombinujte, lebo pre mocninu 2 st podstatné len
posledné cifry.

Hint 29. Rovnaky ako hint o jeden vyssie.

Hint 30. Nie. Po chvili hrania by ste mohli prist na &isla typu 5 - 10™ — 1. No problém
je v tom, ze aj po umocneni ostane vela cifier 9. Skuste nahradif nejaké cifry 9 ciframi 8,
teda odéitat dalsie mocniny 10. Umocnite a zariadte, aby v druhej mocnine nevznikali 9,
t.j. aby sa neodcitala 1 od cifry 0.

Hint 31. Trochu upravte delitelnosti a polyndém.
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Hint 32. Ide to na 2.

Hint 33. Uvazuj sustavu so zakladom k € S.

Hint 34. Odhadneme logaritmom a modulo 9.

Hint 35. Skus dosadit n =9 - 10°.

Hint 36. Aké dlhé mozu byt 0-vé bloky.

Hint 37. Plati silnejsie ale lahsie dokdzatelné tvrdenie: Nech (an)n>1 je nerastiica po-
stupnost kladnych celych éisel takd, ze limp— o0 by = 0, kde by, = an/n. Potom (1/bn)n>1
dosiahne vsetky kladné celé ¢isla.
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Postupnosti
Martin Kopcany

Abstrakt. V matematickych sutaziach sa ¢asto vyskytuji tlohy s postupnos-
tami, ktoré sa snazia byt ¢o najviac roznorodé. Ked vSak vyrieSime vela tloh
zameranych na postupnosti, ziskame potrebny cvik a intuiciu na spravne mysli-
enky. TaktieZ zistime, Ze niektoré principy sa pri rieSeni tychto tloh predsa len
opakuju a ked sa stretneme druhykrat s takouto llohou, méme ju skoro zadarmo.
Preto si v tomto prispevku ukazeme najcastejsie pouzivané triky na postupnosti
a taktiez vela zaujimavych uloh.

UzZito¢né pristupy

Vypisat si prvych pér ¢lenov a odpozorovat pattern.

Indukcia.

Vyjadrit n-ty ¢len explicitne.

Upravit si rekurentny vzorec do krajsieho tvaru.

Zadefinovat si nov postupnost, napr. b, = i ak rekurentny vzorec ma zlozity

menovatel alebo ked obsahuje /Vyraz(ay,), tak b, = \/Vyraz(ay).

e Pozriet sa na diferencie alebo prefixové sucty

dn:an*an—la Sn:a0+a1+"'+an-

e Pozriet sa na najvii¢si/najmensi ¢len (pripadne ukazat, Ze sa rovnaja).
e Dokéazat rastucost/klesajtcost, periodickost, skiimat podpostupnosti. . .

Priklad. Mozeme si vsimnut, Ze ked vyberieme kazdé druhé Fibonacciho ¢&islo
1,2,5,13,34, ..., tak spliaju linedrnu rekurenciu F,,, = 3F, — F,_; a zaroven
kvadratickl rekurenciu F? + 1 = F,,_1F, 1. Predstavme si, Ze by sme mali ttto

2
postupnost zadant len pomocou kvadratickej rekurencie F, 1 = 1;":1 Ako by sa
z nej dala odvodit t4 pekna linedrna? Takto:

1:Fn71Fn+1_F3: n72Fn_F5717

F7L+1+F7L—1 :F7L+F'7L—2 _ F1+F3 -3
Fn anl F2 .

Pozorovani (Teleskopicka suma). Obc¢as sa hodi pouzit nasledujticu identitu:

n
an = ag + Z(ak — ag—1)-

k=1

12



Priklad.

~ 1 | 1 1
[ — =1 - —_
Zk(k+1) Zk kE+1 n+1’

k=1 k=1
S kR =Y (k+ 1) -k =(n+1)! -1
k=1 k=1

Lemma (Abelova sumacia). Majme postupnosti {a, }52 1, {b,}°2 ; redlnych éisel.
Oznaéme Sy = Zle a;. Potom plati

n n—1
> arb = Subn + Y | Sk(br — beta)-
k=1 k=1

Priklad. Majme prirodzené ¢islo n a postupnost roznych prirodzenych ¢&isel a, ao,
, an. Ukazte, ze plati:
k,z > Z p

(IMO 1978)
Zadefinujme si Ay = 22:1 ar a vSimnime si, Ze plati Ay, > 1+2+---+k =

@, kedZe ay, aa, ..., aj st rozne prirodzené ¢isla. Potom plati:
L IOWAEEEE.
k2 n r k2 (k+1)2
k=1
nin+1) <= k(k+1) 2k+1
> My M
2n 2 K(k+1)

\Y4
N
/_\/?
+
3
+
Ed 3
LLTJL
N
e
+
=
4+ | =
—_
N——
~

1/I~1 2
> = - -
AR e

k=1 k=0
|
> —.
=Ly
k=1

ManipulAcie s rekurentne zadanymi postupnostami

Uloha 1. Néjdite vietky realne ¢&isla ag také, Ze postupnost dana a, 1 = 2" — 3a,
pre n > 0 je rastica. (Britskd MO 1980)
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Uloha 2. Uvazujme postupnost {a,}32,, a; = 3,

2

an

ant1 = — pre n > 1.

a2 —a, +1’

Dokazte, ze pre vsetky n plati

Zak < 1.

k=1
(Rumunsko TST 2003)

Uloha 3. Nech postupnost a1, as, ... kladnych realnych ¢isel spliia

> kak
G

pre vSetky k > 1. Dokéazte, ze a; + as + - -+ 4+ a, > n pre vSetky n > 2.
(ISL 2015 A1)

Uloha 4. Postupnost realnych &isel ag, a1, as, . .. je dané rekurentne
n a
—k
ag = —1, w =0 pren>1.
= k+1
Dokéazte, ze a,, > 0 pre vSetky n > 1. (ISL 2006 A2)

Uloha 5. Postupnosti {a,}%, {b,}%; st dané predpisom a; = 1, b; = 2 a pre
vSetky n > 1 plati

a — 1 + a'ﬂ + a”nb"l/ b — 1 + bn + anbn
n+1 bn ) n+1 an -
Dokazte, Ze asgos < 5. (Rusko MO 2008)
Uloha 6. Majme postupnost realnych ¢sel ag, ay, . . . , a, definovanii vzfahom ag =
2
3, ar = ap_1 + =2 pre 1 < k < n. Dokdite, ze 1 — L <a, <1.  (Finsko 1980)

Dokazovanie celoéiselnosti

Uloha 7. Postupnost je dané nasledovne:

Apt1Qpio + 5
an+3=%,neN a ap=ay =1, ag = 2.
n

Dokazte, ze vsetky ¢leny tejto postupnosti st celé cisla.
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Uloha 8. Mame rekurentne danti postupnost

2ap41 — 3an410p + 17a, — 16
3ant1 — 4ani1a, + 18a, — 17’

Apto = n € Ny

s poc¢iato¢nymi hodnotami ag = a; = 2. Dokazte, ze a, tvaru 1+ # pre n € Ny,
kde m € N.

Uloha 9. Nech Qo(z) =1, Qi(z) =z a

(Qn-1(2))* — 1
Qn72(x)

pre vSetky n > 2. Ukazte, Ze ak n je prirodzené éislo, tak @, (z) je polyném s celo-
¢iselnymi koeficientami. (Putnam 2017 A2)

Qn(r) =

Uloha 10. Majme postupnost {a,}>°; dant rekurentne:
ay = c, apt1 = cap + /(2 — 1) (a2 —1).

Dokazte, ze ak c je prirodzené ¢islo, tak vSetky ¢leny postupnosti buda prirodzené.
(KMS 16/17-Z3-10)

Uloha 11. Zistite, ¢i existujt kladné celé ¢isla a, b také, Ze vietky ¢leny postupnosti
{Za}52, 21 = 2010, 25 = 2011,

Tp42 = Tp + Tpy1 + 0/ TpTpgr + 0

su celé &isla. (IberoAmerican MO 2010)
Uloha 12. Rozhodnite, ¢ existuje nekone¢na postupnost aj, as, ... prirodzenych
Cisel, ktora spliia

Ap4+2 = Gpt1 +VAnpt1 + an
pre vSetky prirodzené n. (EGMO 2015)

Abelova sumacia a nerovnosti

Uloha 13. Pre dve dané redlne postupnosti {as}7_, a {by}?_, dokéite, Ze
n n
Zaixi < Zbiaci pre Tubovolné z; <z <--- <z,
i=1 i=1

je ekvivalentné s

n n k k
Zai:Zbi a zaroven ZaiZZbi pre vSetky 1 <k <n-—1.
i=1 i=1 i=1 i=1



Uloha 14. Nech {aj}?_, a {bx}?_, st dve redlne postupnosti, pricom {ay} je ne-
zaporna a klesajﬁca Predpokladajme, ze Zle a; < Zle b; pre vsetky k. Dokézte,

Ze Zz 1a’ < Zz 1 z
Dalsie nerovnosti a rekurencie

Uloha 15. Méame postupnost a;, as, as, . . . nezapornych &isel. Pre vetky prirodzené
m, n plati apm < an + ap,. Potom dokéazte

angmal—i—(E—l)a
m
(Cina 1997)

Uloha 16. Postupnost a,as,as, ... spliia nerovnost |apym — ar — am| < 1 pre
vSetky k, m. Dokézte, ze pre vSetky prirodzené k, m plati nasledujica nerovnost:

ay am<1+1
k ml~—k m

(Raktsko-Polsko 1980)

Uloha 17. Nech ay,ay,as, ... je postupnost nezapornych realnych &isel, pre ktor
plati ap — 2ag4+1 + ag42 > 0 a Z?=1 a; < 1 pre vietky & > 1 Dokézte, ze 0 <
ag — ag+1 < 1722 pre k> 1. (ISL 1988)

Uloha 18. Pre postupnost dani vztahom a; = %, any1 = a, — na? dokéite, Ze
a1+ as+---+a, < % pre vSetky n > 1.

Uloha 19. Majme ohrani¢enti postupnost {a, }>2, spliajicu

2n+2006
1

ag
o< > 1.
¢ kz_; F+1 2nt2007 PO

Dokézte, ze a, < = pre n > 1. (Cina MO 2007)

Uloha 20. Nech {a;}?_, je postupnost kladnych realnych ¢isel. Dokdzte:

- 1
Za1—|—a2+ +k<QZUTi.

k=1 i=1
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Lahsie zabavky

Uloha 21. Uvazujme postupnost {a,}>°; dant predpisom a, = Ln\/2003j pre

vSetky n > 1. Dokézte, ze pre Iubovolné prirodzené &isla m, p existuje m c¢lenov

postupnosti {a, }52; vytvarajicich geometricki postupnost s kvocientom p.
(Rumunsko TST 2003)

Uloha 22. Postupnost kladnych celych ¢isel {a, }>°; je dan4 tak, Ze a; je lubovolné

prirodzené ¢islo a pre n > 1 mame a, 41 = % ak a, je delitelné 5, a, 1 = |anV/5]

ak a, nie je delitelné 5. Dokézte, ze od nejakého ¢lena je postupnost rastica.
(Rusko MO 2003)

Uloha 23. Nech 0 < a1 < as < a3 < --- je neohranifend postupnost celjch
¢isel. Zavedme postupnost {b,}, priom b, = m, ak a,, je prvy ¢len postupnosti

.....

a1+ as+---+ayg+by +by+ -+ bgs? (USAM01985)

Uloha 24. Nech ay, ag, . . . je postupnost celych ¢isel s nekoneéne vela kladnymi ¢len-
mi a nekonec¢ne vela zdpornymi ¢lenmi. Predpokladajme, Ze pre vSetky prirodzené
¢isla n ¢isla ay,as,...,a, maju n réznych zvyskov po deleni n. Dokézte, Ze kazdé
celé ¢islo sa v postupnosti nachadza préave raz. (ISL 2005 N2)

Uloha 25. Postupnost {z,,}5°, je dana nasledovne: zg = a, 71 = 2,
Tp = 2Ly _1Tp_2 — Tp_1 — Tp_2+1 pre n>2.

Najdite vSetky celé ¢isla a také, ze 2x3,, — 1 je Stvorec pre vSetky n > 1.
(Baltic Way 2005)

Strednejsie priklady

Uloha 26. Postupnost realnych ¢isel ag,aq, ... je dana nasledovne. Clen aqg je Tu-
bovolné reédlne ¢islo a pre n > 0 plati an11 = |an] - {an}, kde || znaéi najvicsie
celé ¢islo mensie rovné od x a {x} = z — |z|. Dokazte, Ze a,, = a,y2 pre vSetky
dostatoéne velké n. (ISL 2006 A1)

Uloha 27. Ukézte, 7e existuje nekoneéné ohrani¢ena postupnost {a,}>° ; taka, ze
v 1z N . vy . 1
pre kazdé dve rozne prirodzené ¢isla m, n plati |ay — an| > —.

(Rusko MO 1978)
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Uloha 28. Uvazujme postupnost xg,Z1,...,2Tn,_1 celych &sel a postupnost d,
ds, . ..,d; prirodzenych ¢isel za predpokladov

ng=dy >doy > >dy a NSD(dl,dg,...,dk):l.

Pre vsetky n > ng definujme

o \‘In—dl + Tn—dsy R xn—ko
Ty = A .

Dokézte, ze postupnost {x,, }52 ; je od niektorého ¢lena konstantna.
(USA TST 2011)

Uloha 29. Mame dant postupnost realnych ¢isel aq, as, . . ., an. Pre vietky 1 < i <n
definujme

d; =max{a; | 1 <j<i}—min{a; | i <j < n}
anech d = max{d; | 1 <i<n}.

(a) Dokéazte, ze pre lubovolné reédlne éisla 27 < 29 < --- < x,, plati

d
max{\xi—a” 1§z‘§n}z§. (%)
(b) Ukazte, ze existuju také redlne &isla 7 < zo < .-+ < z,, Ze v (%) nastdva
rovnost. (IMO 2007 P1)

Uloha 30. Nech ag < a; < as < - - - je nekoneéna postupnost kladnych celjch ¢isel.
Ukazte, ze existuje prave jedno prirodzené ¢islo n, pre ktoré plati

ag+ai+---+a
an < k 7L§afn+1-
n

(IMO 2014 P1)

Uloha 31. Postupnost prirodzenych éisel {a,,}32; obsahuje vSetky prirodzené &isla
aspoii raz. Pre kazdé dve rozne prirodzené éisla m,n postupnost spliia

1 Ay — G,
1998.
1998 < — < 1998
Dokazte, ze |a, — n| < 2000000 pre vSetky prirodzené n. (Rusko MO 1999)
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Tazsie a zaujimavé tlohy
Uloha 32. Postupnost 1, xs, ... je definovanéd ako 1 = 1 a zop = —Zk, Topr1 =
(=1)F*+1x, pre k > 1. Dokéazte, 7e
r1+ 22+ +x, >0
pre vietky n > 1. (ISL 2010 A4)

Uloha 33. Predpokladajme, 7e postupnosti ag, a1, ..., aon a bg, b1, ..., bap redlnych
¢isel spliiaji nasledujiice podmienky:
(i) @i +ai41 > 0pre 0 <i<2n—1,
(ii) agj+1 <0pre 0 <j<n-—1,
(iii) Ziq:QP by, > 0 pre vietky 0 < p < ¢ < n.

Dokazte, ze Y -"(—1)%a;b; > 0 a zistite, kedy nastéva rovnost. (Cina TST 2010)

Uloha 34. Pre prirodzené n méme dant postupnost e1, .. .,e,_1, kde €; = 0 alebo
g; = 1. Dalej st dané postupnosti ag, ..., an, bo,...,b, spliiajice ag = by = 1,
a1 = bl = 77

Ait1 = {2ai1 +3a;,  ake =0, pre vSetky i=1,...,n—1,

3a;—1 + a;, ak ¢, =1,

biy1 = {Qbil +3bi,  ak epy =0, pre vietky i=1,...,n— 1.

3bi_1+b;, ak e,;=1,
Dokéazte a,, = by,. (ISL 2009 C3)
Uloha 35. Nech ay, as, . . . je postupnost redlnych ¢isel a s je prirodzené &islo, pri¢om

plati

ap = max{ag + an—r | 1 <k <n-—1} pre vSetky n > s.
Ukézte, Ze existuju prirodzené ¢isla | < s a N také, ze a,, = a; + a,,_; pre vSetky
n>N. (IMO 2010 P6)

Uloha 36. Predpokladajme, Ze s1,s2, S3,... je rastiica postupnost prirodzenjch
¢isel, ktorej podpostupnosti

8817852;8537"' a‘j 851+17852+17883+17"'
st obe aritmetické postupnosti. Dokazte, ze postupnost s1, s9, 83, ... je sama o sebe
aritmetickd postupnost. (IMO 2009 P3)

Literatura a zdroje
Tento prispevok je képiou prispevku Toméasa Sasika z iKS 2020 zborniku.
[1] Tom&s Sasik: Postupnosti, zbornik iKS, 2020.
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Hinty

Hint 1. Vyjadrite n-ty clen explicitne.

Hint 2. Uvazujte postupnost prevratenych hodnot. Indukciou ukézte sacéet. (Dokonca je
to ,znama“ Sylvestrova postupnost.)

Hint 3. Z nerovnosti v zadani odhadnite ¢len ay nejakym vyrazom tak, aby sa dala pouzit
teleskopickd suma. (§ > § = % > g)

Hint 4. Zoberme si dve po sebe iduce rekurencie zo zadania a chceli by sme sa nejako
zbavit jediného zaporného ¢lena ao.

Hint 5. Skombinovat postupnosti / zadefinovat si jednoduchsie post. Je vyhodné mat
rovnaké menovatele.

Hint 6. - — L =7

Hint 7. Vyjadrit konstantu 5 dvomi sposobmi, porovnat a upravit do vhodného tvaru pre

ziskanie jednoduchsej rekurencie.

Hint 8. Zoberme postupnost m-iek, tipnime rekurenciu a dokdzme indukciou.

Hint 9. Rovnako ako tloha 7.

Hint 10. Vyraz pod odmocninou vyjadrime pomocou predchadzajiaceho ¢lena.

Hint 11. Vyraz pod odmocninou vyjadrime pomocou predchadzajuacich ¢lenov. Iny postup:
rovnicu prenasobime vhodnym ¢lenom.

Hint 12. Zbavit sa odmocniny, delitelnost.

Hint 13. Abelova sumacia.

Hint 14. Abelova sumécia + Cauchy-Schwarzova nerovnost.

Hint 15. Ozna¢me n = km + r, vyuZite apq < paqy.

Hint 16. Preniasobme km, potom indukcia trebars na sucet k + m.

Hint 17. Uvazujte postupnost diferencii. Moze sa hodit %2 < % =14+2+---+k.
Hint 21. anp =~ pan.

Hint 22. Ako vyzerd an+2, ked je post. rastica?

Hint 23. Co sa stane, ked zviicsime niektory ¢len o 17

Hint 24. Co sa stane, ked sa niektoré dva ¢leny zo za¢iatku postupnosti lisia o vela?
Hint 25. Pomo6ze dvojnasobné pouzitie rekurencie. Pre jednoduchsiu pracu je vhodné
zadefinovat mierne in postupnost.

Hint 26. Uvazujte postupnost |an |, nasledne post. {an}.

Hint 27. Staci najst tak, aby platilo |am — an| > % pre Iubovolni konstantu c: Arit-
metickd s diferenciou v/2.

Hint 28. Dokéazte, Ze je periodicka.

Hint 29. Co zag je vlastne d?

Hint 30. Pozrite sa na >.;_; ax — nan.

Hint 31. Dokazte, ze ak m > n a am < an, tak m —n < 2000000.

Hint 32. Zosumujte prvych 4k ¢lenov, potom pouzite indukény predpoklad.

Hint 33. Predefinujte si a-cka na kladné. Pouzit Abelovu suméciu na prvych k ¢lenov +
silnd indukcia. Iny pristup: modifikovat postupnost a-¢iek pomocou najmensieho + silné
indukcia.

Hint 34. Chceli by sme vztah medzi a-ckami a b-ckami bez . Mame dve rovnice, takze
jednej premennej sa vieme zbavit. Potom teleskopicky séitat a ono to vyjde.
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Hint 35. Uvazujme postupnost b, = a, — n7, ktord spliia povodnt rekurenciu. Jej pod-
postupnosti {bgi+,} st zdporné, neklesajtce, a preto nadobtidaji len kone¢ne vela hodnot.
Hint 36. Dokazte, ze postupnost diferencii je konStantnd, lebo je ohraniend a maximum

sa rovnd minimu.
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Pravdépodobnostni metoda
Josef Minarik

Abstrakt. Nejdiive si zopakujeme zéklady teorie pravdépodobnosti a potom si
ukdzeme, jak muzeme s jeji pomoci néco dokazat. Zjistime, Ze se obcCas vyplati
vyuzit pravdépodobnost i v pfipadech, kdy se v zadani ulohy nic ndhodného
neobjevuje.

Definice

V této Casti si zadefinujeme nékolik zakladnich pojmua z teorie pravdépodobnosti.
Vétsinu z nich asi znas, ale mize se hodit si nékteré z nich zopakovat. Zadefinujeme
si jenom kone¢né pravdépodobnostni prostory, protoze nam na skoro vsechno budou
stacit. Diskrétni prostory (které mtizou byt nekonecné) funguji ve vét$iné ohledu
stejné, jenom je potfeba si dat pozor na néjaké technické detaily. Se spojitymi pro-

vsechno viceméné funguje.

Definice. Pravdépodobnosti prostor je dan kone¢nou mnozinou elementdrnich jevi
Q a funkci P : Q — R splitujici

> Pw) =1

weN

Definice. Jev A je podmnozZina mnoziny elementarnich jevi Q. Pravdépodobnost
jevu A definujeme jako

P(A) =) P(w).

w€eA

Definice. Jevy A a B nazveme nezdvislé, jestlize P(AN B) = P(A) - P(B).

Definice. Ndhodnd veli¢ina je funkce X : Q — R. KaZdému elementarnimu jevu
tedy priradime realné ¢islo.

Definice. Stredni hodnota ndhodné veli¢iny X je

E(X) =) X(w)Pw).

weN
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Definice. Indikator jevu A je ndhodné veli¢ina I 4, kterd nabyva hodnoty 1 v pfi-
padé, ze A nastane, a hodnoty 0 jinak.

Zakladni nastroje

V této sekci je zminéno nékolik trividlnich pozorovani a tvrzeni, kterd budeme po-
tfebovat k feSeni vétsiny uloh.

Pozorovani. Jestlize méa jev nenulovou pravdépodobnost, musi nékdy nastat.

Pozorovani. Jestlize pro redlné ¢islo a a ndhodnou veli¢inu X plati E(X) > a,
veli¢ina X musi nékdy nabyvat hodnoty aspor a.

Tvrzeni (union bound). Pro jevy A4y,..., A, plati
P(Ua) =Y P,

Pozorovani. Pro jev A a jeho indikdtor I4 plati E(I4) = P(A).

Tvrzeni (linearita stfedni hodnoty).

e Pro nadhodné veli¢iny X, ..., X, plati

E (Z Xl-) =Y E(X).

e Pro realné ¢islo a a ndhodnou veli¢inu X plati

E(aX) = aE(X).

Muze se hodit
Nasledujici tvrzeni mohou byt uzite¢na v nékterych tlohéch.

Definice. Nahodné veli¢iny X a Y jsou nezdvisle, jestlize pro vSechna x,y € R plati

P(X <zAY <y)=P(X <) P(Y <y).

Tvrzeni. Pro nezévislé ndhodné veli¢iny X a Y plati

E(XY) = E(X) - E(Y).
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Tvrzeni (Markovova nerovnost). Pro kladné redlné a a nezdpornou ndhodnou
veli¢inu X plati
E(X)

P(X >a) <
(X >a)< =

Tvrzeni (Lovaszovo lokalni lemma). Necht A4, ..., A, jsou ndhodné jevy s prav-
dépodobnosti nejvyse p. Dale necht je kazdy jev A; zévisly na nejvyse d jinych. Pokud
ep(d + 1) < 1, pak je pravdépodobnost, Ze nenastane zadny z jev A;, nenulova.

Spis se nebude hodit, ale je to zajimavé
Tyhle véty uz jsou trochu silnéjsi, ale pro vétsinu olympiadnich tloh nejsou potieba
nebo je jejich pouziti zbytecné slozité.

Definice. Rozptyl ndhodné veliciny X je

Var(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) - E(X)2

Tvrzeni. Pro nezéavislé ndhodné veli¢iny X1,..., X, plati

Var (Z Xi> = ZVar(Xi).

Tvrzeni (CebySevova nerovnost). Pro kladné reélné a a nadhodnou veli¢inu X
s kone¢nym rozptylem plati

< Var(X).

P(IX —E(X)| > a) <~

Tvrzeni (Chernoffova nerovnost). Necht Xi,..., X, jsou nezdvislé ndhodné
veli¢iny nabyvajici pouze hodnot 0 a 1. Ozna¢me X = ) X;. Potom pro vSechna
nezaporna realna a plati

2

P(X > E(X) + a) <e Z(var(X)1a/3) )

Piiklady
Priklad. Méjme mnozinu M a néjaky systém jejich k-prvkovych podmnozin S.

Dokai, ze pro |S| < 27! je mozné M obarvit dvéma barvami tak, aby Zadn4 pod-
mnozina nebyla jednobarevna.
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Reseni. Mnozinu M obarvime nahodné (kazdy prvek mé prvni barvu s pravdépodob-
nosti %) Kazda podmnozina z S mé pravdépodobnost 21 7%, 7e bude jednobarevna.
Pravdépodobnost, Ze zZadnéa z nich neni jednobarevna je podle union boundu tedy
aspont 1 — |S|- 2% > 0.

Priklad. Dokaz, ze kazdy graf obsahuje bipartitni podgraf s aspon polovinou hran.

Reseni. Méjme graf G = (V, E), a uvazme nadhodné rozdéleni vrcholét do mnozin
V1 a Va. Pravdépodobnost, ze hrana e = {u, v} povede mezi mnozinami V; a Vs, je
%. Nyni uvazime pro kazdou hranu e € E indikator I., jeho stiedni hodnota je %
Z linearity stfedni hodnoty potom plati

=(25) -5

a tvrzeni je dokazano.

Priklad. Méjme mnozinu M a néjaky systém jejich k-prvkovych podmnozin S.
k

Dokaz, Ze pokud se kazdy prvek m € M vyskytuje v nejvySe “5— mnoZindch, lze

M obarvit dvéma barvami tak, aby zadnd podmnozina z S nebyla jednobarevna.

Reseni. Mnozinu M obarvime nahodné, nechf Ag je jev znacici jednobarevnost
R € S. Zjevné P(Ag) < 2'7% oznaéme p, a zavisi na méné nez 23, ozna¢me d,
dalsich jevech. Plati ep(d +1) = § < 1, takze tvrzeni plati z Lovaszova lokalniho
lemmatu.

Priklad. Pro vSechna pfirozena m dokaz
2m - 22m-1
m/) ~ 2ym+1

Reseni. Oznacme X soudet 2m nezdvislych ndhodnych veli¢in nabyvajicich hodnot
0 a 1 s pravdépodobnosti 3. Plati E(X) = m a Var(X) = Z'. Podle Cebysevovy
nerovnosti

P(IX —m| < /m) >

N | =

Dost4avame, Ze soucet prostfednich 2|/m| + 1 kombinac¢nich é&isel je aspon 22m~1,

takZe jsme hotovi, protoze (2;:) je nejvétsi z nich.

Rozcvicka

V této sekci najdes ne€kolik jednoduchych dloh. Pokud ses uz s pravdépodobnosti a
stfedni hodnotou setkal(a) nékdy diiv, klidné je pfesko¢.

Cviceni. Mame dokonale ndhodné zamichany balic¢ek 52 karet a postupné otocime
5 karet z vrchu balicku. Jaka je pravdépodobnost, ze 4. otocena karta bylo eso?
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Cviceni. Hodme n krat spravedlivou minci, jakd je pravdépodobnost, ze padne
lichy pocet orla?

Cviceni. Majda hodila n krat spravedlivou minci, Lenka n + 1 krat. Jaka je prav-
dépodobnost, Ze Lence padl orel vickrat nez Majdé?

Cviceni. Dokaz, Ze stfedni hodnota po¢tu pevnych boda v ndhodné permutaci je 1.

Cviéeni. Pomoci linearity stfedni hodnoty nahlédni

OIS

k=0

Cviceni. Dokaz, ze hdzime-li minci, na které padé panna s pravdépodobnosti p > 0,
nez poprvé padne panna, je stfedni hodnota poc¢tu hodu rovna %.

Ulohy

Ulohy by v jednotlivych sekcich mély byt sefazeny (velmi subjektivné) podle obtiz-
nosti.

Standardni pravdépodobnostni metoda

Uloha 1. V jazykové skole je 500 ucitelii, kteii vyucuji dohromady 2n jazyk,
pricemz kazdy ucitel ovlada alespon n jazyku. Ukaz, ze miZzeme vybrat nejvyse 14
jazyku tak, aby kazdy ucitel mluvil alespon jednim z nich.

Uloha 2. Je ddna mnozina M a systém jejich k-prvkovych podmnozin S, kde
|S] < % (%)k Dokaz, ze je mozné mnozinu M rozdélit na My az M, tak, aby vSechny
podmnoziny v S mély neprazdny priunik s mnozinami M; az My.

Uloha 3. V matematické soutézi fesilo 200 studentd Sest tloh. Vime, Ze kazdou
ulohu vyftesilo alespon 120 studentt. Dokaz, ze mizeme vybrat dvojici studenti tak,
aby dohromady vyftesili vSechny tlohy.

Uloha 4. Na skolni vylet jede 90 déti, pficemz kazdé z nich m4 alespoti 30 kamaradi
(kamaradstvi je vzajemné). Dokaz, ze déti mizeme rozdélit do t¥i 30-¢lennych skupin

tak, Ze kazdé dité bude mit ve své skupince alespon jednoho kamarada.

Uloha 5. Dokaz, Ze v grafu na 22 ~! vrcholech nemusi existovat klika ani nezavisla
mnozina velikosti n.
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Uloha 6. Mgjme mnozinu M. Pepa, Radek, Matéj a Lenka si kazdj obarvili jeji
prvky Cervené, modie a zelené. Dokaz, ze se nékteri dva orgové shodli na obarveni
aspon Sestiny prvkd.

Uloha 7. Dokaz, 7e mizeme prvky mnoziny {1,...,1987} obarvit étyfmi barvami
tak, aby zadné aritmetickd posloupnost o 10 prvcich nebyla jednobarevné.
(Shortlist 1987)

Uloha 8. Nechf X je mnozina posloupnosti 0 a 1, kde zadnéa neni prefixem jiné.

Dokaz, ze
1
> g <1
peX
kde |p| znaé¢i délku posloupnosti p.

Uloha 9. Nechf A je mnoZina n zbytkd modulo n2. DokaZ, ze existuje n-prvkova
mnozina zbytkd B takova, ze

a+bmodn?®|ac Abc B zan.
{ 2

(Shortlist 1999 C4)

Uloha 10. Dokaz, Ze pro libovolné n € N existuje neprazdna mnozina bod v roviné
takova, ze libovolny jeji bod ma vzdalenost 1 od pravé n jinych bodt.
(IMO 1971)

Uloha 11. Dokaz, ze v grafu na n vrcholech s primérnym stupném d existuje

nezdvisla mnozina velikosti aspoti 5.

Uloha 12. Rekneme, 7e permutace mnoziny {1,...,2n} je roztomild, pokud se
nékteré dva po sobé jdouci prvky lisi pravé o n. Ukaz, Ze roztomilych permutaci je
alespoii tolik co neroztomilych. (IMO 1989)

Uloha 13. Mnozinu nazveme bezsouctovou, pokud v ni nelezi soudet zadnjch dvou
jejich prvka. Dokaz, Ze pro kazdou mnozinu pfirozenych ¢isel A existuje jeji bez-
souctova podmnozina B C A splijici |B| > Ii:;‘. (USA TST 2001)

Stfedni hodnota

Uloha 14. Dokaz, Ze graf na 2n vrcholech a m hranach obsahuje bipartitni podgraf

. n .
0 aspoti m - 5" hrandch.
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Uloha 15. Nechf p,(k) zna¢ pocet permutaci na n prvcich s pravé k pevnymi
body. Dokaz, ze

Z k- pn(k) =nl
k=0
(IMO 1987)

Uloha 16. Dokaz, ze umime vrcholy grafu obarvit tfemi barvami tak, aby nejvyse
tfetina hran vedla mezi vrcholy stejné barvy.

Uloha 17. Ukaz, ze existuje obarveni tiplného grafu na n vrcholech, které obsahuje
nejvyse
n k
21*(2)
(+)

jednobarevnych uplnych podgrafi na k vrcholech.

Uloha 18. Necht je dan bipartitni graf, jehoz obé partity maji n vrcholi, s aspoi

n? —n + 1 hranami. Dokaz, Zze v ném existuje perfektni parovani.

Uloha 19. Dokaz, Ze existuje orientovany uplny graf (turnaj) na n vrcholech, kde
je aspon 2,?—11 orientovanych hamiltonovskych cest.

Uloha 20. Tuldk mé kabat o povrchu 1 a na ném pét zaplat o obsahu % Ukaz, ze
se nékteré dvé zaplaty musi prekryvat na oblasti obsahem alespon %

Uloha 21. Mg¢&jme n > 1 realnych ¢isel, jejichz soudet je nula, a zaroven je ale-
spon jedno z nich nenulové. Ukaz, ze je miizeme oznacit aq,...,a, tak, aby platilo
aias + asas + -+ +ana; < 0. (BAMO 2004)

Uloha 22. Na Matfyzu se seslo n informatikti a matematiki, pficemz kazdy mate-
matik zna alespon jednoho informatika. Ukaz, Ze muzeme vybrat takovou skupinu
matfyzdkl o velikosti alesponi %, aby uvnitf ni kazdy matematik znal lichy pocet
informatik. (MKS 38-2s-3)
Uloha 23. Doka, 7e pro komplexni &isla 21, ..., 2, sphiujici 3 |z]|?
ag,...,an € {—1,1} takova, ze

= 1 existuji

‘ E Qi Zg

<1

(Rumunsko 2004)
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Uloha 24. Nechf jsou vy, . .., v, vektory z R délky 1. Dokaz, Ze existuji oy, . .., an €
{-1,1} takové, ze
‘Z ;U5 S \/’ﬁ

Nerovnosti

Uloha 25. Ve Wonkové tovarné na ¢okoladu je na vybér ze 320 piichuti ¢okolady.
Pii prochazce tovarnou si kazdé z péti déti smélo ochutnat 160 prichuti. Protoze
bylo naspéch, kazdé dité si vybralo ndhodnych 160 pfichuti nezavisle na ostatnich
détech. Dokaz, ze prichuti, které si zadné dité nevybralo, je alespon dvacet s prav-
dépodobnosti nejvyse jedna polovina.

Uloha 26. Kuba se zivi psanim scénait romantickych serial. Pravé pise scénér,
ve kterém je deset postav, pfi¢emz pro kazdou dvojici z nich si Kuba hodil férovou
minci, aby se rozhodl, zda se do sebe dani dva lidé zamiluji. Jeden clovék tak miize
byt zamilovan do libovolného poctu jinych lidi. Kazdi tfi rtzni lidé, ktefi se do
sebe navzajem zamiluji, tvorl milostny trojihelnik. Dokazte, Ze pocet milostnych
trojthelnikt je alespon 30 s pravdépodobnosti nejvyse jedna polovina.

(MKS 38-3s-2)

Uloha 27. V poéatku soufadnicové soustavy je 4" prasitek. Kazdé z nich udéla n
krokt, v jednom kroku se prasatko pohne o 1 v jednom ze ¢tyt zakladnich smérd.
Kazda dvé prasatka provedou jinou posloupnost kroki. Dokaz, Ze existuje n > 1
takové, ze 99% prasatek skondi ve ¢tverci o strané 0.01n se stfedem v pocéatku.

Uloha 28. Dokaz, 7e pro nezapornou ndhodnou veli¢inu X plati

B Var(X)
P(X=0) < s

Uloha 29. PraSestian ma n? obyvatel a zrovna probihaji volby. Bude zvoleno nejvyse
n hlavnich PraSat, volby probihaji nasledovné. Kazdé PraSe napise tajné na papir
¢islo od 1 do n. Zvoleni budou vSichni, kdo napsali nejméné casté ¢islo (pokud je
nejméné castych ¢isel vice, vybere se z nich jedno ndhodné). Bohuzel se desetina
obyvatel rozhodla, ze bude podvadét, a pfedem se domluvila, jaké ¢islo kdo z nich
napiSe. Dokaz, Ze je nepravdépodobné (s rostoucim n jde pravdépodobnost do 0), ze
bude podvodnici budou tvofit vice nez pétinu hlavnich PraSat.

Lovaszovo lokalni lemma

Uloha 30. Dokaz, 7e existuje ¢ € R takové, ze pro kazdé k € N existuje obarveni

Cisel 1 az c- % dvéma barvami neobsahujici jednobarevnou aritmetickou posloupnost
délky k.

29



Uloha 31. Na jednotkové kruznici je vybrano 11n réizngch bodti. Jsou obarveny n
barvami tak, ze kazda barva je pouzita pravé jedenactkrat. Dokaz, ze umime vybrat
jeden bod od kazdé barvy tak, aby zadné dva vybrané body nesousedily.

Uloha 32. Je dén graf, kde maji vSechny vrcholy stupeii aspoii 50 a nejvyse 100.
Dokaz, ze tento graf lze obarvit 100 barvami tak, aby sousedé libovolného vrcholu
meéli asponi 20 riznych barev.

Uloha 33. Nechf je dan orientovany graf s minimalnim vystupnim stupném § a
maximalnim vstupnim stupném A. Dokaz, Ze pro

pe_ 0
~ 14+ 1In(1+4464A)

v naSem grafu existuje orientovany cyklus, jehoz délka je nasobkem k.
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Hinty

Hint 1. Vyber nezavisle 14 jazykua.

Hint 2. Uvaz ndhodné rozdéleni a ukaz, ze je s nenulovou pravdépodobnosti dobré.

Hint 3. Vyber nahodnou dvojici studentt a ukaz, ze s nenulovou pravdépodobnosti vyresili
vSechny tulohy.

Hint 4. Jaka bude pravdépodobnost, ze dité nema ve své skupince kamarada, pokud
skupinky vytvorime ndhodné?

Hint 5. Uvaz ndhodny graf, potom pouzij trivialni odhad na kombinacni ¢isla.

Hint 6. Na barvé kazdého prvku se shodli aspon 2 lidé.

Hint 7. Uvaz ndhodné obarveni, jaka je pravdépodobnost, ze je dand aritmeticka posloup-
nost jednobarevna?

Hint 8. Vygeneruj ndhodnou posloupnost 0 a 1. Jakd je pravdépodobnost, Ze je néjaky
prvek X jejim prefixem?

Hint 9. Prosté do B hladové pfidavej prvky (vzdycky uvaz ndhodny).

Hint 10. Uvaz ndhodnou mnozinu vektorti na jednotkové kruznici a soucty podmnozin.
Hint 11. Vyber ndhodné néjakou vétsi mnozinu a pak z ni néco smaz.

Hint 12. Jaka je pravdépodobnost, Ze se ¢islo na pozici ¢ a i + 1 1isi o n? Spocitej to samé
pro dvé ruzné pozice a pouzij malickou inkluzi a exkluzi.

Hint 13. Modulo prvoéislem tvaru 3k + 2 je {k +1,...,2k + 1} bezsou¢tova. Co takhle
prvky A nééim vynasobit?

Hint 14. Postupuj podobné jako v ukazkové tloze, ale uvaz jiné ndhodné rozdéleni.
Hint 15. Pouzij cviceni.

Hint 16. Rozdél to ndhodné a pouzij stfedni hodnotu.

Hint 17. Spocitej stfedni hodnotu poc¢tu jednobarevnych klik.

Hint 18. Co kdyz vrcholy prosté poparujeme ndhodné? Jaka bude stfedni hodnota poctu
part, mezi kterymi povede hrana?

Hint 19. Uvaz ndhodny turnaj a secti indikatory pies vSechny permutace.

Hint 20. Odhadni stfedni hodnotu veli¢iny ,,pocet zéaplat nad dvéma“ v ndhodném bodé.
Hint 21. Uvazuj ndhodnou permutaci. Jakd potom bude stfedni hodnota aia2? Vyraz
(a1 + a2 + - - - + a,)? mize byt zajimavy.

Hint 22. Nahodné vyber informatiky a potom doplii matematiky.

Hint 23. Vyber a; nadhodné, uvaz &tverec levé strany a vyuzij |z|? = 2z.

Hint 24. Mize se hodit |3 u;|> = 32 3> wi-u;. Zvol o ndhodné a spocitej stiedni hodnotu
¢tverce délky jejich souctu.

Hint 25. Markovova nerovnost, jaka je stfedni hodnota poctu nevybranych pfichuti?
Hint 26. Markovova nerovnost, kolik je tam ve stfedni hodnoté trojuhelnik?

Hint 27. Pouzij Cebysevovu nerovnost v obou smérech.

Hint 28. Cebysevova nerovnost pro vhodnou veli¢inu.

Hint 29. Cebysevova nerovnost pro vhodnou veli¢inu.

Hint 30. Pouzij LLL.

Hint 31. Jako Spatné jevy pouzij, ze jsou vybrané body ¢ a i + 1.

Hint 32. Pouzij LLL a odhadni kombinac¢ni ¢isla.

Hint 33. Graf obarvi ndhodné barvami 1 az k, co budou $patné jevy?
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Podobnosti spiralni i jiné
Majda Misinovad

Abstrakt. V geometrii umime méfit velikosti thla a délky tsecek. Podobné
trojuhelniky umi vzit informace o uhlech a vratit informaci o useckdch a na-
opak. V této prednasce nebude moc teorie, spis pocitejte s hodné pocitanim.
Samoziejmeé by to nebyla pfednaska o podobnostech, kdyby se nezminila spirdlni
podobnost.

Podobnosti vselijaké
Kdyz nebudes védét, co délat, mizes zkusit:

a) thlit a vyjadfovat si poméry délek,
b) dokreslit néjaky bod, aby vznikly podobné trojuhelniky,
c) zamyslet se nad tim, jaka podobnost nebo shodnost by ti pomohla tlohu vyfesit.

Uloha 1. Mgjme étverec ABCD o délce strany 1. Na stranidch BC a CD lezi
postupné body F a F spliiujici |[ZEAF| = 45°. Dokazte, Ze obvod trojihelniku
ECF je 2. (PraSe 41-3p—6)

Uloha 2. Je dén étyfahelnik ABC D takovy, ze |BC| = |AD| a AB }f CD. Ozna¢me
M a N postupné stiedy stran BC' a AD. Dokazte, Ze osy tseéek AB, CD a M N
prochézi jednim bodem.

Uloha 3. Lichobé&zinik ABCD spliuje BC || AD a |/CBA| = 90°. Na strané
AB lezi bod M takovy, ze |[ZCMD| = 90°. Dale AK a BL jsou postupné vysky
v trojuhelnicich AMD a BMC. Dokazte, Ze se ptimky AK, BL a CD protinaji
v jednom bodé.

Uloha 4. Je dan tétivovy ¢tyithelnik ABCD. Na polopfimkach AD a AB lezi
postupné body P, Q tak, ze |AP| = |BC| a |AQ| = |CD|. Dokazte, 7e piimka AC
puli tsecku PQ.

Uloha 5. Necht je ABC rovnoramenny trojihelnik s |AB| = |AC|. Na polopiimce
opatné k CB lezi bod D a pfimka AD protind kruznici opsanou ABC podruhé
v bodé K. Bod E je umistén tak, aby ACDE byl rovnobéznik. Kruznice, ktera
se dotykd AB v bodé A a DE v bodé E, protind pfimku AD podruhé v bodé L.
Dokazte, ze |AK| = |DL|. (PraSe 40-3j-5)

Uloha 6. Na stranach AB a AD kosoétverce ABCD lezi body E a F takové, Ze
|AE| = |DF)|. Prise¢ik BC a DE ozna¢ime P, prisecik CD a BF ozna¢ime Q.
Dokazte, ze body A, P a @ lezi na jedné pfimce. (Rumunsko 2004)
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Uloha 7. V trojthelniku ABC ozna¢me M, N, P po fadé stfedy stran BC, CA,
AB a G jeho tézisté. Necht kruznice opsand trojihelniku BG P protina pfimku M P
v bodé K riazném od P a kruZnice opsand trojihelniku CGN protind pifimku M N
v bodé L rizném od N. Dokazte, ze |/BAK| = |ZCAL|. (MO 72-A-II1-5)

Uloha 8. Necht ABC je takovy ostrothly trojihelnik, ze |AB| < |AC|. Osa strany
BC protina stranu AC' v bodé D. Na kratsim oblouku AC' kruznice opsané trojihel-
niku ABC lezi bod P takovy, ze DP || BC. Stied strany AB ozna¢me M. Dokazte,
ze |LAPD|=|/ZMPB|. (MEMO 2019-T-5)

Uloha 9. Zkonstruuj trojihelnik, mas-li zadané délky dvou jeho stran a téZnici na
tfeti stranu.

Uloha 10. Na strané BC daného ostrotihlého trojthelniku ABC lezi body P a
Q tak, ze |ZPAB| = |£/BCA| a |£ZCAQ| = |£ZABC|. Body M a N lezi po fadé na
primkéch AP a AQ), pfi¢emZ bod P je stfedem tsecky AM a bod @ je stfedem tsecky
AN. Dokazte, ze piimky BM a C'N se protinaji na kruznici opsané trojihelniku
ABC. (IMO 2014-P4)

Uloha 11. Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC. Na zakladné BC' zvolme li-
bovolny bod X. Déle necht Y, Z jsou body po fadé na strandch AB, AC spliiujici
|£BXY| = |£ZCXZ|. Rovnobézka s Y Z prochézejici bodem B protne tGsecku X Z
v bodé T'. Ukazte, zZe trojahelnik ABC' je osové soumérny podle pfimky AT.
(PraSe 40—2p—6)

Uloha 12. Je dén rovnoramenny trojihelnik ABC na jehoz zakladné BC' lezi
takovy bod D, ze |BD| < |CD|. Bod symetricky s B podle pfimky AD oznac¢ime F.
Dokazte

|AB| |CE|

|AD| — |CD| - |BD/

(Polsko 2008)

Uloha 13. Necht ABC je ostrouhly trojihelnik takovy, Zze |BC| < |AB| a |BC| <
|CA|. Body P a @ rtzné od B a C lezi postupné na strandch AB a AC tak, Ze
|BQ| = |BC| = |CP)|. Stied kruznice opsané trojihelniku APQ oznacime T, pruseéik
vysek trojuhelniku ABC oznad¢ime H. Pfimky BQ a CP se protinaji v bodé S.
Dokazte, ze T', H a S lezi na jedné pifimce. (EGMO 2022-P1)

Uloha 14. Bod D lezi na strané BC ostrouhlého trojihelniku ABC. Body E, F
lezici ve stejné poloroviné od BC jako A spliuji DE | BE, CF 1 DF, DE je te¢na
kruznice opsané AC'D a DF je teéna kruznice opsané ABD. Dokazte, ze A, D, E,
F' lezi na jedné kruznici. (MEMO 2021-1-3)
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Uloha 15. Necht Q je kruznice opsana pravotihlému trojithelniku ABC' s pravym
thlem u vrcholu A. TéZnice z B a C' postupné protinaji v D a E. Tecny k Q
v bodech D a E postupné protinaji AC a AB v X a Y. Dokazte, ze XY je teéna
Q. (MEMO 2022-T-5)

Uloha 16. Kruznice prochazejici vrcholem A rovnobézniku ABCD protiné tsecky
AB, AC, AD postupné v bodech P, @, R. Dokazte |AP| - |AB| + |AR| - |AD| =
|AQ| - |AC). (Polsko 2000)

Uloha 17. Necht ABC je trojuhelnik s tupym tithlem u vrcholu A. Priise¢iky vnéjsi
osy thlu u A s vySkami z B a C oznaéime postupné E a F. Necht M a N jsou
postupné body na tseckidch EC a F B takové, ze |[ZEMA| = |Z/BCA| a |ZANF| =
|£ABC)|. Dokazte, ze body A, F, N, M lezi na jedné kruZnici. (EGMO 2021-P3)

Uloha 18. Necht ABCDE je konvexni pétithelnik takovy, ze | BC| = |DE)|. Pied-
poklddejme, ze uvniti ABCDE je bod T spliujici |TB| = |T'D|, |TC| = |TE| a
|£/TBA| = |ZAET)|. Piimky C'D a CT protinaji piimku AB postupné v bodech P
a Q. Piimky CD a DT protinaji pfimku AFE postupné v bodech R a S. Predpoklé-
dejme, Ze ¢tvefice bodu P, B, A, Q a R, E, A, S lezi na pfimkéich v tomto poradi.
Dokazte, ze body P, S, @, R lezi na jedné kruznici. (IMO 2022-P4)

Uloha 19. Je dan tétivovy étyfahelnik ABCD. Necht body Q, A, B, P lezi na
jedné pfimce v tomto poradi tak, ze AC' a BD jsou postupné tecény kruznic opsanych
trojihelnikim ADQ a BCP. Sttedy BC a AD postupné oznacime M a N. Dokazte,
ze te¢ny v bodech A a B postupné ke kruznicim opsanym ANQ a BM P se protinaji
na pitimce C'D. (IMO SL 2022/G3)

Podobnosti spiralni

Definice. Spiralni podobnost je geometrické zobrazeni vzniklé sloZenim otoceni a
stejnolehlosti podle téhoz stfedu. Je urceno stfedem spiralni podobnosti O, oriento-
vanym thlem oto¢eni @ a koeficientem stejnolehlosti & > 0. Znacime ji S(O, @, k).

Tvrzeni (spirdlni podobnosti chodi po dvou). Necht spirdlni podobnost se
stfedem O prevadi A — C' a B +— D. Pak jednoznacné urcend spiralni podobnost,
ktera prevadi A — B a C — D, ma téz stfed v O. Uhel otoceni a koeficient se miize
lisit.

Tvrzeni (existence a jednozna¢nost). V roviné jsou dény body A, B, C, D
takové, ze ABDC (v tomto potadi!) neni rovnobéznik. Pak existuje pravé jedna
spiralni podobnost, kteréd prevadi A — C, B +— D.
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Tvrzeni (konstrukce stfedu a existence). Bud ABB'A’ ¢tyfuhelnik takovy, ze
se pfimky AB a A’B’ protinaji v bodé Q). Potom druhy priseéik O kruZnic opsanych
trojihelnikiim QAA’ a QBB’ je stied spirdlni podobnosti

— |AB|
5(0,4,40,4,|A,B,| ,

ktera zobrazuje A +— A’ B — B'.

Uloha 20. V roviné jsou dany riizné velké, stejné orientované, podobné trojihelniky
ABC a AgByCy. Stiedy tsecek AAy, BBy, CCy oznatme po fadé A1, By, C;. Ukazte,
7e 1 trojuhelnik A; B1C; je podobny predchozim trojuhelnikam.

Uloha 21 (Klouzani). Po tiech riznobéznych piimkach se pohybuji rovhomérné
body A, B a C. Dokazte, Ze pokud jsou ve dvou ruznych ¢asech trojahelniky ABC
podobné, pak jsou podobné v kazdém okamziku.

Uloha 22. Na kruZnici w je déna tétiva BC. Bod A se hybe po del$im oblouku BC.
Bod lezici M na tiseéce AB spliiuje |AM| = 2|M B|. Pramét M na AC ozna¢ime K.
Dokazte, ze K se hybe po pevné kruznici.

Uloha 23 (Ptolemaiova véta). Necht ABCD je tétivovy étyithelnik. Oznacime-
li délky jeho stran AB, BC, CD, DA po fad€ a, b, ¢, d a délky uhlopticek AC, BD
po fadé e, f, pak plati ac+ bd = ef.

Uloha 24. Necht ABCDETF je konvexni Sestitihelnik takovy, ze |/ ABC|+|/CDE|+
|LEFA| = 360° a

|AB| |CD| |EF|

|BC| |DE| |FA|

Dokazte
|BC| |AE| |FD|_

[CA| |EF] [DB|

(IMO SL 1998)

Uloha 25. Rovnobé&znik ABCD spliuje |/DAB| < 90°. Necht E # B a F # D
jsou body postupné na p¥imkach BC a C'D takové, ze |AE| = |AB| a |AF| = |AD|.
Kruznice opsana trojuhelniku C EF' protina pfimky AE a AF podruhé v bodech P
a Q. Dokazte, ze A, obraz P podle DE a obraz @ podle BF lezi na jedné piimce.
(MEMO 2022-1-3)

Uloha 26. Body A, B;, C; postupné lezi na stranach BC, C A, AB trojthelniku
ABC'. Druhy prusecik kruznic opsanych ABC a AB;C; ozna¢ime Aj;. Obraz A
podle stfedu strany BC' oznac¢ime Az. Obdobné definujeme Bs, Co, Bs, C's. Dokazte,
7e trojuhelniky A BoCs a A3B3C3 jsou podobné. (IMO SL 2006-G9)
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Uloha 27. Nechf I je stfed kruznice vepsané ostrotihlého trojthelniku ABC. Body
dotyku kruznice vepsané se stranami BC, CA a AB postupné oznac¢ime D, E a F.
Piimka E'F protina kruznici opsanou ABC' v bodech P a @ tak, ze F' lezi mezi F a
P. Dokazte, ze |£ZDPA|+ |£LAQD| = |£QIP). (IMO SL 2019-G6)

Literatura a zdroje

[1] Adéla Karolina Zackova: Spirdlni podobnost, Mezimésti 2022.

[2] Titu Andrescu, Michal Rolinek, Josef Tkadlec: 106 Geometry Problems from
the AwsomeMath Summer Program.

[3] Titu Andrescu, Michal Rolinek, Josef Tkadlec: 107 Geometry Problems from
the AwsomeMath Year-Round Program.

36



Hinty

Hint 1. Dokresli bod X na prodlouzeni strany C'D tak, aby |DX| = |BFE|. Potom ukaz
AEF a AXF jsou podobné.

Hint 2. Oznac si stejné dlouhé tsecky.

Hint 3. Protni AK s CD v bodé X a zjisti %
Hint 4. Dokresli P’ tak, aby A byl stied PP’. Najdi podobné trojihelniky a ukaz AX ||
PQ.

Hint 5. Ukaz, ze jsou trojuhelniky AKC a DLE shodné.

Hint 6. Staci dokazat podobnost PBA a ADQ. K tomu si pomiZeme dal§imi podobnymi
trojuhelniky.

Hint 7. Ukaz, ze BKP a CLN jsou podobné.

Hint 8. Dokresli obraz P v soumérnosti podle D. Ozna¢ ho @, pak AQD a ABP jsou
podobné.

Hint 9. Pieklop podle stfedu strany, jejiz délku neznas.

Hint 10. Inspiruj se predchozi tlohou, abys nasel trojuhelnik podobny CAN.

Hint 11. Prisecik BT s XY oznac¢ U a ukaz, ze BXU a CXT jsou podobné.

Hint 12. Dokresli D’ na BC takovy, %e |CD’| = |CD| — |BD|. Pak sta¢i ukazat podobnost
dvou trojuhelnika. V8imni si, Ze A je stfed kruznice opsané BEC'.

Hint 13. Dokresli rovnobézku s BC skrz A a protni ji s BQ a CP. Stejnolehlost se stiedem
S to dodéla.

Hint 14. Dokresli bod G tak, aby ¢tvefice bodu A, B, D, E a A, C, G, F byly podobné
(musis ukazat, ze to jde).

Hint 15. Ukaz, ze bod dotyku je prusecik téznice A s 2, ozna¢ ho G. Predefinuj X jako
pruseéik te¢en z G a D. Vythli podobnost OGX’' a MAB.

Hint 16. Pouzij Ptolemaiovu (ne)rovnost. Uvédom si, ze pak uz stadi dokdzat, ze troju-
helniky PQR a ADC' jsou podobné.

Hint 17. Priméty F na AB a AC ozna¢ D a X. Prusec¢ik EC a Thaletovou kruznici nad
BC ozna¢ Z. Dokaz, ze ¢tyfuhelniky BDXZ a CFAM jsou podobné.

Hint 18. Ukaz, ze trojuhelniky T'BQ a TES jsou podobné. Pak ukaz, ze CDQ@S je tétivovy.
Hint 19. Ukaz, Ze trojuhelniky QAD a BCD jsou podobné. Dokresli stied C'D, oznaceny
tfeba R. Opi§ ABR kruZnici a protni ji s CD.

Hint 20. Dokresli stfed spirdlky, kterd na sebe ty trojuhelniky zobrazuje. Spirdlka chodi
po dvou a téZnice se v podobnosti zobrazi na téznici.

Hint 21. Tohle je jen zobecnéni piedchozi ulohy.

Hint 22. Ukaz, ze vSechny trojuhelniky BAK jsou podobné. Tedy K je obraz A v pevné
spiralni podobnosti.

Hint 23. Spiralka se stfedem A. Piikresli si bod P na thlopfiéce BD tak, aby |ZBAP| =
|ZCAD|. Vyjadti si poméry podobnych trojihelniki.

Hint 24. Dokresli bod X tak, aby dvojice trojuhelniki EDX, FFA a CDX, CBA byly
podobné. Spiralka chodi po dvou.

Hint 25. Bod A bude stfed néjaké spiralky. Jak ho zkonstruujes?

Hint 26. Bod A2 je stfed néjaké spirdlky. Ukaz, ze AC3B3 a A2 BC jsou podobné. Douhli
to.
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Hint 27. Najdi stfed spiralky zobrazujici EF na BC, ozna¢ ho S. Chce$ ukézat, ze SPI
a SDQ jsou podobné. Ukaz, ze SD prochazi A-Svrkem (angle bisector theorem). Dokresli
pruse¢ik ST s EF (K) as kruznici opsanou ABC' (L) a hledej rovnobézky (spirdlka pomize).
Ukaz, ze SPK a SMQ@ jsou podobné.

38



Method of Animation
Radek Olsdk

Abstrakt. Ukazeme si jak se daji fesit geometrické ulohy tak, ze pouze ovéfime,
ze plati v degenerovanych ptipadech. A to ndm pak s pomoci dvojpoméru dokéaze,
ze plati vzdy.

Definice (Drzak dvojpoméru). Drzékem D dvojpomért myslime libovolné jedno
z nasledujicich

e Mnozinu bodt na pfimce s jednim nevlastnim bodem oo.
e Mnozinu pfimek prochéazejicich jednim bodem.
e Mnozinu bodt na kuZeloseéce (nejéastéji kruznici).

Definice (Co pro nas je dvojpomér). Méjme ¢tyfi rtizné prvky drzdku a, b, ¢,d €
D. Méjme funkci, kterd této usporadané ctvefici prifadi redlné ¢islo bez nuly. Toto
¢islo budeme znadit (a, b, ¢,d). Takova funkce je dvojpomér pravé kdyz splituje né-
sledujici vlastnosti:

e (Cykli¢nost).

1
bc,d) = —.
(a,b,¢,d) (b,c,d,a)
¢ (Prohazovani).
1
b,c,d) = ——.
N )

(Jednoznaénost). Mé&jme rtzné a, b, c € D. Pak pro dané r € R\ {0} existuje
pravé jedno x € D takové, ze (a,b,c,z) =r.

e (Zachovani linearitou). Libovolné linedrni zobrazeni roviny ¢ (napiiklad spi-
ralni podobnost) zachova dvojpomeér, tedy

(a’ b,c, d) = (¢(a')a ¢(b)7 ¢(C)’ d)(d))

(Promiténi na p¥imku). Necht A, B,C, D jsou rizné body na piimce a P
bod mimo ni, pak

(A4, B,C, D) = (PA, PB, PC, PD).

(Promitani na kruznici). Necht A, B,C, D, P jsou rtizné body na kruZnici,
pak
(A,B,C,D) = (PA, PB, PC, PD).

39



Definice (Projektivni zobrazeni). Zobrazeni f z drzédku D; do drzéku D, na-
zyvame projektivni pokud zachovava dvojpoméry, tedy

(a,b,¢,d) = (f(a), £(b), f(c), f(d)).

Lemma. Slozeni projektivnich zobrazeni je projektivni.

Lemma. Pro bijektivni projektivni zobrazeni je jeho inverz také projektivni.

Uzite¢na projektivni zobrazeni

e Promitnuti skrz pevny bod z jedné pfimky na druhou.

e Promitnuti z bodu na kuzelosecce.

e Prostieleni skrz pevny bod P. Nalezeni druhého pruseciku PX s danou kuze-
loseckou, po které se hybe X.

e Necht A lezi na primce a w je kuzelosecka, kterd se ji dotyka. Pak zobrazeni z A
do druhého bodu dotyku na w je projektivni.

e Podobné zobrazeni jsou projektivni.

e Inverze je projektivni.

Lemma (Steinerova kuZelosecka). Méjme drzék Dp piimek prochazejicich bo-
dem P a drzadk pfimek Dy prochézejicich bodem . Ddme méjme projektivni zob-
razeni ¢ : Dp — Dg. Pak pro v8echny pfimky p € Dp plati, ze priseciky p N ¢(P)
tvori kuzelosecku.

Serialové ulohy

Uloha 1 (Unlikely Concurrence). Mgjme trojihelnik ABC. Oznaéme body do-
tyku kruznice vepsané se stranami AB, BC postupné X, Y. Dokaz, 7ze XY, stiedni
pricka vzhledem k vrcholu C' a osa uhlu u vrcholu A prochazi jednim bodem. N&-
sledné oznac tento bod R a dokaz, ze |[<CRA| = 90°.

Uloha 2 (Existence kamarada). Rikame, Ze body P, Q jsou kamarddi v ABC,
pokud |<PAB| = |<QAC|, |[<PBA| = |<QBC| a |[<PCB| = |[<QCA|. Dokaz, ze
kazdy bod P, ktery nelezi na stranach trojihelnika ABC', ma kamarada.

Uloha 3 (Pascalova véta). Méjme tétivovy Sestitthelnik ABCDEF. Ozna¢me
X =ABNDE,Y =BCNEF,Z=CDnNFA. Dokaz, ze X, Y, Z lezi na jedné
primce.

Uloha 4 (Jacobi). Mgjme trojihelnik ABC. Sestrojme body X, Y, Z tak, Ze

|<YAC| = |<ZAB|, |<ZBA| = |[<XBC| a |[«YCA| = |<XCB|. Dokaz, ze AX,
BY, CZ prochéazi jednim bodem.
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Uloha 5 (Blanchet). V trojthelniku ABC oznaéme D patu vysky z vrcholu A.
Na stranach AC a AB jsou postupné body E, F' takové, ze pfimky BE a CF se
protinaji na AD v bodé G. Dokaz, ze |[<EDA| = |<FDA].

Uloha 6 (Butterfly). Mé&me kruznici w a na ni tétivu AB se sttedem M. Na
w zvolme body K3, L;. Oznaéme K, priseik K1 M s w riazny od K;. Obdobné
definujme bod Ls. Necht X = K11 NAB aY = KyLoNAB. Pak |[XM|=|YM]|.

Uloha 7 (Kariya). Mé&jme trojihelnik ABC a I oznaéme jeho vepsisté. Pak
ozna¢me D,, Dp, Dc paty I na strany a, b, respektive c. Body X, Y, Z lezi
postupné na poloptimkach ID 4, IDg, ID¢ tak, ze |IX| = |IY| = |[IZ|. Dokaz, Ze
pfimky AX, BY, CZ prochézi jednim bodem.

Uloha 8. Mgéjme trojahelnik ABC. Oznaéime I jeho vepsisté a w jeho kruznici
opsanou. Primka Al protne w podruhé v bodé D. Méjme body E' lezici na oblouku
BDC a F lezici na BC takové, Ze

1
|<BAF| = |<CAE| < §\<IBAC\.

Daéle ozna¢me G stied IF. Dokaz, ze prusecik pfimek FI a DG lezi na w.
(IMO 2010/2)

Uloha 9. Mé&jme trojthelnik ABC' s vepsistém I. Kruznice vepsana se dotyka strany
BC v D. Body P, Q lezi postupné na BI, CI tak, ze |[<PAQ| = %|<IBAC’|. Dokaz,
7e |[<QDP| = 90°.

Uloha 10. Uvazme rovnostranny trojihelnik ABC a v ném bod P. Ozna¢me A;
pieklopené P podle BC. Analogicky B; pteklopené P podle AC a C; ptfeklopené P
podle AB. Dokaz, ze pfimky AA;, BBy, CC; prochazi jednim bodem.

Uloha 11. Nechf ABCD je rovnoramenny lichobé&znik s AB || CD. Kruznice k
prochézejici body A a B protind AD v X a AC v Y. Tecna ke k z bodu B protina
CD v bodé Z. Ukaz, 7e X, Y a Z lezi na jedné ptimce. (PraSe 38 Mys-Mas/6)

Uloha 12. Mé&jme trojtihelnik ABC'. Ozna¢me M, N stiedy stran AB, AC. Na te¢né
ke kruznici opsané ABC v bodé A zvolme bod X. Ozna¢me wp kruznici prochéazejici
M B dotykajici se primky M X. Analogicky wc je kruznice skrz body NC' dotykajici
se NX. Dokaz, 7ze wp a we se protinaji na BC.

Uloha 13. Mgjme P, Q kamarady v ABC. Ozna¢me X patu @ na BC. Kruznice

nad prumérem AP protind opsanou ABC v K razném od A. Pfimka AQ protina
opsanou ABC' v T rtzném od A. Dokaz, ze T, X, K lezi na pfimce.
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Uloha 14. Hedvika nasla v roviné kruznici k& a bod P vné k. Z bodu P nakreslila
dvé tecny ke k, body dotyku pojmenovala A a B. Bod ) umistila tak, aby A byl
stfed tsecky PQ. Nésledné piisel Tonda a na tseéce AB nakreslil bod L. KruZnice
opsanéa trojuhelniku PLB protnula k podruhé v bodé T. Ukaz, ze at uz byl Tonda
jakkoli zédkeiny, vzdy plati |[<PBT| = |<QLA]|. (PraSe 38 Tecény/7)

Uloha 15. Uvniti ostrotihlého trojihelniku ABC lezi body P, Q takové, Ze plati
|<PBA| = |[<QBC|, |[<PCB| = |<QCA| a |<PAC| = |<QAB]|. Necht jsou Oy,
Os stfedy kruznic opsanych po fadé trojuhelniki PBC a QBC. Dokaz, zZe plati
|<BAO;| = |<CAO,)|. (1KS 9. roénik G5)

Uloha 16. Mgjme étyithelnik ABCD takovy, ze |<BAD| + 2|<BCD| = 180°.
Oznac¢me F prisecik osy <BAD s BD. Osa AF protind BC'a CD v X a Y. Dokaz,
ze A, C, X, Y leZi na jedné kruznici.

Uloha 17. Mé&jme trojiihelnik ABC'. Na strané BC' zvolme bod D. Na ose tthlu BAC
zvolme bod I. Pfimky BI, Al protinaji kruznici opsanou ABD postupné v bodech
P, Q. Analogicky pfimky CI a AI protnou kruznici opsanou ACD v bodech R, S.
Dokaz, ze pfimky RS, PQ, BC prochazi jednim bodem.

Uloha 18. Mg¢jme bod P na strané AB v trojuhelniku ABC. Na stranach AC a
BC zvolime S a T tak, aby |AP| = |AS| a |BP| = |BT|. KruZnice opsand PST
protne AB a BC znovu v Q a R. Pfimky PS a QR se protnou v L. Ukaz, Ze ptimka
CL puli PQ.

Uloha 19. Mgéjme étyithelnik ABCD. Oznaéme H ortocentrum ABC. Déle na
AB a BC zvolme P, Q tak, aby PH || AD a QH || CD. DokaZ, ze kolmice na PQ
skrz bod H prochazi ortocentrem ACD.

Uloha 20. V trojahelniku ABC ozna¢me A’ a B’ paty vysek z A a B. Na kruznici
opsané ABC' na oblouku ACB je bod D. Déle P = AA'NBD a Q = BB’ N AD.
Dokaz, ze stfed PQ lezi na A'B’.

Uloha 21. V trojihelniku ABC se kruznice vepsana se stfedem I dotyké stran AC
a AB v bodech E, F. Obrazy bodu E, F ve stfedové symetrii pfes I ozna¢me G,
H. Bud Q prisecik GH a BC a M stied BC. Dokaz, ze jsou ptimky IQ a IM na
sebe kolmé. (Taiwan TST 2014)

Uloha 22. Na strané BC v trojuhelniku ABC méjme body P, Q tak, ze plati
|<BAP| = |<QAC]|. Osa tthlu ABC protind AP a AQ postupné v bodech M a L.
Osa thlu ACB protind AP a AQ postupné v K, N. Dokaz, ze BC, MN a KL
prochézi jednim bodem.
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oha 23. Mg&jme pevny bo a pevné piimky k, [, které prochazeji spole¢nym
Uloha 23. Mgj y bod D ¢ ptimky k, I, které hazeji leCny
bodem A. Na pfimkéach k, [ jsou postupné body X a Y takové, ze |LXDA| =
|£Y DA|. Dokaz, ze piimka XY prochazi pevnym bodem.

Uloha 24. Na stranach BC a AC trojthelnika ABC' lezi po fadé body A; a B;.
Body P a @ jsou zvoleny postupné uvniti tsecek AA; a BB, tak, Ze pfimka PQ je
rovnobézna se stranou AB. Déale P; je bod na pfimce PBj, pro néjz plati, ze By lezi
uvnitf tseéky PP; a zéroven |[<PP;C| = |<BAC|. Podobné bod Q; lezi na pfimce
QA; tak, ze A; lezi uvniti usecky Q@1 a zaroveii plati |[<CQ;1Q| = |<CBA|. Dokaz,
ze body P, Q, Pi, Q1 lezi na jedné kruznici. (IMO 2019/2)

Uloha 25. Méjme trojuhelnik ABC. Na strané BC lezi bod P. Kruznice nad
prumérem BP protne podruhé kruZnici opsanou APC v Q. Pfimka PQ a AC se
protinaji v M. Ozna¢me H ortocentrum trojihelnika ABP. Dokaz, ze kdyZz se P
hybe na BC, tak pfimky H M prochéazi pevnym bodem.

Literatura a zdroje

[1] Zack Chroman, Gopal K. Goel, Anant Mudgal; The Method of Animation, 2019,
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1952595p14062313.

[2] Vladyslav Zveryk; The Method of Moving Points, 2019,
https://artofproblemsolving.com/community/q1h1884540p12835147.

[3] yayups; Moving points tutorial, 2019, https://artofproblemsolving.com/
community/c473124h1763266_moving points_tutorial.

[4] Lenka Kopfové, Radek Ol184k; Projektivni geometrie, PraSeci seridl, 2019,/2020.
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Hinty

Hint 1. Hybej s C po AC. Stfedni pricka je rovnobézna se stranou.

Hint 2. Hybej s P po AP.

Hint 3. Hybej tfeba s A po kruznici opsané. Existuji pravé tii z ostatnich bodu takové, ze
kdyZ se jim A rovné, véta je trividlni.

Hint 4. Hybej s X po BX.

Hint 5. Hybej s G po vysce.

Hint 6. Hybej s K1 po kruznici.

Hint 7. Pfimky AX, BY, C'Z budou mit vSechny stupen 1, takZe staci ¢tyfi pfipady.
Hint 8. Rozhybej F pow. vezmi E =B, E=C, E = D.

Hint 9. Hybej s P po BI. Pro tteti ptipad vyber P vepsisté mensiho trojihelnika.

Hint 10. Najdi vhodnou pfimku, po které P hybat, aby se zachovala pfimka AA;.

Hint 11. Hybej s D po CD.

Hint 12. Oznaé¢ D pruse¢ik we a BC. V8imni si, ze |[<<XND| = |<ACB)|. TakZze zobrazeni
z X do D se da vnimat jako rotace o pevny thel.

Hint 13. Oznacéte X’ prise¢ik KT a BC. Zafixujte ABC a bod T. Hybejte s Q po AT.
Ukazte, ze Q — X a Q — X' jsou projektivni.

Hint 14. Pieved podminku o thlech na LQ || AT.

Hint 15. Hybej s P po PB. Jako tfeti bod zvol P na ose AC'B a tuhle konfiguraci vyfes
znovu hybanim.

Hint 16. Oznac [ vepsisté BAD. Hybej s C po kruznici opsané BID.

Hint 17. Hybej s I po Al. Najdi dva trividlni pfipady a za tfeti zvol nevlastni bod. Pak
rozhybej D.

Hint 18. Uvédom si, Ze I je opsisté PST. Pata na AB je pak stifedem PQ. Hybej s P po
AB. Dokaz, ze se ptimky CD, PS a QR protinaji v jednom bodé.

Hint 19. Zafixuj A, B, C, P a hybej s Q po BC. Uvaz Q = B, Q = BCx a PQ || AC.
Hint 20. Hybej s P po AA’. Definuj Q' jako prise¢ik BB’ a vystejnolehlené A’'B’ z P
koeficientem 2.

Hint 21. Hybej s A po AB.

Hint 22. Najdi zobrazeni zobrazujici B — C, M — N a L — K.

Hint 23. Najdi projektivni zobrazeni zobrazujici X na Y.

Hint 24. Dokresli prisec¢iky X, Y pfimky PQ s CB a CA. Pak Q1CQX je tétivovy. Pieved
tétivovost PQP1Q1 pomoci novych kruznic a mocnosti na prusecik pfimek. Hybej s B1 po
CA.

Hint 25. Zobrazeni z P do M je projektivni. Dokresli kruznici opsanou a dobfe tohle
zobrazeni definuj.
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Polynomy
Zdenék Pezlar

Abstrakt. Polynomy jako funkce diky svému jednoduchému tvaru vykazuji
mnoho péknych a zajimavych vlastnosti. Podivame se na jejich chovani v raz-
nych télesech a ¢iselnych oborech Z, Q, C, Z,. Podivame se jim v tomto pfispévku
na zub.

Definice. Mnozinu polynomt s koeficienty nad R zna¢ime jako R[z], kde R = Z,

Q, R, C.
Cool véty

Véta (Zakladni véta algebry). Polynom s komplexnimi koeficienty stupné n mé
presné n kofentd vcetné nasobnosti.

Tvrzeni. Necht P a @ jsou polynomy nad C stupné n, které se shoduji v n + 1
bodech. Pak se jako polynomy rovnaji.

Tvrzeni. Necht P mé k-ndsobny kofen x. Pak jeho derivace P’ mé k — 1-ndsobny
kofen .

Lemma. Pokud P je redlny polynom a 6 jeho kofen, pak i @ je jeho kofen a tyto
kofeny maji stejnou nasobnost.

Dusledek. Kazdy redlny polynom lze vyjadrit jako soucin realnych linearnich a
kvadratickych polynomt.

Na rozjezd

Uloha 1. Pro navzajem rizna redlné a, b, ¢ zjednoduste

(x—a)(x—b) (r—b)(x—c)  (v—c)(r—a)
c—a)c=b) T a=ba=0  G=0b—a)

Uloha 2. Pro navzdjem riizné realna a, b, ¢ dokazte

a—b b—c c¢c—a (a—b)b—c)(c—a)
a+b+b+c+c+a+ (a+b)(b+c)(c+a)
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Uloha 3. Najdéte vSechny polynomy takové, ze P(x? +1) = (P(x) + 1)? plati pro
kazdé realné x a navic P(2024) = 2023. (Vybérko 2022)

Uloha 4. Af P € R[] je polynom spliujici P(sinz) = P(cos ) pro kazdé = € R.
Dokazte, e existuje redlny polynom Q takovy, ze P = Q(x* — 2?).

Uloha 5. Bud P nezaporny realny polynom. Dokazte, 7e existuje g,h € R[x] takové,
7e P = g% + h2.

Uloha 6. Nabyva-li polynom stupné n celoéiselné hodnoty v n+1 po sobé jdoucich
celociselnych hodnotach, tak uz nabyva celo¢iselné hodnoty v celém Z.

Kofreny

Kazdy polynom maé dle zdkladni véty aritmetiky komplexni kofen. A¢ nam tloha
casto predhodi polynom spliujici vlastnosti pro realna ¢isla, pro ¢isla komplexni ji
splnuje taktéz. Tento trik je velmi silny.

Uloha 7. Dokazte, Ze nerozlozitelny polynom nemé vicenasobny koien.

Uloha 8. Najdéte exponenty, aby platilo:

(i)x -1z -1,

(i) 22 +z+ 1| (z + 1)L 4 gnt2,
(iii) 22 + 2 + 1| 2®® — 2™ + 1,

(iv) 22 —x+1|x2"—|—x +1,
(V) 2? —x+1| 2% —a" + 1.

Uloha 9. Najdéte vSechny redlné polynomy takové, ze P(z?) = P(z)P(x + 2).
(Taiwan)

Uloha 10. Najdéte viechny realné polynomy takové, ze P(x?) = P(x)P(z + 1).

Uloha 11. Reélné polynomy P a () maji (az na nasobnost) stejné mnoziny kotenti.
Totéz plati i pro dvojici polynomt P + 1 a @ + 1. Dokazte, ze P = Q.

Uloha 12. Nechf P je polynom stupné n > 1 s n riiznymi kofeny 1, zs, ..., T,.
Dokazte:
! + ! + -+ LI 0
P'(zy) ~ P'(x2) Plan)

(Polsko 1979)

Uloha 13. Najdi viechny reilné polynomy takové, ze polynom P(x? + z + 1) déli
polynom P(z3 — 1). (Indie 2018)
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Uloha 14. Najdéte viechna redlna a, b takova, Ze existuji redlné polynomy P, Q
splnujici
P*)Q(x +1) — P(z +1)Q(z?) = 2% + ax + b.
(Korea Winter Camp 2021)

Uloha 15. Najdéte vSechny polynomy s redlnymi koeficienty takové, ze plati

P@) P, PE)

e s p =Plx—y)+Ply—=2)+Pz—x)

pro libovolna redlna x, y, z spliujici 2zyz = x + y + 2. (USAMO 2019)
Uloha 16. Najdéte vSechny realné polynomy P spliiujici

P(:c\/i) :P<x+ 1—:52)
pro vSechna redlnd |z| < 1. (USA TSTST 2014)

Uloha 17. Necht f € Z[x] se stupném n, jeho# koeficienty jsou 41. Navic plati
(X —1)%" | . Dokaitte, #e n > 2F+1 — 1.

Uloha 18. Necht P(z) je monicky polynom s celo¢iselnymi koeficienty takovy, Ze
vSechny jeho kofeny leZ na jednotkové kruznici. Ukazte, ze vSechny kofeny P(x)
jsou odmocniny z jednicky.

Koeficienty a stupné

Uloha 19. Najdi viechny polynomy P stupné 2024 takové, ze P(k) = kL_H pro
ke {0,1,2,3,...,2024}.

Uloha 20. Najdéte viechny polynomy s koeficienty v mnoziné {+1}, které maji
vSechny kofeny realné. (Putnam 1968)

Uloha 21. Pro dané n najdéte vsechny polynomy P € R[z] takové, ze
P(z)P(2*)---P(z") = P (a:"(”“)/Q) .
(Vybérko 2020)

Uloha 22. Najdéte vSechny polynomy P s redlnymi koeficienty takové, Ze pro
libovolna a, b, ¢ € R spliujici ab + ac + bc = 0 plati

fla=b)+ f(b—c)+ f(c—a)=2f(a+b+c).
(IMO 2004)
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Uloha 23. Rozhodnéte, zda existuji realné nekonstantni polynomy P a @ spliujici
pro kazdé realné x
P(2)'° 4+ P(2)° = P(x)** + P(x)*.

(RMM 2018)
Dalsi Glohy
Uloha 24. Rozhodnéte, zda existuji redlné polynomy P, Q takové, ze
P(z)’ - Q(x)?
je nekonstantni linedrni polynom. (Kiirschak 2017)

Uloha 25. Najdéte viechny dvojice (P, Q) polynomt takovych, ze P(x + Q(y)) =
P(y + Q(z)) plati pro libovolna z,y € R. (MEMO 2017)

Uloha 26. Najdéte vSechny polynomy P s realnymi koeficienty takové, Ze pro
vsechna nenulova realna c¢isla je splnéno

Paye (L) = Pl ePld)

(ELMO shortlist 2023)

Teorio-¢iselné okénko
Aby se nefeklo ;)
Tvrzeni. Bud P € Z[x]. Pak pro libovoln4 celd a,b plati a — b | P(a) — P(b).

Uloha 27. Necht f je polynom s celo¢iselnymi koeficienty takovy, ze f(0) a f(1)
jsou liché. Dokazte, Zze f nemé celociselny kofen.

Uloha 28. Dejme tomu, Ze pro polynom P € Z[x] a a,b,c € Z plati P(a) = b,
P(b) = c a P(c) = a. Dokazte, Ze a, b, ¢ nemohou byt vSechna razna.

Uloha 29. Je dany polynom Q € Z[x] stupné n > 1 a piirozené k. Dokaite, Ze
polynom Q(Q(Q(---Q(x)---))) ma nejvyse n pevnych bodu. (IMO 2006)

k—krat

Literatura a zdroje
Prispévek prevzal par iloh z pfispévku Tondy Le, za coz mu timto dékuji.

[1] Dusan Djukié: Polynomials, IMO compendium.
[2] Rohan Goyal: Polynomials.
[3] Nguyen Van Mau: Cac van de ve da thuc I, II.
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Hinty

Hint 1. Dosadte do x hodnoty a, b, c.

Hint 2. Vynasobte vyraz spole¢nym jmenovatelem, pak uvazujte polynom v a.

Hint 4. Dokaz sudost a pak vyuzij goniometrickou jednicku.

Hint 5. Vyuzij rozklad P na polynomy malého stupné.

Hint 6. BUNO to jsou body 0, 1,...,n. Polynom rozepi$ ve tvaru ao + a1z + asx(x — 1) +
cotapz(z—1)-- (xz —n).

Hint 7. Derivace.

Hint 8. Jaké jsou koreny levé strany?

Hint 9. Generuj kofeny a tak urci vSechny mozné kofeny P.

Hint 10. Generuj kofeny a tak ur¢i vSechny mozné kofeny P.

Hint 11. Derivuj a pocitej kofeny.

Hint 13. Zvol komplexni kofen s nejvétsi absolutni hodnotou a vhodné dosad.

Hint 14. Dosad vhodné komplexni &islo tak, aby se ti leva strana vynulovala. To bude
néjaké jednoduché.

Hint 15. Rovnost bude platit pro vSechna komplexni ¢isla. Vytvof rovnost v jedné pro-
ménné.

Hint 16. Dosazuj a derivuj, Pak dél se zbytkem.

Hint 17. Pracuj v mod 2.

Hint 20. Vietovy vztahy a odhadni stupen.

Hint 21. Podivej se na druhy nejvétsi ¢len.

Hint 22. Vhodnym dosazenim ziskej rovnost vedoucich ¢lenii a ohrani¢ stupen.

Hint 23. Derivuj a zkoumej délitelnost spolu se stupni.

Hint 24. Derivuj a dél.

Hint 25. Dokaz, ze P(z) — Q(x) je konstantni.

Hint 26. Dokaz paritu a odhadni stupen pomoci druhého nejvétsi koeficientu v soucinu.
Hint 29. Vyuzij pfedchozi ulohu.
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Kombinatoricka teorie ¢isel
Michal Stanik

Abstrakt. Pod kombinatorickou teorii ¢isel si miizeme predstavit néjakou ulohu
o Cislech, kterou mtzeme fesit kombinatorickou tivahou. Cela ¢isla nam obvykle
daji jenom néjakou strukturu, na které tloha pracuje, a dale uz skoro zadna
tvrzeni z teorie Cisel nepotfebujeme.

Nejdiive si ukédzeme nékolik druhti tloh, na které mtizeme narazit. Kazda sekce
obsahuje jednoduché piiklady na procviceni daného principu. Nasleduji dalsi, vétsi-

Vv

nou uz o néco tézsi ulohy serazené viceméné podle obtiznosti.
Dirichletiv princip

Docela ¢asto se nam bude hodit v feSeni vyuzit Dirichletiv princip. Tvrzeni je to
sice jednoduché, ale jeho pouziti zdaleka nemusi byt trivialni.

Tvrzeni. Mame-li vice nez nk véci, které rozdélujeme do n pfihradek, bude v néjaké
prihradce aspon k 4 1 véci.

Uloha 1. Doka#, ze kdy# z mnoziny {1,2,...,2n} vybereme vice nez n &isel, budou
néjakéd dvé z nich nesoudélna.

Uloha 2. Doka#, 7e kdyz z mnoziny {1,2,...,2n} vybereme vice nez n ¢isel, bude
nékteré z nich délit jiné. (Erdés)

Uloha 3. Je dano n pfirozenych ¢&isel. Dokaz, Ze néjaka, jejich neprazdna podmnozina,
ma soucet délitelny n.

Uloha 4. Dokaz, ze pro kazdé n € N existuje nenulové Fibonacciho ¢islo, které je
jim délitelné.

Uloha 5. Nechf S je mnozina 10 dvoucifernych ¢éisel. Dokaz, ze existuji dvé dis-
junktni neprazdné podmnoziny S se stejnym souctem. (IMO 1972/1)

Nekonecéno

Nésleduje nékolik tloh, ve kterych se vyskytuje nekonecno (t¥eba jako pocet pfiroze-
nych ¢isel). Nemusime se ale bat, zddné temno tady potfebovat nebudeme, obvykle
si vystac¢ime s elementarnimi tivahami, jako napriklad:

e Kdyz je néceho nekonec¢no, umim toho vzit libovolné velky pocet.
e KdyZz mam nekone¢nou mnozinu pfirozenych ¢isel, tak pro libovolné pfirozené
n v ni existuje ¢islo vétsi nez n.
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Uloha 6. Piirozena ¢isla jsou rozdélena do koneéné mnoha disjunktnich mnozin.
Dokaz, ze nékterd z téchto mnozin obsahuje nekoneéné mnoho nasobkid kazdého

pfirozeného disla. (BMC 1999)
Uloha 7. Rozhodni, zda existuje nekoneéné rostouci posloupnost ap, as, . .. takova,
ze pro kazdé k € N obsahuje posloupnost a; + k,as + k, ... pouze kone¢né mnoho
prvocisel.

Uloha 8. Necht S je podmnoZina pfirozenjch é&isel. Dokaz, ze pokud ma kazda
kone¢na podmnozina S spolecného délitele vétsiho nez 1, potom mé i S spole¢ného
délitele vétsiho nez 1.

Uloha 9. Existuje nekonecna posloupnost prirozenych ¢isel, ktera obsahuje kazdé
prirozené ¢islo pravé jednou, takova, ze n déli soucet prvnich n ¢lenti pro vSechna
n?

Uloha 10. Nechf jsou piirozena é&isla rozdélena do koneéné mnoha disjunktnich
mnozin. DokaZ, Ze mezi nimi existuje mnozina A a ¢islo d takové, ze pro kazdé
k € N existuji a; < ag < -+ < ag z A spliujici a;41 —a; < d. (Shortlist 1990)

Indukce

V téhle sekci se podivame na tlohy fesitelné indukci. Casto se nebude jednat o in-
dukci v pravém slova smyslu, ale budeme postupovat od mensich podproblémt k vét-
Sim.

Uloha 11. Dokaz, Ze kazdé p¥irozené &islo lze vyjadiit jako soucet &isel tvaru 2¢3°
tak, aby zadné z nich nedélilo jiné.

Uloha 12. Méme n pfirozenych ¢isel se souétem s < 2n. Dokaz, Ze kazdé m < s
umime vyjadrit jako soucet nékolika nasich cisel.

Uloha 13. Dokaz, Ze existuje libovolné velkéd mnozina celjch éisel M takova, ze
pro viechna a,b € M plati (a — b)? | ab. (USA 1998)

Uloha 14. Necht S = {1,2,...,10%}. Dokaz, Ze pro libovolnou 101-prvkovou mno-
zinu A C S existuje 100-prvkova mnozina B C S takova, Ze ¢islaa+b,a € A, b€ B
jsou po dvou riizn4. (IMO 2003/1)

Uloha 15. Necht A je mnozina n zbytkti modulo n?. Dokaz, Ze existuje n-prvkova
mnozina B takova, Ze a + b mod n?, a € A, b € B dava aspoit 2n? riznych hodnot.
(Shortlist 1999)
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Motiva¢ni tlozky

Uloha 16. Necht A a B jsou neprazdné mnoziny piirozenych ¢&isel. Dokaz, ze pocet
C¢isel, kterd muiZeme zapsat ve tvaru a + b, kde a € A, b € B, je aspon |A| + |B| — 1.

Uloha 17. Je vybrano 50 é&sel z mnoziny {1,2,...,99} tak, ze soucet z4dné dvojice
z nich neni 99 ani 100. Jak musela vypadat vybrana ¢isla?

Uloha 18. Dokaz, Ze mezi kazdjmi deseti po sobé jdoucimi pfirozenymi ¢isly je
jedno nesoudélné se vSemi ostatnimi.

Uloha 19. Je mozné ¢sla 1 az 100 pokryt dvanacti geometrickymi posloupnostmi?
Tyto posloupnosti mohou mit libovolné kvocienty. (Rusko 1995)

Uloha 20. Dokaz, %e pro kazdé n € N existuje posloupnost n po sobé& jdoucich
pfirozenych &isel, z nichZ zddné neni mocninou prvoéisla (ani prvni).

(IMO 1989/5)
Dalsi alohy

Uloha 21. Je déno 81 piirozenych ¢isel, jejichz vSichni prvoéiselni délitelé jsou
z mnoziny {2,3,5}. Dokaz, ze miZeme vybrat 4 z nagich ¢isel, jejichz soucin je
¢tvrtou mocninou pfirozeného disla. (Recko 1996)

Uloha 22. Rozhodni, zda existuje nekoneénd mnoZina celych ¢isel S takova, ze
kazdé celé ¢islo lze jednoznaéné vyjadrit jako a + 2b pro a,b € S. (USA 1996)

Uloha 23. Je dano 2000 celjch &isel se souétem 1, z nichz kazdé ma absolutni

hodnotu nejvyse 1000. Dokaz, ze z nich mtzeme vybrat né€kolik s nulovym souctem.
(Kanada 2000)

Uloha 24. Nechf n > 6 je piirozené ¢islo a vSechna ¢isla, kterd jsou mensi nez n
a jsou s nim nesoudélnd, tvoii aritmetickou posloupnost. Dokaz, ze n je prvocislo
nebo mocnina dvou. (IMO 1991/2)

Uloha 25. Jsou dany posloupnosti pfirozenych ¢isel 0 < 23 < --- < 219 < 93 a
0 <y <--- < yo3 < 19. Dokaz, ze n€jakad neprazdna, ne nutné souvislad podposloup-
nost z ma stejny soucet jako néjaka podposloupnost . (Putnam 1993)

Uloha 26. Pfirozen4 ¢isla jsou rozdélena do koneéné mnoha (aspon dvou) disjunkt-

nich aritmetickych posloupnosti. Dokaz, Ze néjaké dvé z téchto posloupnosti musi
mit stejnou diferenci.
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Uloha 27. Méjme posloupnost 2n — 1 pfirozenjch &isel. Dokaz, Ze nékterd jeji
n-prvkova podposloupnost ma soucet délitelny n. (Erd8s—Ginzburg—Ziv)

Uloha 28. Necht S = {1,2,...,280}. Najdi nejmensi n takové, ze kazda n-prvkova
podmnozina S obsahuje 5 po dvou nesoudélnych ¢isel. (IMO 1991/3)

Uloha 29. Miro povedal Slavovi mnozinu svojich n > 2 navzijom roznych oblibe-
nych kladngych celych ¢isel. Slavo potom napisal najvicsieho spolo¢ného delitela a
najmensi spolo¢ny nasobok kazdej dvojice Mirovych ¢isel na papier. V zavislosti od
celého &isla n > 2 uréte, kolko najmenej mohlo byt na papieri réznych ¢isel.

(KMS 2018/19, L1, 8)

Néco tézsitho na zavér

Uloha 30. Dokaz, e existuje mnozina piirozenych ¢isel A s nasledujici vlastnosti:
Pro kaZdou nekoneénou mnozinu prvocisel S plati, Ze existuji éisla m € A, n ¢ A,
ktera jsou sou¢inem k raznych prvocisel z S pro néjaké k > 2. (IMO 1994/6)

Uloha 31. Necht p je liché prvoéislo. Kolik p-prvkovych podmnozin {1,2,...,2p}
m4 soucet délitelny p? (IMO 1995/6)

Uloha 32. Necht f(n) znaéi pocet rozkladi é&isla n na soucet mocnin 2. DokaZ
2T < f(2") <27, (IMO 1997/6)

Literatura a zdroje
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dakujem za umoZnenie pouzitia tohto materidlu.
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[2] Reid Barton: Combinatorial Number Theory, MOP 2003.
[3] Ricky Liu: Combinatorial Number Theory, MOP 2011.
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Hinty

Hint 1. Uvaz sousedni dvojice.

Hint 2. Rozdél ¢isla podle nejvétsiho lichého délitele.

Hint 3. Uvaz prefixové soucty.

Hint 4. Dvojic F;, Fi+1 mod n je jenom kone¢né mnoho.

Hint 5. Kolik je celkem neprazdnych podmnozin? Najdi libovolné dvé se stejnym souctem.
Hint 6. Pro kazdou mnozinu uvaz ¢islo, které v ni mé jenom kone¢né mnoho nasobki.
Hint 7. Ano, existuje.

Hint 8. Predpokladej, ze tvrzeni neplati a najdi néjakou posloupnost podmnozin S se
zmensujicim se NSD.

Hint 9. Ano, existuje. Na sudé pozice mizeme pokazdé umistit nejmensi chybéjici ¢islo.
Hint 10. Ukaz, ze A; U---U A, obsahuje libovolné dlouhou souvislou posloupnost po sobé
jdoucich ¢isel.

Hint 11. Kdyz je ¢islo sudé, vydél ho dvéma, jinak odec¢ti mocninu 3.

Hint 12. Kdyz jsou to samé jednicky, je to jasné, jinak odeber nejvétsi Cislo.

Hint 13. Cisla sikovné posui a ptidej nulu.

Hint 14. Postupné piidéavej ¢isla do B, kolik jich bude v kazdém kroku zakézanych?
Hint 15. Postupné ptidavej ¢isla do B, je mozné kazdym z nich zabrat %n zbytka?

Hint 16. Zkus cisla setfidit a najit rostouci posloupnost soucta.

Hint 17. Rozdél do dvojic, ukaz, ze tam musi byt 50. Neni zbytek jednozna¢né urcen?
Hint 18. Vyber to nedélitelné 2, 3, 5 ani 7.

Hint 19. Podivej se na prvocisla.

Hint 20. Bud najdi konstrukeci pomoci faktorial, nebo pouzij asymptotické odhady.
Hint 21. Nejprve najdeme 9 dvojic, jejichz souciny jsou ¢tverce, pak pouzijeme stejnou
myslenku znovu.

Hint 22. Ano, existuje. Induktivné vytvarej mnozinu a vzdy pfidej a a b tak, aby nevznikly
duplicity a $lo z nich vytvofit nejmensi dosud chybéjici ¢islo.

Hint 23. Sefad ¢isla tak, aby mély prefixové soucty omezené hodnoty, a pouzij Dirichleta.
Hint 24. Pro liché n uvaz 1 a 2. Ktera déisla je potieba uvazit pro n = 2 a 0 mod 47
Hint 25. Myslis, ze to funguje jenom pro 19 a 937 Uvaz prefixové soucty a pro kazdy prefix
prvni posloupnosti najdi nejkratsi prefix té druhé s aspon tak velkym souctem.

Hint 26. Uvaz nsn diferenci a predstav si to jako mnohothelnik. MuzZou se ti hodit od-
mocniny z jednicky.

Hint 27. Staci to dokézat pro prvocisla. Potom indukci dokaz nasledujici lemma: kdyz
(2¢ — 1)-prvkova posloupnost neobsahuje i stejnych ¢isel, pak jeji i-prvkové podposloupnosti
davaji aspon 4 ruznych souctd mod p.

Hint 28. 216 nestaci, uvaz nasobky 2, 3, 5 a 7. Pak najdi 6 hezkych mnozin, ve kterych je
kazdych 5 ¢isel po dvou nesoudélnych.

Hint 29. Dokaz indukciou ku k — poctu prvocisel, ktoré delia niektoré z Mirovych cisel.
Predstav si ¢isla ako k-rozmerné body a rozdel na skupiny podla poslednej stradnice.
Hint 30. Funguje mnozina vsech ¢isel, ktera jsou sou¢inem n riuznych prvocisel vétsich nez
n-té nejmensi prvocislo pro néjaké n € N.
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Hint 31. Vyjde to 2 + ((2;) - 2) /p. Uva# mnozinu jinou nez {1,2,...,p} a {p+ 1,p +
2,...,2p}. Podivej se na jeji prinik s {1,2,...,p} a zkus ho rotovat.
Hint 32. Dokaz rekurence f(2n + 1) = f(2n), f(2n) = f(2n — 2) + f(n). Pak pocite;j.
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Invarianty a monovarianty

Jakub Sosovicka

Abstrakt. Prispevok obsahuje olympiadne ulohy, pri ktorych sa pouzivaja in-
varianty a monovarianty. Cielom prednisky je naudit sa zékladné invarianty a
monovarianty, ktoré sa v tlohach ¢asto vyskytuja a ziskat intuiciu pre rieSenie
narocnejsich uloh.

Zakladné invarianty

Uloha 1. Drak méa 100 hlav. Rytier ich vie naraz useknat 15, 17, 20, alebo 5.
Nésledne drakovi narastie v jednotlivych pripadoch 24, 2, 14, alebo 17 hlav. Ak drak
nemé ziadnu hlavu, zomrie. Moze drak zomrief?

Uloha 2. Sachovnicu 8 x 8 sme pokryli 21 obdlznikmi 3 x 1 tak, Ze préave 1 policko
zostalo nepokryté. Kde moze byt toto volné policko?

Uloha 3. Petra a Dalila sa najnovsie nehravaji so zapalkami, ale s peniazmi, ktoré
uSetria tym, ze si nekupuju zapalky. Zoberu si n korunaciek a umiestnia ich na stole
do jedného radu. Diev¢a, ktoré je na fahu, si vyberie jednu mincu, ktora je znakom
hore, otodi ju, ako aj vSetky ostatné napravo od nej. Potom je na fahu druhé dievca.
Takto striedavo tahaju, pri¢om zacina skdsenejsia Petra. Prehré td, ktord uz nevie
spravit tah. UkézZte, Ze tato hra vzdy skonéi po kone¢nom pocte krokov. Ktord hracka
m4 vitazna stratégiu? (KMS, 2002/03, Z1, 8)

Uloha 4. Je mozné vyplnit Ssachovnicu 10 x 10 dlazdicami 4 x 1?7
Uloha 5. Je mo#né vyplnif $achovnicu 10 x 10 tetrominami L?

Uloha 6. V rade méame ¢sla 1,2, ..., n. V jednom fahu mézeme vymenit 2 susedné
éisla. Rozhodnite, ¢ po 2023 tahoch mozeme dostat povodni konfigurdciu éisel.

Uloha 7. Je danych 5 Zeténov na poziciach: (—5,10), (8,7), (—3,4), (6,5), (9,4).
St povolené nasledujiice 2 operdcie. Bud mozeme vybraf 2 Zetény, jeden z nich
posunit o jednotku nahor a druhy o jednotku doprava, alebo vyberieme 2 Zetény a
jeden z nich posunieme o jednotku dole a druhy o jednotku dolava. N4jdi mnoZinu
vetkych bodov (z, y) takych, Ze po kone¢nom pocte operécii moézu byt vsetky Zetény
prave v bode (z,y).
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Zakladné monovarianty

Uloha 8. Do kruhu je usporiadanjch n lamp. Lampy st bud zapnuté, alebo vypnuté.
V kazdom kroku sa v jeden moment prepne kazda lampa, ktoré nesusedi s lampou
rovnakého stavu. Pre aké n sa po nejakom pocte krokov uz nezmeni stav ziadnej
lampy pri lubovolnom podiato¢nom rozdeleni stavov? (Kanada 1994, upravené)

Uloha 9. Na tabuli st napisané prirodzené &isla x1,2s,...,2,. V jednom fahu
mozeme vybrat dve isla x; a x; také, Ze ani jedno nedeli druhé a nahradit ich
postupne ged(z;, x;) a lem(z;, z;). Dokazte, Ze mozeme spravit iba koneéne vela
tahov. (Putnam 2008)

Uloha 10. V kazdom poli¢ku tabulky m x n je napisané realne ¢islo. V jednom kroku
mozeme zmenit znamienka pri vSetkych éislach v jednom riadku alebo v jednom
stlpci. Ukazte, ze ide dosiahnuf stavu, kedy bude stcet v kazdom riadku aj v kazdom
stipci nezaporny.

Uloha 11. Kazdy senator mé najviac 3 nepriatelov, nemédze byt svojim nepriatelom
a nepriatelstvo je vzdjomné. Dok4z, ze vieme senat rozdelit na 2 frakcie tak, ze kazdy
senator mé najviac jedného nepriatela vo svojej frakcii.

Uloha 12. Na tabuli st v rade napisané prirodzené ¢isla. Mozeme vykonaf nasle-
dovné 2 operacie: Vezmeme dve susedné ¢isla = a y, kde z je nalavo od y spliajtce
x >y, a nahradit (z,y) bud dvojicou (y + 1,x), alebo (z — 1, z). Dokdzte, Ze vieme
vykonat iba konecne vela operacii. (IMO Shortlist 2012 C1)

Uloha 13. V rovine je n éervenych a n modrych bodov. Ziadne 3 nelezia na priamke.
Dokéaz, ze vieme najst n useciek spajajucich ¢erveny a modry bod tak, Ze Zziadne 2
tsecky nemaju spolocny bod.

Tazsie tilohy

Uloha 14. Feldo nasiel na povale start Sachovu figarku — delfina a spomenul si
na vekmi zabudnuty kaprov problém. Delfin sa moéze hybat o 1 policko doprava,
o 1 policko hore alebo o 1 policko po diagonéle dolava dole. Na zaciatku stoji delfin
v lavom dolnom rohu Sachovnice 8 x 8. D4 sa s nim prejst celd Sachovnica tak, aby
na kazdom policku stal prave raz? (KMS, 2003/04, L1, 10)

Uloha 15. Na zaciatku je 9 zo 100 $tvorcov v mriezke 10 x 10 infikovanych. Ak §tvo-
rec susedi aspon s 2 infikovanymi Stvorcami, infikuje sa tiez. Je mozné, Ze nakoniec
budu vsetky Stvorce infikované?
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Uloha 16. Na kazdom policku tabulky 8 x 8 policok sa nachadza zhasnuta lampa.
V jednom tahu si zvolime Tubovolnt lampu, lubovolny (vodorovny alebo zvisly) smer
a prepneme zvolent lampu spolu so susednymi lampami vo zvolenom smere. Po
nejakom pocte tahov ndm ostane svietit prave jedna lampa. N4jdite vSetky policka,
na ktorych sa moze tato lampa nachédzat.

Uloha 17. Kozzy si do tabulky 10 x 10 napisal ésla 1,2, ...,100, pricom do pr-
vého riadku napisal postupne zlava doprava éisla 1,2,...,10, do druhého zlava do-
prava ¢isla 11,12,...,20 atd. az do posledného riadku napisal zlava doprava éisla
91,92,...,100. Potom sa zacal s tabulkou hrat tak, Ze s fiou vykonéval nasledujice
tahy: V jednom tahu si vyberie 3 za sebou idtice poli¢ka v riadku, v stipci alebo na
diagonéale a bud krajné policka zniZi o 1 a prostredné policko zvysi o 2, alebo krajné
zvysi o 1 a prostredné znizi o 2. Po konecnom poécte fahov sa Kozzymu podarilo
dostat v tabulke znova ¢&isla 1,2, ...,100. Dokézte, Zze st v pdvodnom poradi.
(KMS 15/16-L3-8)

Uloha 18. V kruhu sedi 2n Iudi, vratane Alesa. Medzi nimi je rozdelenjch m
suSienok. V jednom kroku moze Tubovolny ¢lovek s aspori 2 suSienkami zjest jednu
susienku a druhu dat jednému zo susedov. Pre aké najmensie m vedia Iudia pri stole
zarucit, ze sa k AleSovi dostane aspoi jedna susienka? (iKS 12, C3)

Uloha 19. Vo vietkych vrcholoch pravidelného 5-uholnika sa nachidza dvojlitrova,
nadoba. Alica a Bob hraju hru. Na zaciatku kazdého kola vezme Alica liter vody a
TubovoIne ho rozdeli medzi nddoby. Potom pride Bob a vyleje vSetku vodu z niektorej
dvojice susednych nadob. Alica vyhré, pokial sa jej po kone¢nom pocte kol podari
dosiahnut, Ze niektora nddoba pretecie. Bob vyhré, ak sa jej to dosiahnut nepodari.
Kto mé vitaznu stratégiu? (IMO Shortlist 2009 C5)

Uloha 20. Poli¢ka tabulky 200 x 200 st ofarbené Sachovnicovo. V jednom fahu
mozeme vziaf fubovolny obdlZnik 2 x 3 a zmenif farby na tychto Siestich polickach
(z bielej na ¢iernu a naopak). Vieme po konefnom pocte tahov prefarbit vSetky
poli¢ka na rovnaka farbu? (St. Peterburg Olympiad 2010)

Uloha 21. V kazdom policku tabulky m x n je napisané prirodzené &islo. V jednom
kroku moZeme pripoc¢itat rovnaké celé ¢islo k éislam vo 2 susednych polickach, ak
obe &isla zostant neziporné. Kedy mozeme po konednom pocte krokov dosiahnut
stav, ze vo vSetkych poli¢kach tabulky je 07 (IMO Shortlist 1989)

Uloha 22. Dom mé niekolko izieb a v kazdej izbe st aspoii 3 lampy, pri¢om dokopy je
lamp parny pocet. Kazda lampa moze byt prepnuté prave jednym vypinacom a kazdy
vypina¢ prepina (lampa bud svieti, alebo nesvieti) prave 2 lampy naraz. Dokazte,
7e vieme koneénym poctom prepnuti vypinaémi dosiahnut stav, kde v kazdej izbe
aspon jedna lampa svieti a aspon jedna lampa nesvieti. (IMO Shortlist 2005 C1)
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Uloha 23. Na zaciatku je jedna gulicka na pozicii (0,0). Ak je na pozicii (i, )
gulicka a na poziciach (4,j + 1), ani (¢ + 1, ) nie je, potom moézeme z pozicie (3, j)
odobrat gulicku a daf po 1 gulicke na pozicie (i + 1,5) a (4,5 + 1). Dokéz, ze vzdy
budu existovat a a b, a + b < 2 také, Ze na pozicii (a,b) je gulicka.

(India TST 2004)

Uloha 24. Na nekoneénej Sachovnici mame n? Zeténov vo §tvorci n x n. V jednom
tahu moZzeme zobrat dva Zetény na susednych poliach a jednym Zeténom preskocit
druhy, pokial je poli¢ko, na ktoré Zetén skace volné. Druhy Zeton je zo Sachovnice
néasledne vyhodeny. Pre ktoré n vieme dosiahnuf, Ze po niekolkych tahoch zostane
na Sachovnici prave jeden zetén?

(IMO 1993 P3)

Uloha 25. Kazdy ¢len v postupnosti 1,0,1,0,1,0, ... je si¢tom predoslych Siestich
mod 10. Dokéz, ze sa v postupnosti nevyskytne podpostupnost 0,1,0,1,0, 1.

Uloha 26. Petrzlena uz prestalo bavit hrat oby¢ajné piskvorky s CéDeckom. Preto si
vymyslel in1 hru, podobn1 piskvorkam. Hra sa na nekonec¢nom stvorcekovom papieri.
Petrzlen zac¢ina a oznaci nejaké neoznacené policko krizikom, potom CéDecko oznadi
nejaké neoznacené policko krizkom a takto sa dalej striedaji. Vyhrava hrac, ktorého
znak vyplni Stvorec 2 x 2. Dokéze Petrzlen vo svojej hre vzdy vyhrat?

(KMS 11/12-7Z1-10)

Uloha 27. V kazdom policku tabulky m x n mame Zetén, ktory mé jednu stranu
¢iernu a jednu bielu. V jednom z rohovych policok je Zetén otoceny Ciernou stranou
nahor, v ostatnych bielou. V jednom tahu méZeme odstranif Zetén otoceny ciernou
farbou nahor a otocit vSetky jeho susedné zetény. Pre ktoré m, n vieme odstranit
vsetky zetény z tabulky? (IMO shortlist 1998 C7)

Uloha 28. V rade je n Zeténov s jednou stranou bielou a druhou &ernou. Na
zaGlatku st vSetky Zetény otocené bielou stranou nahor. V jednom fahu moZzeme
odstranit Zetén otoceny bielou stranou nahor, ktory nie je na kraji a otocit oboch
jeho susedov (pozor, ak je sused Zeténu v priebehu hry odstraneny, jeho susedom
sa stava dalsi Zetén v rade). Dokézte, Ze vieme odstranit vSetky Zetény, az na dva
krajné préve vtedy, ked n — 1 nie je delitené 3. (IMO shortlist 2005 C5)

Uloha 29. Mame 3 képky s prirodzenymi po¢tami zapaliek. Z jednej kopky mo-
7eme presunit niekolko zépaliek do druhej, pokial tym zdvojnésobime pocet zadpa-
liek v druhej kopke. V zavislosti na za¢iato¢nom rozlozeni zapaliek v kdpkach urcite,
kolko najviac kopok vieme vyprazdnit. (IMO Shortlist 1994 C3)
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Uloha 30. Sialeny vedec zostrojil armadu robotov. Problém je v tom, Ze niektoré
dvojice robotov sa nenavidia (nenévist je vzajomna). Vzdy vSak s robotmi vie urobit
jednu z nasledujucich dvoch operacii:

(i) Ak nejaky robot nenavidi nepérny pocet robotov, vedec ho moze znicit.

(ii) Vedec moze zdvojnasobit armadu tak, ze kazdy robot R sa rozdeli na dvoch ro-
botov R; a Rs. Pre kazda dvojicu povodnych robotov R, @, ktori sa nenavideli,
sa budu nenavidiet aj roboti Ry a @1, aj roboti Ry a Q2. Roboti Ry a Ry sa
tiez nenavidia pre kazdého pévodného robota R. To s vSetky dvojice robotov,
ktoré sa budi nendvidiet po zdvojnésobeni.

Dokazte, ze vedec vie po konecnom pocte operécii dostat armadu robotov, v kto-
rej neexistuje dvojica robotov, ktora sa nenavidi. (IMO Shortlist 2013)

Uloha 31. V kruhu stoji n > 2 Iudi. Medzi nich Iubovolne rozdelime n minci.
V jednom kroku, moze ¢lovek s aspoii 2 mincami odovzdat po jednej minci susedom.
Pre ktoré pociatoéné rozdelenie moze po koneénom pocte krokov nastat situécia, ze
kazdy clovek ma jednu mincu? IMO Shortlist 2022 C4

Uloha 32. Vo vrcholoch pituholnika sti umiestnené celé ¢isla tak, ze sticet vietkych
piatich ¢isel je kladny. Ak mame tri po sebe idice vrcholy hodnoty v poradi z, v, z,
pricom y < 0, tak ich moZno nahradif hodnotami v poradi = + vy, —y, z + y. Toto
opakujeme, kym medzi nimi existuje aspon jedno zaporné ¢islo. Zistite, ¢i tento
postup musi skonéif po konecne vela krokoch. IMO 1986 P3

Co nemam vyrieSené

Uloha 33. Vo vrcholoch 5-uholnika s napisané celé &isla tak, ze ich sucet je 2011.
V jednom kroku moézeme od kaZzdého z dvoch susednych vrcholov odéitat lubovolné
m a k protilahlému vrcholu pric¢itat 2m. UkaZ, Zze ak dosiahneme stav, v ktorom je
vo v8etkych vrcholoch okrem jedného 0 a v poslednom 2011, je tento vrchol urceny
pociatocnou konfiguraciou jednoznacne.

Uloha 34. Mame 2™ papierov a na kazdom z nich je napisané éislo 1. Budeme
robit nasledujiicu operaciu. V kazdom kroku zoberieme dva rézne papiere s nie nutne
réznymi cislami a a b, nasledne vymazeme tieto ¢isla a napiSeme a + b miesto nich.
Dokézte, ze po m2™~ ! krokoch bude stget vetkych ¢isel na papieroch je aspoii 4™.

(IMO Shortlist 2014 C2)

Uloha 35. On a 999 x 999 board a limp rook can move in the following way: From
any square it can move to any of its adjacent squares, i.e. a square having a common
side with it, and every move must be a turn, i.e. the directions of any two consecutive
moves must be perpendicular. A non-intersecting route of the limp rook consists of
a sequence of pairwise different squares that the limp rook can visit in that order
by an admissible sequence of moves. Such a non-intersecting route is called cyclic, if
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the limp rook can, after reaching the last square of the route, move directly to the
first square of the route and start over. How many squares does the longest possible
cyclic, non-intersecting route of a limp rook visit? (IMO Shortlist 2009 C6)

Uloha 36. Let n > 2 be a positive integer and ) a positive real number. Initially
there are n fleas on a horizontal line, not all at the same point. We define a move as
choosing two fleas at some points A and B, with A to the left of B, and letting the
flea from A jump over the flea from B to the point C so that % = A\

Determine all values of A such that, for any point M on the line and for any
initial position of the n fleas, there exists a sequence of moves that will take them

all to the position right of M. (IMO Shortlist 2000)

Uloha 37. Starting with the triple (1007+/2,2014+/2,1007+/14), define a sequence
of triples (xn, Yn, 2rn) by

Tn+l = \/xn(yn + zn — .Z'n),
Yn+1 = \/yn(zn +xn — yn)»
Zn4+1 = \/zn(xn + Yn — Zn)

for n > 0. Show that each of the sequences {z, }n>0, {Un }n>0, {#n}n>0 converges to
a limit and find these limits. (Indie TST)

Uloha 38. Some positive integers are initially written on a board, where each 2 of
them are different. Each time we can do the following moves:

(i) If there are 2 numbers (written in the board) in the form n, n 4+ 1 we can erase
them and write down n — 2.

(ii) If there are 2 numbers (written in the board) in the form n, n + 4 we can erase
them and write down n — 1.

After some moves, there might appear negative numbers. Find the maximum value
of the integer ¢ such that: Independetly of the starting numbers, each number which
appears in any move is greater or equal to c. (Recko TST)
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Hinty

Hint 1. Modulo 3.

Hint 2. Farbenie uhloprie¢ok modulo 3.

Hint 3. Binarka.

Hint 4. Farbenie uhlopriecok.

Hint 5. Farbenie riadkov.

Hint 6. Ratajte dvojice (z,y), kde z je nalavo od y (nie nutne susedi) a = > y.

Hint 7. Ofarbi Sachovnicovo. Pre konstrukciu dostan vsetky Zetény na jeden bod a néajdi
postupnost operécii, ktoré ich vsetky presunie do iného bodu.

Hint 8. Pozerajte sa na skupiny ldmp rovnakého stavu.

Hint 9. Co sa nemeni? Co sa naopak zvicsuje?

Hint 10. Ak je stcet v nejakom riadku zaporny, zmeiite znamienka.

Hint 11. Rozdel ich Iubovolne a postupnym prestivanim ,zlepsuj“ rozdelenie.

Maximum sa nemeni.

Hint 13. Spoj to fubovolne a vylepsuj. Dolezity je stucet dizok.

Hint 14. Uhlopriecky modulo 3.

Hint 15. Obvod.

Hint 16. N4jdite policka, ktoré viete prepnit samostatne. Ostatné vhodne ofarbite.
Hint 17. Tazisko sa nemeni (vaZeny priemer).

Hint 18. Navazte ludi mocninami dvojky.

Hint 19. Aké by muselo byt rozlozenie v nadobéach kolo pred pretec¢enim nadoby? Na
zéklade toho vymysli nejaki vlastnost rozloZenia vody, ktorti vie§ spravnym vylievanim
vzdy dodrzat.

Hint 20. Uhlopriecky modulo 3

Hint 21. Ofarbi Sachovnicovo. Pre konstrukciu uvazuj cestu na vsetkych polickach tabulky
a postupne vynuluj vsetky policka na ceste.

Hint 22. Izby st vrcholy a vypinace st hrany. Najdi cyklus.

Hint 23. Daj kazdému bodu vahu tak, aby sa sucet vdh bodov, na ktorych sa gulicky
nemenil.

Hint 24. Uhlopriecky modulo 3. Pre konstrukciu odstranuj trojice zeténov v rade.

Hint 25. Vymysli invariant, ktory bude nejaka linedrna kombinécia poslednych 6 ¢lenov.
Hint 26. Podvoji¢kuj policka.

Hint 27. Konstrukciu odsledujte z malych pripadov (skuste sa zbavit prvého neparneho
riadka, potom druhého a induktivne). Invariantova Cast je tazsia. Skuste sa pohrat s obvo-
dom.

Hint 28. Konstrukciu ur¢ite zvladnete sami (indukciou). Druhd ¢ast uz tak lahka nebude.
Ale tak jednoducho, aaa = bb, aab = ba, baa = ab, bab = aa. Najdite invariant, ktory spliia
tieto 4 ,rovnice* (na a, b sa nepozerajte ako na ¢isla, skor ako na nejaké operécie). Fantéazii
Hint 29. Pre vypréazdnenie jednej kopky skuste zmens$it minimum. Uvazujte najmensiu
kopku a postupne do nej davajte zapalky z ostatnych kopok. Odpozorujte pattern na malych
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éislach. Pre 3 kopky je nutné, aby kazdy neparny delitel bol spolo¢ny. Vtedy sa to da.
Pozerajte na 2-valuacie.

Hint 30. Chromatické ¢islo grafu je monovariant.

Hint 31. Vazeny stcet modulo n je invariant. Pre konstrukciu minimalizujte maximum.
Hint 32. Stcet sa nemeni. Ked stcet je kladny, tak aj priemer. Keby ¢isla boli blizko
priemeru, tak budd vSetky kladné. N4jdi funkciu na bazi priemeru (zéroven by mala byt
cyklicky symetrickd, aby rozumne fungovala), ktord bude monovariantom.

Hint 35. Ofarbite typom 2 X 2 4 farbami. VSetky okrem jedného policka z najmensej farby
sa daju prejst.

Hint 37. z, y, z st strany trojuholnika
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