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Kvadratické zvysky a primitivny prvok
Martin Andricik

Abstrakt. Cielom prispevku je obozndmit sa s niektorymi elementarnymi do-
vodmi napr. na existenciu primitivneho prvku a na platnost tvrdenia o kvadra-
tickej reciprocite, zzit sa s kvadratickymi zvySkami a nazbierat po ceste uzitoéné
triky.

Zvysky mod prvocéislo

Ak sa niekde vyskytne p (a nebude mat Ziadne vlastné delitele), budeme tym mat
na mysli neparne prvocislo.

Pozorovanie. Nésobenie prvkom k € {1,...,p — 1} modulo p je bijekcia na tejto
mnozine, ¢ize {1,...,p— 1} ={1k,...,(p — Dk}

Toto nés opraviiuje pisat veci ako % = b, ¢im myslime a - b = 1. Ked si vdaka
tomu vSimneme, ze 1-2---(p— 1) = 1k -2k - (p — 1)k, dostaneme:

Tvrdenie (Mald Fermatova veta). a? ! =1 (mod p) pre a 0 (mod p).

Pre dané a vSak p — 1 obvykle nemusi byt najmensi exponent, kedy sa a vrati
do 1. Takyto najmensi exponent budeme nazyvat rdd prvku a (mod p) a zapisovat
ord,(a).

Pozorovanie. ord,(a) | p— 1.
To plati, pretoze inak by ndm MFV dovolila tento rad zmensit.

Uloha 1. Najdi vSechna p¥irozens &isla nesoudélné se viemi ¢leny nekoneéné po-
sloupnosti a,, = 2™ + 3" + 6™ — 1. (IMO 2005, 4)

Uloha 2 (Thueova lema). Nech n, a st nestdelitelné prirodzené &isla. Potom
existuju prirodzené z, y medzi 0 a \/n také, ze za = +y (mod n).

Primitivny prvok

Dalsia otazka je, ¢i pre dané p vieme vzdy najst a najvyssieho radu, teda ord,(a) =
p — 1. Tento prvok by potom svojimi mocninami dokézal vygenerovat celit mnozinu
{1,...,p — 1}. Ukdzeme si, Ze existuje, a potom ho budeme nazyvat primitivny
prvok a typicky znacit g. Hodi sa ndm zaviest p(n) = podet prirodzenych ¢&isel
nesudelitelnych s n mensich ako n. U¢inime velmi pekné pozorovanie:

Pozorovanie. 3}, ¢(d)=n.

To plati, pretoze v mnozine {1,...,n} existuje (%) ¢isel k s NSD(k,n) = d.
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Lema. Pre dané d | p— 1 v mnozine {1,...,p — 1} existuje nanajvys ¢(d) ¢isel,
ktoré maju rad d.

Z poslednych dvoch tvrdeni uz vyplyva, ze:
Tvrdenie. Pre kazdé prvodéislo p existuje primitivny prvok (a je ich hned p(p—1)).

Uloha 3. Je déno liché prvoéislo p. Najdéte viechna k takova, Ze
pl1F+28 4+ (p—1)k

(Hungary-Israel Math Competition 2009)

Uloha 4. Necht je p prvodislo, které dava zbytek 3 nebo 5 mod 8. Necht navic plati
p = 2q + 1, kde q je také prvocislo. Urcete

1 2 p—1
W W

kde w € C spliiuje w? =1, w # 1.

Uloha 5. Uréete pocet vSech posloupnosti {a,}>%, redlnych é&isel takovych, Ze
Amon = G * G & ZATOVEN a, = api2011 Pro kazdd m,n € N. (MKS 30-6-8)

Uloha 6. Pro liché prvoéislo p definujme

P =0 g -5 - {T2
k=1

kde {z} = — |z]. Uréete f(p) pro kazdé p. (China TST 1993)
Uloha 7. Pro a € Ny definujme n, = 101a — 100 - 2%. Pro 0 < a, b, ¢, d < 99 ukazte

Ng + 1p = ne +ng (mod 10100) = {a, b} = {c,d}.

(Putnam 1994)

Uloha 8. Bud p prvoéislo a a, ..., a, po dvou riizna piirozené ¢isla mensi nez p.
Piedpokladejme, Ze p | a¥ + - - +aF pro kazdé k € {1,...,p—2}. Uréi {ai,...,a,}.
(Mathematical Reflections)

Uloha 9. Budiz ¢ liché prvoéislo. Najdi viechna prvoéisla p takova, Ze existuje celé
¢islo z splnujici

P 422 4 f x4+ 1=p7 ! (mod p?).

(ELMO SL 2010)



Kvadratické zvysky mod prvocislo

Definicia. Cislu a € {1,...,p — 1} hovorime kvadraticky (resp. kubicky) zvysok,
ak ma

22 =a (mod p)
(resp. z° = a (mod p)) riesenie (BUNV budeme braf = € {1,...,p — 1}). Ostatné
zvysSky sa nazyvaju kvadratické nezvysky.

Tvrdenie. Pocet kvadratickych zvyskov mod p je 7’2;1

Vsimnime si tiez, ze pre zlozené ¢islo bude kvadratickych zvyskov menej. Preto
ostarime pri prvocislenych , moduloch®.

Uloha 10. Necht je p prvoéislo tvaru 2% + 1. Potom je kazdy kvadraticky nezbytek
mod p primitivnim prvkem.

Uloha 11. Pro liché prvoéislo p uréete soucet vech kvadratickych zbytkt a soucet
v8ech kvadratickych nezbytkt mod p.

Uloha 12. Dokaite, Ze pre kazdé prvocislo p existuji celé a, b takd, Ze p | a® +b%+1.
Uloha 13. Necht je p liché prvocislo. Najdi vSechny dvojice (A, B) takové, ze A,

B jsou riizné neprazdné podmnoziny Z; = {1,...,p — 1} mod p spliujici
(i) AUB =1Z,
(ii) pokud a,b € A nebo a,b € B, pak ab € A,
(iii) pokud a € A, b € B, pak ab € B. (Indickd MO)

Uloha 14. Dokaz, ze pro kazdé liché prvoéislo p existuje pfirozené a < VP + 1,
které je kvadratickym nezbytkem modulo p.

Definicia (Legendreov symbol). Pre liché prvocislo paa € {1,...,p — 1} defi-
nujeme

a |1, ak je a kvadraticky zvysok,
(p) o { —1, ak je a kvadraticky nezvysok.

Tvrdenie. Plati

® () =1,
i) () = () )

(iii) (%) =az (mod p). (Eulerovo kritérium)

Specialne napriklad (771) = (71)% =1, préave ked p je tvaru 4k + 1.

Uloha 15 (druhy suplement). Dokaizte

2y {1 skp= o)
) “ 1 -1, akp=43 (mod 8).
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Uloha 16. Existuje nekoneéne mnoho prvoéisel tvaru 4k + 1.
Uloha 17. Je d4no prvoéislo p tvaru 4k + 1. Nahlédni, Ze k¥ =1 (mod p).
Uloha 18. Dokaz, ze kongruence 28 = 16 (mod p) m4 feseni pro kazdé prvocislo p.

Uloha 19. Dokaz, e neexistuje pfirozené ¢islo a takové, ze vsechna tii 2% — 1,
22a+1 _ 1 24e+3 _ 1 jsou prvodéisla.

Tvrdenie (Gaussova lema). Rozdelme si mnozinu {1,...,p—1} na dve polovice
A={1,..., p;—l} aB= {p#, ...,p—1}. Podet ¢isel z mnoziny A, ktoré po prena-

sobeni nejakym a € {1,...,p — 1} prejda do B, nazvime ¢,. Potom (%) = (=1)%a.

To nehovori ni¢ iné ako to, Ze a je kvadraticky zvySok prave vtedy, ked svojim
nasobenim ,,prehadzuje do druhej mnoziny“ parny pocet prvkov.

Uloha 20. Skuste si dokézaf implikaciu ,,a je kvadraticky zvySok = ¢, je parna“
aj bez pouzitia Eulerovho kritéria — teda spocitanim, kolko prvkov prejde na druhi
stranu.

Tvrdenie (Kvadraticka reciprocita). Pre rozne neparne prvocisla p, g plati

(-

Uloha 21. Dokézte, Ze &sla tvaru 2% 4+ 1 nemaji prvodiselnych delitelov tvaru
8k — 1. (Vietnam TST 2004)

Uloha 22. Dokézte, Ze ak ma rovnica 22 +xy+y? = n racionalne riegenie (z,y € Q),
tak uz ma aj prirodzené.

Uloha 23. Dokazte
<a> _ (fl)Ei’;”mL%J,

p
Uloha 24. S pomocou predchadzajicej tilohy dokazte (inym spdsobom) kvadraticki
reciprocitu.
Uloha 25. Doka#, Ze pro n > 1 nemtize nastat n | 2"~ + 1.

Uloha 26. Pro kazdé a € N, které neni étverec, existuje nekoneéné mnoho prvoéisel
a

p takovych, ze (5) =—1.
Kubické zvysky

Ano, tito Cast sme si nestihli prejst na ,prednaske“, a tak st tu niektoré (ne-
)analdgie s kvadratickymi zvySkami zhrnuté do tloh.

Uloha 27. Rozmyslite si, Ze a je kubickym zvyskom mod p prave vtedy, ked
p—1
a ™G = 1 (mod p). ZovSeobecnenie?
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Uloha 28. Dokaite, 7e pocet kubickych zvyskov mod p bude %, resp. p — 1, ak
je p tvaru 3k + 1, resp. 3k — 1.

Uloha 29. Pre prvoéislo p = 3k + 1 existuji mod p kubické nezvysky a, b také, ze
ab je kubicky zvysok.

Uloha 30. Ukaz, ze 2 je primitivni prvek mod 3".
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Hinty

Hint 1. Mald Fermatova veta a povSimnutie: % + % + % =1.

Hint 2. Uvazujme vSetky pripustné hodnoty xa — y, tych bude vela.

Hint 3. Vyrob geometrickou fadu s primitivnim prvkem.

Hint 4. 2 je primitivni prvek mod p.

Hint 5. Zjevné an € {—1,0,1}. Vezmi primitivni prvek, dofes nulu.

Hint 6. Rozlis piipady podle toho, zda p—1 | 120. Vyrob geometrickou fadu s primitivnim
prvkem.

Hint 7. Uvazuj zvlast mod 100 a mod 101. Vyuzij toho, Ze 2 je primitivni prvek mod 101.
Hint 8. Uvaz polynom z'°8%! 4 ... 4 ¢1°89 kde loga znadi exponent z spliujici g¢ = a
pro pevné zvoleny primitivni prvek g. Zadani mu dava spoustu korentl.

Hint 9. Nejdiiv si najdi dostatek = takovych, ze leva strana mé p-valuaci ¢ — 1. Poté dotes
tim, Ze n&jaké z nich je mod p kofenem 297! + ... 4+ 1, ale neni kofenem E?;i gt
Hint 10. Rad déli p — 1.

Hint 11. Geometrickd fada s pomoci primitivniho prvku.

Hint 12. Zvolme ,nasilu“ A, B tak4, ze A+ B + 1 = 0, a treba doladit, aby to boli naraz
kvadratické zvysky.

Hint 13. Rozmysli si, ze A, B musi byt disjunktni. Kam patfi primitivni prvek?

Hint 14. Je-li a nejmensi nezbytek, uvaz smysluplné b = #, k < a.

Hint 15. Trochu podvod: mrknite o ktsok dopredu na Gaussovu lemu.

Hint 16. Ak by ich bola koneéna mnozina {q1, ..., qx}, tak 4¢7 - - - g7 + 1 musi byt delitelné
nejakym prvocislom p z nich. Potom je —1 kvadraticky zvysok mod p. ..

Hint 17. Druhy suplement.

Hint 18. Rozloz na kvadratické polynomy.

Hint 19. Kvadratické zbytky mod a, 2a + 1, 4a + 3.

Hint 20. D4 sa na to pozreaf ako na dvojité nasobenie prvkom b? = a. Niektoré prvky
prejdi z A — B — B, iné napr. B — A — B, ... staci zratat prispevky.

Hint 21. Rozoberte n podla parity a bude sa hodif Euler a nejaké jeho specialcasy.

Hint 22. Aké prvodisla je mozné dostat ako z2 + zy + y>? Moze sa hodif Thueova lema.
Hint 23. D4 sa ukézaf, Ze ten vyraz v exponente je rovny ¢, z Gaussovej lemy.

Hint 24. D4 sa opif pozriet na obdlznik mrezovych bodov a uhlopriecku py = qz. Pre
fixné x, ¢o vyjadruje ,?;11)/2 % ?

Hint 25. Pfedpokladej zadanou délitelnost. Rozmysli si, ze 21 n a ze —1 i 2 jsou kvadra-
tické zbytky modulo kazdé prvocislo p | n. Poté vyvod spor pomoci prvocisla p | n, které
minimalizuje va(p — 1).

Hint 26. Navol si spravné zbytky modulo prvocinitelé &isla a. Cinské zbytkové a Dirichle-
tova véta zaridi zbytek.

Hint 27. Mozno to vymyslite bez toho, no mne sa hodilo uvazovat o a ako o mocnine
primitivneho prvku.

Hint 28. Vyuzite predchadzajicu tlohu, 3k + 1 case sa da aj osobitne (bez jej vyuzitia).
Hint 29. Predchadzajica tloha & argument ako pri kvadratickych.

Hint 30. Kvadratické zbytky mod 3 a kubické zbytky mod 9.



Generujici funkce
Filip Cermdk

Abstrakt. V pfednasce se nau¢ime pracovat s takzvanymi generujici funkcemi,
které tvori pevny most mezi kombinatorikou a analyzou. Jejich znalost nam da
pomérné koncepcni vhled do nékterych kombinatorickych uloh. Ziskana intuice
se mize hodit necekané casto.

Motivaéni okénko

Zakladni myslenku generujicich funkci miizeme dobfe ilustrovat na néasledujicich
cvicenich.

Cviceni 1. Jaky koeficient ma polynom (1 + 2° + 27)2° u ¢lenu z'7?

Cviceni 2. Méame t¥i kosiky s vejci. V prvnim jsou dvé zluté, v druhém dvé modré
a ve tfetim tii Cervend vejce. Kolika zptusoby lze vybrat 4 vejce?

V prvnim pfikladé si misto ,roznasobeni“ zavorek zjevné situaci chceme pouze
kombinatoricky predstavit, zatimco druhy pfiklad 1ze pfimocafe pirevést na nasobeni
trojice polynomi a eliminovat tim moznost chyby. V tuto chvili by samoziejmeé
kdokoli mohl fict, ze jen slovickarime a pocitame triviality. Korespondenci mezi

kombinatorickymi a analytickymi tlohami 1ze ale dotdhnout mnohem dal, a v tu
chvili za¢ne byt pfekvapivé uzitecna. Tak vzhiru na to!

Hodi se védét
Shrneme par spisSe jednoduchych véci, které se bude hodit mit na paméti.

Tvrzeni (geometricka fada). Pro libovolné z € R, n € Ny plati

zntl — 1

l+z+a°+ 42" =
z—1

Tvrzeni (binomicka véta). Pro libovolné z € R, n € N plati

(g> N (T)” (Z>I2 - (Z)x" = (z+1)"

Jediny nekonecény soucet, ktery budeme do zacatku potfebovat znat, je soucet
nekonecéné geometrické fady. *)

*) Samozfejmé se hodit i dalsi; my si ale uzijeme dost zabavy i tak.
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Tvrzeni (nekone¢ni geometricka Fada). Pro vSechna = € (—1,1) plati
1 —
11—+ Z T
n=0

V pifpadé z = 0 v piedchozim tvrzeni pfitom pouzivame konvenci 0° = 1.
A kdyz uz jsme se dostali k tém nekonednym souc¢ttim, bylo by dobré védét, co
takova nekoneéna fada Y . a,z" vlastné je. Na takovou fadu se lze divat dvéma
zpusoby. Pfedné se na Zzozo a,x™ muzeme divat jenom jako na formdlni fadu, tj.
posloupnost jejich koeficient ag, a1, as, ..., za kterymi jsou symboly z™. Takovéto
formélni fady si muZeme séitat i nasobit jako by to byly polynomy. To odpovida
kombinatorické strané nasi teorie.

Zaroven by se nam ale mohlo chtit za x dosazovat. Pokud by to slo, odpovidala
by fada ZZOZO anx™ néjaké funkci f(x), ktera ¢islu x ptifadi onen nekoneény soucet.
O radé bychom pak tikali, Ze konverguje. To ale bohuzel nefunguje vzdycky — pokud
se koeficienty a; chovaji nepékné, takovy soucet viibec nemusi davat smysl.

Tvrzeni. Konverguje-li fada f(z) =Y, a,z" pro viechna z € (—¢, ) pro néjaké
dostatecné malé € > 0, pak jsou jeji koeficienty jednozna¢né urceny hodnotami
funkce f(x).

Koeficienty a,, se pak daji zrekonstruovat pomoci derivovani jako a,, = % f (")(0).

Protoze nés ale zajima spis kombinatorickd strana mince, konvergencemi se
moc zabyvat nebudeme. K tomu, aby fada konvergovala na néjakém (—%, %) na-
priklad bohaté staci, aby pro vSsechna n € N platilo a,, < K™ pro néjaké pevné
¢islo K. Jakmile tedy koeficienty a,, rostou dostatecné pomalu, jsou jednoznac¢né
urceny funkci f(z). V takovém piipadé séitdni a nasobeni téchto funkci odpovida

formalnimu s¢itani a nasobeni pivodnich Fad.*)

Definice. Af ag,a1,as,... je posloupnost redlnych ¢isel. Jeji generujici (Casto téz
vytvotugict ) funkei rozumime mocninnou fadul)

oo
E apz".

n=0

Pointa je nasledujici. Mame-li néjakou posloupnost cisel, kterd nas zajima, mizeme
z ni vytvorit prislusnou generujici funkci. Tu ale s trochou $tésti dokazeme vyjadrit
v uzavieném tvaru, tieba tak jako to umime udélat pro nekonecné geometrické rady.
Kombinatorické ¢i algebraické vlastnosti ptivodni posloupnosti jsou pak uschovany

*) Pokud Té fady zajimaji, uréité se o nich do¢tes v kazdé kniZce o matematické analyze.
D Lze uvazovat i jiné druhy generujicich funkci, které se hodi k jinym ucelim — my si ale
vystac¢ime s témito.
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ve velmi kompaktnim tvaru, ve kterém s nimi umime jednoduse manipulovat — a
pokud pfislusné fady konverguji, umime se kdykoli beztrestné vratit zpét.

w . Nazjvame

Definice. Pro libovolné r € R, k € N ozna¢me (Z) =
ho zobecnéné kombinacni c¢islo.

Tvrzeni. Proxz € (—1,1) plati (1 +2)" = ({) + ()= + (5)a? +---

Pro r € N je tedy predchozi tvrzeni bézna binomickd véta. Pro r € Z nebo
obecnéji r € Q ale dostavame nové rovnosti, ve kterych najednou napravo vystupuji
nekonecné fady. Kromé souctu nekonecné geometrické fady tedy explicitné zname
dalsi druh souctu, diky ¢emu se umime mnohem lépe vyporadat s nékterymi dalSimi
generujicimi funkcemi.

Seznameni

Cviceni 3 (operace s vytvofujicimi funkcemi). Je dana posloupnost (a;);-,
a jeji vytvorujici funkce a(x). Najdéte vytvorujici funkce posloupnosti

(i) (a; + bi)zov

(
(ii) (@ai);Zo,
(iii) (o/ai)zo,
(iv) (0,0,...,0,a9,a; ...),
k

(v) (ao,0,...,0,a1,0,...,0,a3...),
—— ——
k k
(vi) (zajimavéjsi) (3 g ai), o,

(vid) (i - ;)=

Navod. Pro bod (vi) uvazte soucin (1+x+22+---)(ap+ a1z +asz®+---) a u (vii)
si vzpomertite na derivace.

Cviceni 4. Jakou generujici funkci ma posloupnost ag,as,as, ..., kde a, odpo-
vida poctu zptlsobi, jak zaplatit n korun pomoci korunovych, dvoukorunovych a
pétikorunovych minci? Umite ji napsat v uzavieném tvaru?

Cviceni 5. Mé&jme posloupnosti ag, a1, as, . .. a by, b1, ba, . . . a jejich generujici funkce
a(x), b(x). DokéZzete pomoci nich vyjadfit generujici funkci posloupnosti, jejiz i-ty
Clen je s; = apb; + a1b;—1 + -+ + a;by?

Cvi€eni 6. Posloupnost ag,ay,as,... ma generujici funkci g(x). Jakou generujici
funkci pak bude mit posloupnost ¢asteénych soucti ag, ag + a1, ag + a1 + ag, ...7

Cviceni 7. Af p; znadi pocet zplisobt, jak zapsat ¢ jako soucet pFirozenych ¢isel,
paklize nezalezi na jejich poradi. Dokazete zapsat prislusnou generujici funkci jako
nekonecny soucin néjakych geometrickych rad?
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Cviceni 8. Kolika zptusoby lze ¢islo n € N zapsat jako soucet k celjch nezdpornych
Cisel, jestlize zalezi na jejich potadi?

Cviéeni 9. Kombinatoricky nahlédnéte (177190)7” = Z;io (mnti Il)xj )

Cvi€eni 10. A ted pfes zobecnénou binomickou vétu: ﬁ =32, (M) ad

7=0\ m-—1
Ulozky

Zacneme nékolika péknymi tlohami, které nevyuzivaji zadnou komplikovanou teorii
—jenom trikovou préaci s posloupnostmi a jejich generujicimi funkcemi. Ackoli se mize
hodit znat postupy z dalsich c¢asti prednasky, pravé nyni bychom mohli pochopit,
o co vlastné jde, a naucit se generujici funkce intuitivné pouzivat.

. ; 2
Uloha 1. Pro n € N spoététe 31" ((—1)% (7).

K2

Uloha 2. Dokazte, ze > ,_, (2)2 = (>").

n

Uloha 3. Mame pytel jablek, hrusek, pomeranéti a bananti. Chceme vyrobit salat
z n kust ovoce, aby

* pocet jablek byl sudy,

 pocet hrusek byl délitelny péti,

¢ byly v ném nejvyse 4 pomerance,
¢ byl v ném nejvyse jeden banan.

Kolika zptisoby to lze udélat?
Uloha 4. Hraci kostka je krychle, jejiz stény jsou popsané néjakymi pfirozenymi
Cisly. Navrhnéte dvojici kostek, jejichz hozeni je ekvivalentni hodu dvojici béznych

kostek, tj. aby se vSechny moZné soucty se objevovaly stejné casto. A dokazete uréit,
kolik takovych dvojic kostek existuje?

Uloha 5. Pro z € R, |z| < 1 dokazte
1

=+ )21+ a1+

kde napravo vystupuje nekone¢ny soucin.

Uloha 6. Piirozena &isla jsme disjunktné prokryli n aritmetickymi posloupnostmi
s diferencemi r1, 79, ..., r,. DokaZte, Ze % + % 4+ % =1.

n

Uloha 7. Rozkladem ¢isla m € N rozumime rozlozeni ¢isla m na soudet piirozenych
Cisel, jejichz poradi nas nezajimé. Dokazte, ze pocet rozkladi ¢isla m na rizna cisla
je stejny jako pocet rozkladi m na licha cisla.

Uloha 8. Po celych &islech skace kobylka. Za¢ina v &sle 1 a pokazdé se ndhodné
rozhodne zda sko¢i na ¢islo o jedna mensi ¢i na ¢islo o dvé vétsi. S jakou pravdépo-
dobnosti se nékdy dostane do 07
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Uloha 9. Pro sudé n € N dokazte rovnost

nf(—nk (n n 2) (2(n k) + 1> _ (it )(n+2)
= k n+1 2 ’
(VJIMC 2014)
Uloha 10. Je dana rostouci posloupnost ag, a1, ag, . . . v Ny takova, ze kazdé m € Ny

lze vyjadiit pravé jednim zptisobem jako a; + 2a; + 4ay. Urcete aigos.
(IMO Shortlist 1998)

Uloha 11. Najdéte vSechny disjunktni rozklady Ng = A U B takové, Ze pro kazdé
n € Ny mé rovnice x + y = n, < y stejné feSeni v A x A jako v B X B.

Uloha 12. Pfirozena ¢isla jsme disjunktné prokryli n aritmetickymi posloupnostmi
s diferencemi ri,72,...,7,. Dokazte, ze r; = r; pro néjaké i # j.

Uloha 13. Vrcholy pravidelného n-thelniku jsou obarveny nékolika barvami. Vr-
choly kazdé barvy navic opét tvofi pravidelny mnohotuhelnik. Dokazte, ze dva z nich
maji stejny pocet vrcholu.

Uloha 14. Dokaizte, Ze > (nfk) = F, 11, kde na levé strané scitdme pies vSechna
smysluplnd k a F; znaci i-té Fibonacciho ¢islo.

- k
Uloha 15. Sectét " .
oha Seceek;m(k)<m>

Derivace

Jednim ze Sikovnych zptisobt, jak si uleh¢it praci, je derivovani a integrovani. Jeli
totiz fada ZZOZO anx™ konvergentni na néjakém neprizdném intervalu, jejim zderi-
vovanim dostaneme fadu ZZO O(n + 1)ap412"™. Zintegrovanim ptivodni fady naopak
ziskdme fadu ¢ + En 0 nan 12" pro néjaké realné c.

Tvrzeni (vlastnosti derivace). Pokud existuji f/'(z) a ¢’(z), funkce h spliiuje
h(t) = x a existuje h'(t), a posloupnost (a;);-, spliuje |a;) < K* pro néjakou kon-
stantu K, potom plati

(W) (f £9)'(z) = f'(z) £ ¢' (),

(i) (f9)'(z) = f'(x)g(z) + f(2)g'(2),

(111)((())—f’() "(t) = f' (@) (1),
iv)

(™) = ma™ ! pro kazdé celé (!) éislo m,
v) (Z aixi> = Z ja;xt!
=0 i=1

Uloha 16. Vyjadfete explicitné soucet 12 4+ 22 4 ... 4+ n2.
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Pokud se nudite, postup ptfedchozi tlohy lze bez problému pouzit na zjisténi
souct tvaru 13 + 23 + ... + n3, nebo i jakékoli vy3si mocniny, kterou si predem
vyberete.

Uloha 17. Pro n € N spoététe hodnotu > oheo k:(Z)

Uloha 18. Piirozena ¢isla jsme disjunktné prokryli n aritmetickjmi posloupnostmi

s diferencemi po fadé ri,rs,...,7, a poCateénimi Cleny po fadé ai,as,...,a,. Do-
> e @1 4 An 4 .., 4 an _ n—1
kazte, ze i e e i

Umeét rady derivovat a integrovat se spolecné s dal§imi postupy hodi docela
casto. Pfedchozi dvé tlohy tvofily jen lehkou ochutnavku — v dalSich ¢astech pted-
nasky nabyté znalosti znovu vyuzijeme.

Rekurence

Pomoci generujicich funkci lze pfimocafe fesit rizné rekurence. Pro rtizné specialni
druhy rekurenci existuji prehlednéjsi zptsoby feseni, generujici funkce lze ale pouzit
dost obecné.

Uloha 19. Definujme ag = 0, a;41 = 2a; + 1 pro i > 1. Vyjadiete explicitné a,,.

S pouzitim stejného piistupu a trochy hrubé sily lze vyjadfit i ¢leny jinych
rekurentné zadanjch posloupnosti. Casto je pfitom ale potieba rozkladat vselijaké
racionélni funkce na parcidlni zlomky. Pfedvedme si to na nékolika piikladech. A¢-
koliv je tfeba trochu pocitat, neni se ¢eho bat.

Uloha 20 (Fibonacciho é&isla). At [y =1, F; =1a F, = F,_y + F,_5 pro
n > 2. Vyjadrete explicitné F,.

Vytvorujici funkce ale za¢nou byt skutecné potifeba, jakmile rekurence presta-
nou byt linearni. Samoziejmé pokud feseni umime tipnout, typicky je trivialni feseni
dokoncit indukci. Takovy tip ale viilbec nemusi byt lehky — a generujici funkce ho
umi udélat samy.

Uloha 21. Spoététe explicitné ¢leny posloupnosti splitujici @, 1o — 6241 — 97, =
2" 4+ n pro n € Ny, pficemz 1 = ¢ = 0.

Ponaucenim z této ¢asti by tedy mélo byt, Ze pocitani ¢lend mnoha rekurentnich
posloupnosti jde jednoduse prevést do jazyka generujicich funkci, které pak resime
jako ,,bézné rovnice“. Pokud nam pritom pieje Stésti a mame zkusenosti, z vyjadreni
generujicich funkci zvlddneme zpétné vycist hledanou posloupnost. Az budeme mit
vice znalosti, vyTesime si i par zajimavéjsich rekurenci.

Zobecnéna binomicka véta (a rekurence podruhé)

Jakmile tedy p¥i vypoctech dospéjeme ke generujicim funkcim, kde se vyrazy (1 + x)"
vyskytuji ve jmenovatelich ¢i dokonce v odmocninach, uz z nich budeme umét ex-
plicitné vyjadrit Cleny prislusné posloupnosti. V. mnoha pripadech se samoziejmé da
zobecnéné binomické vété vyhnout, casto ale podstatnym zpisobem pomiize.
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Uloha 22. V kosiku je 30 modrych, 40 Gervenych a 50 bilych mickii. Kolika zptisoby
Ize vybrat 70 micka?

2 20
Uloha 23. Dokaizte Z ( a>< > =4",
a b
at+b=n
Uloha 24. S jakou pravdépodobnosti padne pii hodu 12-ti hracimi kostkami pfesné
307

Uloha 25. Kolik existuje slov z pismen a, b, ¢, d délky n, ve kterjch se nikde vedle
sebe nevyskytuji pismena a, b7

Uloha 26 (Catalanova &isla). Mame ¢tverec n xn rozdéleny na jednotkové étverce.
At ¢,, znaci pocet cest z levého dolniho do pravého horniho rohu ptivodniho ¢tverce,
které vedou po hranach mensich ¢tverecklt smérem doprava ¢i nahoru a zastavaji
celou dobu pod diagonélou (muZou se ji dotknout). Spoctéte c,,.

Uloha 27. Uvazme viech 2626 viech slov délky 26 nad anglickou abecedou. Necht
ma kazdé slovo vahy k%rl, kde k je pocet nepouzitych pismen v daném slové. Dokazte,
7e suma vah pies vSechna slova je 37°. (IMC 2015)

Literatura a zdroje
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Hinty ke cvic¢enim

Hint 1. Tento koeficient se da kombinatoricky vyjadrit jako (210) . (129) = 20-19-9 19 9 — 3420.
Hint 2. Nasobte (1 + 2 4 2%)(1 4+ 2 4+ 2?)(1 4+ z 4 2% + 23), koeficient u z* Je 8.
. 1
Hint 4. W
Hint 5. a(z) - b(z).

Hint 7. [[°, =

i=1 1—a®"

Hint 8. ("/*71).
Hint 9. ﬁ =(Q4+z+22+--)"

Hint 10. Minus nemé nikdo rad. ..

Hinty k dloham

Hint 1. Clen u 2" v (z + 1)"(z — 1)™.

Hint 2. Uvazte koeficient u z" v polynomu (14 )%

Hint 3. Jsou to koeficienty rady =z salat z m kusu ovoce lze proto pripravit n + 1
zpusoby.

Hint 4. Rozlozte polynom f =z + 22 + 2 + 2% 4+ 2® + 25, jak jen to jde. Soucty po hodu
dvéma kostkami pak odpovidaji polynomu f2.

Hint 5. Jednoznac¢né vyjadreni cisel ve dvojkové soustaveé.

Hint 6. Rozepiste do rovnosti geometrickych fad, 125 = 17”? + 1’”:,2 + -+ %
Zbavte se vyrazu 1 — = a poslete z — 1.

Hint 7. Nahlédnéte, ze poéet rozkladi mé generujici funkci danou nekoneénym soucinem

geometrickych fad [[ 7, == Pomoci stejnych metod prevedte tlohu na ovéfeni néjaké

m".
rovnosti nekone¢nych soucint a pak s nimi vhodné hrajte.

Hint 8. Oznacéme a; pocet posloupnosti skokid zacinajicich v 0, které se dostanou do 0
poprvé po i skocich. Dale at b; znaci stejny pocdet pro posloupnosti zac¢inajici v &isle 3.
Vsimnéte si vztahu mezi generujicimi funkcemi.

Hint 9. Nejprve si vSimnéte rovnosti ﬁ = Z;io (mgizl)xj Interpretujte levou
stranu zadani jako néjaky koeficient sou¢inu dvou vhodnych fad.

Hint 10. Uvazte funkci f(z) = > 2, . Hrajte si se se souc¢inem ji samé pfi vhodném
dosazeni tak, aby vyslo ﬁ

Hint 11. Uvédomte si, Ze pokud je fesenim par (x,y), pak je feSenim i (y,x) a to v obou
pripadech. Generujici funkce f, g pro A a B pokryji celé Ng. Také musi platit, ze maji
stejny pocet feSeni dané rovnice, az na pripady =z = y vytvoite soustavu a hrajte si.
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Hint 12. Uvazte stejny rozklad jako v tloze 6. Bézte na to sporem. Vezméte nejvétsi dife-
renci a zkuste dosadit néco vhodného komplexniho. Tfeba vhodnou komplexni odmocninu
z 1.

Hint 13. Rozmyslete si, ze jde o specifické pokryvani prvnich n ¢isel aritmetickymi po-
sloupnostmi. Zkuste vyuzit prikladl, které méli podobny styl.

Hint 14. Udélejte vytvorujici funkci se sumou na levé strané a prohodte sumy. Poté uz by
to mélo jit snadnéji. Trik si zapamatujte!.

Hint 15. Uvazte vytvofujici funkci této sumy pro n a prohodte sumy (zapamatujte si
tenhle trik!). Vyjde ()2"~"™.

Hint 16. Vezméte geometrickou fadu. Derivujte, derivujte!

Hint 17. Derivujte binomickou vétu, dosadte 1. Vyjde n2" 1.

Hint 18. Zderivujte, dosadte 1 a pouzijte identitu pro soucet prevracenych hodnot dife-
renci.

Hint 19. Vyjde 2" — 1.

Hint 20. Po delsim vypoétu vyjde (1 4+ = + z2)(x + 2% + 23)(1 + z)(1 + 2).

Hint 21. Prevedte na vytvotujici funkce a prosté poditejte. . .

Hint 22. Zacnéte stejné jako v prvnim cviceni. Misto pfimého roznasobovani polynomt

1—gt?!

pouzijte vztahu 1+ + 2% + -« + 2" = 1= a zobecnéné binomické véty.

Hint 23. Vytvorujici funkci pravé strany znate a suma vlevo odkazuje na nisobeni rad.

Rozvinte ﬁ pomoci zobecnéné binomické véty do mocninné fady.

Hint 24. Zacnéte stejné jako v prvnim cviceni. Misto pfimého roznasobovani polynomu
pouzijte vztahu 1+ + 2% + -+« + 2™ = 1_1317:1
Hint 25. Sestavte soustavu z rekurentniho vzorce pro pocet slov daného typu. Prevedte

a zobecnéné binomické véty.

na problém vytvofujicich funkci. Pismena a, b a ¢, d maji vzdy stejnou vytvorujici funkeci.
Hint 26. Nahlédnéte rekurentni vztah ¢, = cocn—1+ - -+ cn—1co, se kterym pak pracujte
v TeCi generujicich funkci.

Hint 27. Uvazte rekurenci pro pocet slov délky n, které nepouzily ¢ pismen. Podivejte se,

jaky vztah to dava na vytvorujici funkce. Vite, Ze fol k= ﬁ?
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Analytické metody v olympiadni teorii ¢isel
Matéj DoleZdlek

Abstrakt. Zakladni myslenkou analytické teorie Cisel je vzit divokou veli¢inu,
kterd v sobé kéduje zajimavou informaci (tfeba rozlozeni prvocisel), odhadnout
ji hez¢i funkei a néco z toho vyvodit. UkdZeme si, ze myslenky podobného razu
mohou najit uplatnéni i v olympiddnich tlohach, a prozkouméame také, jak miize
konvergence posloupnosti pomoci v tlohach s celymi ¢isly.

Definice (asymptotickd notace). Budte f, g funkce definované na kladnjch
redlnych ¢islech. Rekneme, 7e funkce f(x) je O(g(z)), pokud existuje konstanta C
splijici | f(z)| < Cg(x) pro vSechna dostateéné velkd x. Tuto skute¢nost zapisujeme
f € 0(g(z)) a méné formalné téz f(x) = O(g(z)).

Umluva. Symbolem log budeme znagit pfirozeny logaritmus.

Uloha 1 (motivaéni). Pfirozené é&islo n nazveme mocninové, pokud n = x* pro

néjakd pfirozend x, k, kde k > 2. Necht je ay,az,as, ... rostouci posloupnost, v niz
jsou serazena vSechna mocninova c¢isla. Dokaz, Ze pro nekonecné mnoho indexi i je
a;+1 — a; nasobkem d&isla 2021. (KS 10-N6)

Reseni. Vsimnéme si, Ze (a + 1)2 — a® = 2a + 1, takZe kdyz se pro néjaké a = 1010
(mod 2021) mezi a? a (a + 1)? nenachézi z4dné dalsi mocninové ¢islo, dojde k déli-
telnosti, kterou chceme. Ted jen staci dokdzat, Ze se to déje nekoneéné mnohokrat.
Ukazeme, Ze (neétvercovych) mocninovych ¢isel je jednoduse moc mélo na to, aby
zkazila (skoro) vSechny vyskyty hledaného jevu.

Uvazujme n&jaké piirozené N. V rozmezi 1 az N je nachazi {\/NJ Stvercit a
pritom mezi kazdymi 2021 dvéma z nich se nachazi jeden, jehoz zaklad dava zbytek
1010 modulo 2021. Lze tedy Fici, #e v 1 a% N se vyskytne alespoii {20% \/NJ dvojic

a?, (a+1)?>sa = 1010 (mod 2021). Aby nadm takova dvojice nedala vyhovujici index
1, musi se mezi témito dvéma ¢tverci nachazet dalsi mocninové ¢islo. To nemize byt
dalsi ¢tverec, takze to bude néjaka treti nebo vétsi mocnina.

Kolik je takovych v rozmezi 1 az N? Mélo by byt ¢ < N pro z > 2, k > 3. Pro
jedno fixni k je takovych dvojic (z,k) zjevné nanejvys ¥ N < V/N. Navic nemusime
uvazovat véechna k, diky = > 2 musi byt 28 < N, tedy k& < log, N. Dohromady
tak dostavame, ze vyssich mocninovych ¢isel, ktera by se mohla vetknout mezi nase
Ctverce, je jen O(\s/ﬁ log N). To je ale asymptoticky méné, nez kolik mame dvojic
¢tverctl, coZ roste az na konstantni nasobek jako v/N.

Méme tedy mnohem méné ,,problémovych ¢isel“ nez dvojic, které by jimi mohly
byt ,rozbity“. Nekoneéné mnoho dvojic (dokonce valné vétsina z nich) tak ztstane
nerozbito, takze mame vyhrano.
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Poznamka (kapitoly a jak je €ist). Tento piispévek se zabyvd mnoha néstroji
a vétSina tloh v ném je pomérné tézka. Rozhodné jej proto nechces ¢ist po-
poradé! Naopak doporucuji preskakovat z mista na misto a vyzkouset si tlohy ze
v8ech kapitolek. Ty jsou na sobé& povétsinou nezavislé, vyjimkou jsou (obzvlasté) pr-
vociselné sumy, jejichz znalosti a ideje se mohou hodit pti odhadech v prvociselném
union boundu.

Asymptotika valuaci a polynomii

Na rozehrati si zkusime rozmyslet, jak rychle nebo pomalu Ze nam to rostou né-
jaké kazdodenni objekty teorie ¢isel — budeme si hrat s celoc¢iselnymi polynomy a
s p-valuacemi. Pro jistotu nasleduje rychlé shrnuti vseho dilezitého o p-valuacich.
U polynomt si povétsinou vystacime s védomim, zZe (nekonstantni) polynomy utikaji
do nekonecna a polynomy vétsiho stupné utikaji rychleji.

Definice. Pro prvocislo p rozumime p-valuact celého éisla n (znacime v, (n)) nejvetsi

exponent k takovy, Ze p* | n. Pro nulu dodefinovavame v,(0) = oo, pro racionalni
¢isla vy (a/b) = vp(a) — vp(b).

Tvrzeni (turboshrnuti p-valuaci). Pro pfirozena®) a, b a prvoéislo p plati:

(i) vp(ab) = vy(a) + vy(b),
(ii) vp(a+b) > min{v,(a),v,(b)}, pro vy(a) # v,(b) uz v uvedené nerovnosti dokonce
musi nastat rovnost,

(iii) vp(a) < log,(a),

(iv) vp(al) = Z \‘aJ = w, kde s, je ciferny soucet v soustavé o zakladu p,
oL p—1
(V) vp ((atb)) = podet ,prenost jednicky“ pfi s¢itani a + b pod sebe v soustavé
o zakladu p,
(vi) pokud liché p déli a — b, ale ned8li a, b, pak v,(a™ —b™) = vy(a — b) + v,(n),
(vii) jsou-li z, y lichd a n sudé, pak va(z™ — y™) = va(z — y) + va(z + y) + v2(n) — 1.

Uloha 2. Pro polynom f s celo¢iselnymi koeficienty existuje posloupnost po dvou
riiznych pfirozenych ¢isel {a,}22 ; splitujici

0= f(al), ap = f(a2)a ag = f(a3)a

Jaky miiZe byt stupen f? (Turnaj mést 2003)

Uloha 3. Jsou dany nenulové polynomy f, g s celoéiselnymi koeficienty takové, ze
f(n) | g(n) pro nekoneéné mnoho pfirozenych n. Nahlédni, Ze g = f - h pro néjaky
polynom h s racionalnimi koeficienty.

*) Nékteré z uvedenych vlastnosti plati i pro celd & dokonce racionélni a, b — zkus si rozmyslet
které.
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Uloha 4. Je dano liché prvoéislo p. Dokai, Ze pro véechna dostateéné velka pfirozena
¢isla x ma jedno z cisel z,x + 1,2 +2,..., ¢ + %71, T+ % prvociselného délitele
vétsiho nez p. (China Southeast 2020)

Uloha 5. Pfirozené ¢islo nazveme palindromem, pokud se nezméni obracenim po-
fadi jeho cifer v desitkové soustavé. Najdéte vSechny polynomy f s celociselnymi
koeficienty takové, Ze f(n) je palindrom pro kazdé pfirozené n.

Uloha 6. Je dano piirozené ¢&islo k. Dokaz, Ze existuje N takové, Ze pro vsechna
n > N ma (}) alespon k riizngch prvoéiselngch déliteld. (China TST 2010)

Uloha 7. Bud f nekonstantni polynom s celoéiselnymi koeficienty. Potom existuje
nekoneéné mnoho prvocisel, jez déli néjaké nenulové f(n) pro n € N.
(Schurova véta)

Prevracené hodnoty

Obcas dovedeme o posloupnosti/mnoziné néco vyéist z fady prevracenych hodnot.
S nekoneénymi sumami a limitami si zatim dovolime zachdzet jen intuitivné — pokud
by drahého Gtenafe zajimala pofddné definice, necht mrkne do kapitolky o konver-
gentnich celo¢iselnych posloupnostech.

Umluva. Bud {z,}°; posloupnost nezipornych realnych &sel. Pokud je soucet
fady Zle x, konecny, fekneme, Ze tato fada konverguje. V opacném piipadé 1i-
kéame, ze diverguje.

Uloha 8. Uvazujme rostouci posloupnost piirozenych ¢isel {a,}5 ;. Dokaz, Ze

pokud pro néjaké k > 0 suma > -, (%k diverguje, pak existuje nekone¢né mnoho

prvocisel, jez déli néjaké a,.

Uloha 9. Je dana neklesajici posloupnost pfirozenych é&isel {a, }°2 , ktera spliiuje

lim,,_, @, /n = 0. Dokaz, Ze posloupnost {n/a,},., obsahuje vSechna pfirozena

cisla.

Uloha 10. Jsou dana cel4 ¢&isla a, b > 1. DokaZ, Ze néjaky nasobek a ve svém zapisu

v soustavé o zakladu b obsahuje kazdou z ¢islic 0,1,...,b — 1 alespon jednou.
(upraveny Putnam)

Uloha 11. Rostouci posloupnost pfirozenych é&isel {a,, }5; spliiuje a,, < 100n pro
vSechna n. Dokaz, Ze v ni lze nalézt nekone¢né mnoho ¢lenti, jejichz zapisy v desitkové
soustavé obsahuji 2023 po sobé jdoucich jednicek.

Sumy a prvocisla

Casto se nam stane, ze potfebujeme odhadnout jakousi sumu pies prvoéisla. V této
kapitolce si k tomu predstavime potrebna fakta a nastroje. Pokud zde néco oznacuji
jako ,,Fakt“, pak tim chci fict, ze poradny diikaz je nad nase moznosti nebo z jiného
dtivodu nestoji za to.

Umluva. Pokud sumu nebo produkt indexujeme pismenkem p, pak za jeho hodnoty
bereme jen prvocisla.
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Tvrzeni (integralni odhad sumy). Necht je f nerostouci integrovatelnd funkce
definovand na intervalu [a — 1,b + 1], kde a, b jsou celd ¢isla. Potom plati

b+1

b b
| @z sz [ @

Analogicky odhad lze odvodit i pro neklesajici funkci.

Uloha 12. Z % =logz + O(1).

n<z

Ve skutecnosti plati jesté silngjsi vztah > L — Jogz + v+ O(1/z), kde v =

n<x n

0,577 ... je konstanta. Dukaz vyZaduje sofistikovanéjsi formu integralniho odhadu.

1
Fakt. Z » = loglogz + O(1).

p<z

Uloha 13. Necht w(n) znaéi poéet riiznych prvoéiselnych déliteltl piirozeného &isla
n. Dokaz, ze plati > __ w(n) = zloglogx + O(z).

n<z

Uloha 14. H (1 - 1) =0.
p

p

= 1
Uloha 15. Z — konverguje, pravé kdyz a > 1.
n=1 ne
=1 2
Fakt. —=—=164...
a ngl n?2 6 ’

6

ﬂ-Z

Uloha 16. Nahlédni (neformélng), Ze v intervalu [1, z] je zhruba
Cisel.

x bezétvercovych

1 1
Fakt. Z F < 5
P
Na zévér kapitoly si jesté oznacme prvociselnou funkci m(x) = > ., 1. Zde

nemame ¢as si o ni cokoliv dokazat poradné, k feSeni tloh by mélo stacit nasledujici:

z
log x

Fakt (prvociselna véta). 7(x) ~ 7. Tim se mysli, Ze pomér 7(z) a
velka z blizi k 1.

1 x

p<z

se pro

Uloha 18. Necht Q(n) znaé¢i pocet prvociselnych déliteli n véetné nasobnosti. Do-

z(log log w)k71 )

kaZ, ze pro libovolné dané pfirozené ¢islo k ma rovnice Q(n) = k jen O ( Tog

FeSeni v intervalu [1, z].
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Prvocéiselny union bound

Vyzbrojeni nastroji na kroceni prvociselnych sum mizZeme predstavit mirné kom-
plikovanéjsi verzi myslenek z tivodni motivacni tlohy — chceme-li ukazat existenci
(nekone¢né mnoha) ,dobrych* ¢isel, sta¢i odhadnout pocet téch ,Spatnych“. Jeli-
koz je mnoho jevl v teorii ¢isel dosvédéeno néjakym prvocislem, budou se v nasSich
odhadech mnohdy vyskytovat pravé sumy pfes prvocisla.

Uloha 19. Jsou dana celd &isla ay, a, by, by takova, Ze a; > 0 a zaroven ged(a;, b;) =
1. Dokaz, ze existuje nekone¢né mnoho ¢ takovych, ze a1t 4+ b1 1 ast + bs jsou bez-
Gtvercova Cisla. (Iran 2020)

Resent. Aby a;t+b; nebylo bezétvercové, musi to byt ndsobek néjakého p?. Prozkou-
mejme tedy feseni kongruence a;t +b; =0 (mod p?). Mohou nastat dva piipady:

e p | a;. Potom z nesoudélnosti p 1 b;, takZe a;t + b; nikdy neni ani nisobkem p.
e p{a;. Potom mé kongruence jediné fefeni t = —b;/a; (mod p?).

V souhrnu tedy existuje nanejvys jedna zbytkovéa tiida, ktera kongruenci fesi. Uvazu-
jeme dvé aritmetické posloupnosti, takze pro jedno p mizeme mit zakdzany nanejvys
dvé zbytkové t¥idy mod p?, tudiz mezi libovolnymi p? po sobé jdoucimi piirozenymi
C¢isly jsou jen (nanejvys) dvé zakdzana prvocislem p.

Podivejme se na pocet vSech zakdzanych ¢t mensich nebo rovnych néjakému N.
Odhadneme jej shora jako soucet poctu Cisel zakazanych jednotlivymi prvocisly —
staél pritom ale zahrnout jen prvocisla mensi nez odmocnina ze vsech relevantnich
|a;t + b;|. Tuto velikost ¢lentt naSich aritmetickych posloupnosti sta¢i velmi hrubé
odhadnout tieba jako kN, kde k = l|ai| + |az| + |b1] + |b2| je konstanta. Pocet
zakazanych Cisel tak bude odhadnut sumou

> 2LJH<2N <Z > 2

1
— +
p
p<VkN p<VEkN p<VN
Prvni ¢len shora odhadneme jako 2¢N, kde ¢ = Zp p% < %, druhy jako

a VN
2r(VEN) = O (W) )

coZ je asymptoticky mensi nez N. Asymptoticky nejvétsim ¢lenem v odhadu tak je
2¢N, coz je linearni funkce s vedoucim koeficientem ostfe mensim nez 1. Pro dost
velkd N tedy ziskame linedrné mnoho (zhruba (1 — 2¢)N) nezakdzanych ¢, pro kterd
budou obé a;t + b; bezétvercova.

Poznamka (pozor na zaokrouhlovaci ¢leny). V predchozi tloze jsme vidéli, ze
kromé ,,t¢ hlavni* sumy » p% jsme v tloze dostali i éleny plynouci z odhadu (horni)
celé ¢asti. Clovék muize pii pfemysleni o podobnych tilohach snadno nabit dojmu,
ze tyto Casti odhadu lze zanedbat, tak tomu ale neni! K jejich vyporadani typicky
pouzivame prvociselnou vétu, a pokud by tyto zaokrouhlovaci odhady pfipadaly

v uvahu pro pfili§ mnoho prvoéisel, mohly by se pos¢itat na néco prilis velkého.
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Poznamka (fedéni posloupnosti). Uvazujme, Ze se v tloze snazime o to, aby né-
jaké vyrazy (tFeba prvodisla nebo jejich mocniny) nedélily moc ¢lent né&jaké posloup-
nosti {a, }5°; (tieba aritmetické posloupnosti). Casto dovedeme nékteré konkrétni
vyrazy (prvoéisla) uplné vyfadit ze hry, kdyz se misto celé {a,}52; budeme divat
jen na vhodné zvolenou podposloupnost. Ilustrovano na prikladu: u posloupnosti
an + 1 mozné musime Tesit, kolik ¢lenti je délitelnych jednim zvolenym prvocislem
q. Kdyz se ale zaméfime jen na podposloupnost agn + 1, jsme v klidu — vSechny jeji
Cleny jsou s ¢ nesoudélné.

V disledku toho nadm z prvociselné sumy, kterd se v tloze vyskytne, témér
zadarmo zmizi ¢len od prvodisla ¢. S timto trikem se tak ¢asto prihodi, Zze tam, kde
na prvni pohled potiebujeme prvociselnou sumu mensi nez 1, nam postaci, aby byla
konvergentni. VyzkousSej si to na nasledujici tloze!

Uloha 20. Jsou déna p¥irozena &isla aq, . . ., ay. DokaZ, Ze existuje nekoneéné mnoho
t takovych, ze a;t + 1 jsou bezcétvercova ¢isla pro vSechna i =1,...,k.

Uloha 21. Nahlédni, Ze kdyby Zp % konvergovalo, pak by nekone¢né mnoho pfiro-
zenych ¢isel nemélo zadné prvociselné délitele. (elementarni dikaz > % = 00)

Uloha 22. Dokaz, #e pro nekoneéné mnoho pfirozenych n je n? + 1 bezétvercové
¢islo. (China TST 2015)

Uloha 23. Posloupnost piirozenych ¢isel {a,, }°2; nazveme roztomilou, je-li rostouci
a zéroveti splituje a,, < 9000n. Index i nazveme hustym, pokud a; | lem(ay, ..., a;—1),
a fidkym, pokud a; { lem(ay, . .., a;—1). Rozhodni, zdali kazd4 roztomild posloupnost
musi mit nekoneéné mnoho

(1) hustych index,

(ii) Fidkych index. (EMMO 2016)
Uloha 24. BudiZ aq, ag, . .. rostouci posloupnost, v niz jsou sefazena vsechna bez-
¢tvercova prirozena cisla. Dokaz, ze pro nekone¢né mnoho indext ¢ plati a;+1 —a; =
2020. (China Southeast 2020)

Uloha 25. Dokaz, 7e existuje nekoneéné mnoho pfirozenjch n takovych, ze éslo
n? + 1 neméa zadného délitele tvaru k2 + 1 vyjma sebe sama a jednicky.
(Tran 2010)

Uloha 26. Pro pfirozend b a x oznacujme jako sy(x) ciferny soudet &isla x zapsa-
ného v soustavé o zakladu b. Dokaz, Ze pro libovolné dané ptirozené k£ umime zvolit
nekone¢né mnoho pfirozenych n spliwjicich s,(n) > k pro vSechna prvoéisla p.

Uloha 27. Dokaz, Ze existuje kladné reélné konstanta c s nésledujici vlastnosti:
kdykoliv jsou a, b, n ptirozend &isla takové, ze pro libovolnd i,j € {0,1,...,n} plati
ged(a+4,b+ j) > 1, potom je splnéna nerovnost min{a, b} > (cn)™.

(zesilené USAMO 2014/6)
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Uloha 28. Dokaz, e existuje konstanta ¢ > 0 s vlastnosti: kdykoliv je n pfirozené
¢islo a zvolime n rlznych ¢isel nepfevysujicich 2n, pak nékterd dvé z nich maji
nejvétsiho spole¢ného délitele vétsiho nez en. (Tuymaada 2007)

Konvergentni celoc¢iselné posloupnosti

Kdyz uz se bavime o technikich z pomezi teorie ¢isel a matematické analyzy, byl by
hfich nezminit konvergentni celo¢iselné posloupnosti. A co Ze je to teda ta konver-
gence?

Definice. Rekneme, Ze reélné ¢islo a je limitou posloupnosti realnych ¢isel {a,, }°° 4,
pokud pro libovolné € > 0 existuje N takové, Ze pro vSechna n > N je |a, — a| < €.
Rikéme téz, 7e (posloupnost) a,, konverguje k a.
Rikame-li, ze fada >0 | an konverguje k néjakému souctu s, pak tim myslime,
ze k limité s konverguje posloupnost ¢aste¢nych souéttt s, = > 1, a;.
Tvrzeni (turboshrnuti limit). Necht jsou {a,}>2, {b,}52; posloupnosti kon-
vergujici po fadé k a, b. Potom:
(i) {an + bn}52 konverguje k a + b,
(ii) {anb,}22, konverguje k ab,
(iii) pokud b # 0, pak {a,/b,}22; konverguje k a/b,
(iv) je-li f funkce spojitd v a, pak {f(a,)}>2, konverguje k f(a),
(v) je-li a = b a pro v8echna dostate¢né velkd n plati a,, < ¢, < by, pak i posloupnost
{¢n}22, konverguje k a.

Cviceni. Rozhodni, zda nasledujici posloupnosti konverguji, a pfipadné k ¢emu:

(1) % v zéavislosti na polynomech p, g,

(i) v =T - v/,

2023+101010

(1]1) 17,27”
Tvrzeni (stéZejni). Ma-li posloupnost celych ¢isel {a,,}5° ; limitu A, znamen4 to,
ze od jistého N uz pro n > N plati a, = A.

Uloha 29. Jsou dana kladné realna &isla ay, . . ., ax, z nichz alespoii jedno neni celé.
Dokaz, Ze existuje nekoneéné mnoho prirozenych n takovych, Ze n je nesoudélné s

lain| + -+ |lagn] .

Uloha 30. Najdéte viechny dvojice pfirozenych &isel (a,b) takové, Ze a™ + b" je
(n + 1)-tou mocninou ptirozeného ¢isla pro kazdé n.
Uloha 31. Je dana rostouci posloupnost piirozenych &isel {a,}5%,, ktera spliiuje

an | a1 + -+ ap—1 pro v8echna pfirozena n > 2001. Dokaz, Ze pro vSechna dosta-
teéné velka n plati a,, = a; + -+ + ap_1. (Turnaj mést 2001)
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Uloha 32. Je dan kvadraticky polynom f s celoéiselnymi koeficienty takovy, ze f(n)
je ¢tverec pro kazdé ptirozené n. Nahlédni, Ze f je rovno ¢tverci néjakého linearniho
polynomu.

Uloha 33. Cela éisla a, b spliiuji, Ze a2™ +b je étverec pro kazdé pfirozené n. Dokaz,
ze a =0. (Polsko)

Uloha 34. Pfirozené &slo nazvéme jednickové, pokud je v desitkové soustavé za-
psdno samymi jedni¢kami. Najdéte vSechny realné polynomy f takové, Ze pro jed-
nickové n je f(n) také jednickové. (Putnam 2007)

Uloha 35. Budiz b > 5 celé &islo a pro kazdé n € N definujme z,, jako ¢slo se
zapisem

1...122...25

—

n—1 n

v soustavé o zakladu b. Dokaz, ze x,, je ¢tverec pro vSechna dostate¢né velka n pravé
tehdy, kdyz b = 10. (ISL 2003)

Uloha 36. Je d4n monicky polynom f s celociselnymi koeficienty takovy, ze f(x) =
2™ ma pro kazdé n € N feseni v pfirozenych ¢islech. Dokaz, ze f je linearni.
(1KS 8-N2)

Aplikace predchoziho

Na zavér je tu par ulozek, které jako lemmaéatko pouzivaji néco, co bylo k vidéni vyse
v piispévku. Ne vzdy je souvislost vidét na prvni chvili, takze dobrou chut!

Uloha 37. Nahlédni, 7e pro nekone¢né mnoho piirozengch éisel n plati 7(n) | n.

Uloha 38. Je dano kladné reélné &islo v. Je-li p1, pa, . .. rostouci posloupnost viech
prvocisel, dokaz, ze ¢isla |p,v| maji dohromady nekoneéné mnoho prvoéiselnych
délitela.

Uloha 39. Ukaz, Ze existuje nekoneéné mnoho piirozenych ¢éisel n spliujicich dé-

litelnost
(n!)n+2015 | (n2) B

(Turkey TST 2015)

Uloha 40. Necht p,, zna&i n-té prvodislo a v je kladné realné &islo. Dale oznaéme
an = |pnv]. Rozhodni, zda je mozné, aby existovalo pouze koneéné mnoho indext
k takovych, ze pl° | (2;:) pro vSechna i = 1,2,...,2020. (KoMaL A.787)
Uloha 41. Necht ¢(n) znaéi poéet pfirozenych ¢isel mensich nez n, které jsou s nim
nesoudélné. Dokaz, ze pro né&jaké pfirozené m m4 rovnice ¢(x) = m alesponi 2015
feseni. (USA TSTST 2015)
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Uloha 42. Uvazujme funkci g : N — N, ktera vzdy pfirozenému &islu s prvoéiselnym
rozkladem n = []\_, p{" pfifazuje hodnotu

,
g(n) = H aipd L.
i=1

Dokaz, ze existuje nekoneéné mnoho pfirozenych n takovych, ze g(n+1) = g(n) + 1.
(VIIMC 2022)

Uloha 43. Necht 7(n) zna¢i pocet délitelti ptirozeného &isla n a budiz dano € > 0.
DokaZ, ze pro vSechna dostateéné velkd x je v intervalu [1, 2] méné nez ex pfirozenych
¢isel n splitujicich 7(n) | n.

Literatura a zdroje

Z nésledujicich zdroji jsem cerpal vétsinu tloh, pficemz jsem ani zdaleka nevycerpal
v8echny. V [1] a v mensi mife téz v [3] (kapitoly 15 a 17) lze také nalézt dalsi
analytické techniky, kterym jsem se v tomto prispévku nevénoval, pfevazné proto,
7e obnasi vétsi mnozstvi teorie.

[1] Ayan Nath: A Taste of Analytic Number Theory,

https://www.cmi.ac.in/"ayannath/olympiad-analytic-nt.pdf.
[2] Pavel Turek: Konvergentni posloupnosti v N, sbornik iKS, 2019.
[3] Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu: Problems of the Book, XYZ Press, 2008.
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Hinty

Hint 2. No, neocekavame spis, ze nam polynomy c¢isla zvétsuji?

Hint 3. Vydél se zbytkem f = gh + r s degr < degg. Pozor na technické detaily!

Hint 4. Napis si ke kazdému z ¢isel nejvétsi prvociselnou mocninu z jeho rozkladu.

(Fun fact: tahle tloha je désné slabd — Stgrmerova véta fika, ze pro vSechna dost velkd x
musi uz jen jedno z z, z + 1 mit prvoéiselného délitele vétsiho nez p.)

Hint 5. f(n+1)— f(n) bude asymptoticky mnohem mensi nez f(n), takze nékolik nejvyssich
cifer v zapisu f(n) se dlouho nezméni — tudiz se i nékolik nejmensich cifer dlouho nezméni.
Hint 6. Konstruktivngjsi feseni: nahlédni, ze kdyz k < p™ |n —j, 0 < j <k, pak p | (}).
Nekonstruktivni feSeni: prvociselné mocniny v rozkladu (Z) nepievysuji n.

Hint 7. Vyber si pocéateéni bod a skakej z néj modulo velky spoleény nasobek vsech
,malych® prvoéisel. Alternativné mrkni na tlohu 8 a vyuzij, ze f(n)*/9°€7 je zhruba n.
Hint 8. Pokud by se v rozkladech vyskytovala jen prvocisla pi,...,p,, odhadni fadu
geometrickymi.

Hint 9. Co se dgje, kdyz n/a, roste?

Hint 10. Suma pievracenych hodnot ¢isel neobsahujicich jednu zvolenou ¢islici.

Hint 11. Zapis v soustavé o zakladu 102022,

Hint 12. 1/z se zintegruje na logx.

Hint 13. Pfepi$ na sumu pfes prvoéisla a pouzij |z] =z + O(1).

Hint 14. > 1.

Hint 15. Budto odhadni integrdlem, anebo nahlédni a pouZij tzv. kondenzacni kritérium:
je-li {an}oZ1 nerostouci posloupnost nezapornych realnych cisel, pak > a, konverguje
pravé tehdy, kdyz konverguje Y 2" agn.

Hint 16. MizZe pomoci pravdépodobnostni intuice: s jakou pravdépodobnosti je ,naAhodné*
&islo délitelné p?? Délitelnosti nesoudélnymi ¢isly jsou nezéavislé jevy.

Hint 17. Odhadni zvlast prvocisla mensi a vétsi nez /.

Hint 18. Indukuj podle k a uvédom si, Ze sta¢i suma pfes prvodisla p < {/z.

Hint 20. Z union boundu vyleze néco jako k Zp p%. Redénim dostate¢né mnoha prvodisel
zafid, aby to bylo < 1.

Hint 21. Prosté nafed posloupnost vSech pfirozenych éisel.

Hint 22. Kolik kofentt mod p? miize mit 22 + 1? Pak uz aplikuj standardni postup a ono
to vyjde.

Hint 23. (ii) je snazsi, posloupnost by pak musela byt omezena. V (i) nech nedélitelnosti
byt dosvédceny néjakymi prvociselnymi mocninami — zjistis, Ze jich neni dost.

Hint 24. Chces$ nachazet situaci, kdy (1) z i 4+ 2020 jsou bezétvercova a (2) z +1, ...,
x + 2019 nejsou bezétvercova. (1) pfipomind néco, co uz jsme vidéli, (2) zafid fedénim.
Hint 25. Nahlédni, ze 22 +1 = 0 (mod m) mé nanejvys 2¢(™) feSeni. Ale w je divna
funkce, odhadni ji vhodnym logaritmem, aby vznikla konvergentni suma.

Hint 26. Rozmysli, kolik ¢isel zakazuje jedno prvocislo; méla by z toho vzejit suma zobec-
nujici ilohu 17. Pozor na mala n.

Hint 27. Vypis si do tabulky (n + 1) x (n + 1) spoleéné prvoéiselné délitele a ukaz, ze
prvodisla mensi nez en? zaberou (pro vhodné €) méné nez polovinu tabulky.
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Hint 28. Vhodné zvol a, b tak, aby Hagpgb(l —1/p) bylo dost malé. Potom najdes v dané
n-tici ¢isel dost takovych, co maji prvociselného délitele a < p < b. Jeho pokracenim vyrobis
témto ¢islim délitele z intervalu [n/b, 2n/a).

Hint 29. Pokud se budeme divat jen na prvociselna n, pak se nesoudélnost zjednodusi na
nedélitelnost. Potom staéi odhad |z] = = 4+ O(1).

Hint 30. Pokud a” + b" = "1}, k ¢emu konverguje cn?
ctan—1

Hint 32. Necht f(n) = 22, nahlédni #e x,+1 — T» konverguje.

Hint 31. Podivej se na posloupnost %+

Hint 33. Bud 22 = a2" + b, pak se podivej na 2z, — Tni2.

Hint 34. Necht f (%) = %, pak se podivej na x, —ndeg f.

Hint 35. Bud z, = y2. Pomoci posloupnost by, — ynt1 ziskas, Ze b — 1 je &tverec, a pak
uz umis vse doresit pomoci mezer mezi ¢tverci.

Hint 36. Necht f(x,) = 2", pak se podivej na =,y deg f —22n». Jakmile narazi$ na konstantu,
muzes vyvodit rovnost polynomi a najit prili§ mnoho korenii.

Hint 37. lim, 00 % = 0.

Hint 38. 3> ;107 >+ 2 -

Hint 39. Upravuj nerovnost valuaci a rozmysli si, které ¢leny jsou podstatné.

Hint 40. Valuace kombina¢niho ¢isla se da poznat z ciferného zépisu. Nepfipomind to v tu
chvili nékterou ulohu?

Hint 41. Najdi dost velkou mnozinu prvocisel S takovou, Ze pro kazdé p € S nema p — 1
zadné délitele z S. K tomu pomiize prvociselna véta.

Hint 42. g(27) = 27, g(169) = 26. Nedovedeme je néjak pfendsobit, aby se dostali vedle
sebe a hodnota g se pfitom nezménila?

Hint 43. Toto bude hint k reSeni, které znam ja — nevylucuji, ze existuje jednodussi.
Néavodné situace: co kdybychom tlohu fesili jen pro bezétvercovd n? Najednou to bude
mnohem snazsi, a pritom bezétvercovych ¢isel je docela hodné. Zobecni tuhle myslenku
tak, aby fungovala pro libovolné malé ¢.
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Teorie grafa
Petr Hladik

Abstrakt. Prispévek obsahuje zakladni techniky a myslenky, které se daji pouzit
pri feseni grafovych tloh, a taky i samotné tulohy, na kterych se to da vyzkouset.

Pokud jste cekali, ze v tomto prispévku bude hodné drsnych vét, které pouzijete

jako kladiva na grafové tulohy, tak jste na omylu. Ackoliv je toho uz v teorii grafa
dokazaného strasné moc, olympiadni tlohy se snazi byt takové, aby znalost néjaké
dokéazané véty ulohu ,nezabila“. Samoziejmé znalost par vét mize pomoct, ale neni
klicem k tuspéchu. Klicem k tispéchu je jako vSude v kombinatorice — myslet.

Samoziejmé obcas se v tomto prispévku néjakd ta véta vyskytne, Casto jen

proto, ze jeji dukaz je v zadsadé p€knd tloha, a aby se vam trochu zvétsil obzor, co
vSechno plati, a ziskali jste mensi nadhled.

Zacneme tim, ze si pfipomeneme néjaké zakladni pojmy.

Definice.

Grafem G nazyvame dvojici G = (V, E), kde V je koneénd mnozina vrchold a
EC (‘2/) je mnozina hran.

e Stupen vrcholu d(v) je podet hran, které z ného vychazeji.

Cesta v grafu G je posloupnost raznych vrcholu takova, ze kazdé dva po sebe
jdouci vrcholy jsou spojené hranou.

o KruZnice (cyklus) v grafu G je cesta a jeji zacatek je spojen s koncem hranou.
e Graf G je souvisly, pokud pro libovolné dva vrcholy existuje cesta z jednoho

vrcholu do druhého.

Graf je tplny, pokud jsou kazdé dva vrcholy propojeny hranou. Uplny graf na
n vrcholech oznacujeme K.

Doplnék ke grafu G je graf G’, ktery ma shodné vrcholy, jenom hrany jsou mezi
témi vrcholy, mezi kterymi nebyla hrana v G.

Strom je souvisly graf bez cyklu.

e Graf G je bipartitni, pokud existuji mnoziny A, B takové, ze AUB =V,

AN B = ) a neexistuje hrana, kterd by spojovala dva vrcholy z A nebo dva
vrcholy z B.

Orientovany graf je graf, v kterém mé kazda hrana smér. Uplny orientovany
graf se nazyva turnaj.

Cviceni 1. Dokazte nasledujici tvrzeni:

Graf je bipartitni pravé tehdy, kdyz neobsahuje kruznici liché délky.
Aspori jeden z dvojice grafi G, G’ je souvisly.
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e Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1) G je strom.
2) G je minimaln{ souvisly graf.
3) G je maximalni graf bez cyklt.

e 7 libovolnych dvou nésledujicich tvrzeni vyplyva tieti:

1) G je souvisly.
2) G neobsahuje cyklus.
3) G ma n — 1 hran.

e > d(v)=2|E|

veV

Lehké, ze?

Bohuzel ne vSechny tlohy s grafy jsou vzdy takto jednoduché. Takze, tedka
si mizeme fict, jaké figle se daji pouzit v grafovych tlohach. Velmi uzitecny figl
je indukce. V grafech se indukce da pouzit rtzné. Zaklad je indukce na vrcholech,
v pfipadé nouze se da pouzit indukce na hrandch. AvSak nékdy muze byt uzitecna i
néjaka divnéjsi indukce.

Kdyz délate indukci v grafech, je dost dulezité ji délat odebranim, a ne pridava-
nim vrcholti. Jednak se nemusite ujistovat, ze takto vytvorite vSechny grafy, a dale
casto muzete vhodné zvolit jeden vrchol, ktery odeberete. P¥ipadné nemusite ode-
brat jen jeden vrchol, ale prosté vyuzijete indukéni predpoklad na néjakém mensim
grafu.

Velmi dobfe se déld indukce na stromech, ¢asto sta¢i odebrat list (vrchol se
stupném 1), pfipadné vSechny listy.

Na ukazku si jednu vetu dokdzeme indukci:

Véta (Turanova). Necht G je graf, ktery neobsahuje K, (tedy mezi libovolnymi

p vrcholy jsou asponi dva nespojené). Potom |E| < ”72(1 - p%l)

Zindukujte

Uloha 2. Dokaite, ze pokud T je strom, pak existuje vrchol, ktery lezi na vsech
nejdelsich cestach v T'. (Iran 2011)

Uloha 3. Necht G je souvisly graf. Ozna¢me G° graf, ve kterém jsou spojené ty
vrcholy, mezi kterymi v GG existuje cesta délky nejvyse 3. Dokazte, ze G méa kruznici
prochézejici pies vSechny vrcholy.

Uloha 4. Do t¥idy chodi koneény pocet holek a klukt. Zivd skupina kluk@ je
takova, ze kazda holka zna aspon jednoho kluka ze skupiny. Podobné, Zivd skupina
holek je takova, ze kazdy kluk zné aspon jednu holku ze skupiny. Dokazte, Ze pocet
7ivych skupin klukd mé stejnou paritu jako pocet zivych skupin holek. (Znamost je
vzéjemnd: kdyZ Pepa znd Anicku, tak taky Anicka znd Pepu.) (Vybérko 2011)
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Uloha 5. Na nekoneéné Sachovnici méame vyznacenych 100 poliek, po kterych se
mize pohybovat véz. Mezi kazdou dvojici vyznacenych policek se d4 dostat konec-
nym poc¢tem tahi véze. (VE&z se mize pohybovat po fadcich nebo po sloupcich.)
Dokazte, ze umime vyznacend policka rozdélit na 50 dvojic tak, ze policka kazdé
dvojice lezi ve stejném Fadku nebo sloupci. (Vybérko 2014)

Uloha 6. Na ostrové zije n domorodcti. Kazdi dva z nich jsou bud piatelé, nebo
nepfitelé. Jednoho dne nécelnik rozkizal vSem obyvatelim (vCetné sebe), aby si
vyrobili a nosili ndhrdelnik z muslicek, pficemz libovolni dva pratelé musi mit ve
svych nahrdelnicich aspon jednu muslicku stejného druhu. Libovolni dva nepratelé
musi mit ve svych néhrdelnicich vSechny muslicky rtizného druhu. (Je pfipustny i
nahrdelnik bez muslicek.)

a) Ukazte, ze domorodci mohli splnit nac¢elniktiv rozkaz.
b) Najdéte nejmensi podet musli¢ek na to, aby domorodci uré¢ité mohli splnit na-
Celnikuv rozkaz.

Uloha 7. Cesi a Slovaci hréli proti sobé iKS-dvojboj. Ten probihal tak, Ze si nejprve
kazdy Slovak zahral s kazdym Cechem feSeni piikladi na rychlost a vitéz si piipsal
jeden bod. V duelu vyhral ten hrac¢, ktery mél veétsi skill. Skill kazdého hrace zustava
konstantni po celou dobu turnaje.

Potom (aby taky i ti slab&f méli sanci) si kazdy Slovak s Cechem zahral hod
kostkou. Tam vitézi ten, kdo hodi vétsi ¢islo, v pfipade remizy se hod opakuje, dokud
neni jasny vitéz. Opét si vitéz pripise bod.

Po dvojboji se zjistilo, ze kazdy tcastnik ziskal stejny pocet bodti za hod kostkou
jako za FeSeni p¥ikladt. Dokazte, Ze pro libovolného Cecha C' a Slovaka S plati: C
vyhral nad S hod kostkou pravé tehdy, kdyz vyhral nad S v feSeni prikladu.

Uloha 8. V krajiné je 2016 ostrovii a 2015 mostii mezi nimi, tak aby se z libo-
volného ostrova dalo dostat na jiny po mostech. Nasledné kazdy ostrov posle postu
néjakému ostrovu (mize i sdm sobé&). AvSak plati nasledujici: pokud je ostrov A
spojeny mostem s ostrovem B, tak adresat dopisu z ostrova A je spojeny mostem
s adresatem ostrova B nebo jde o ten stejny ostrov. Dokazte, ze plati aspon jedna
z nasledujicich dvou véci:

1) Existuje ostrov, ktery poslal dopis sdm sobé.
2) Existuji dva ostrovy spojené mostem, mezi kterymi byly navzéjem poslany do-
pisy. (Japonsko 2010)

Uloha 9. V senété je 51 senatortl. Senatory potfebujeme rozdélit do n vybort.
Kazdy senédtor nesnasi pravé tii jiné sendtory. Pokud senator A nesnasi senatora B,
neznamenda to nutné, ze taky sendtor B nesnasi senatora A. Najdéte nejmensi n, pro
které je vzdy mozné rozdélit senatory do vyboru tak, Ze vSichni senatofi v jednom
vyboru se navzajem snasi. (Vybérko 2011)
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Uloha 10. V zemi Jednosmérsko jsou nékteré mésta spojené cestami. Nékteré cesty
maji pfepravni kapacitu 1 a nékteré dokonce 2. Vi se, ze soucet kapacit cest, které ve-
dou do libovolného jednoho mésta, je lichy. AvSak ministr dopravy chce, aby vSechny
cesty byly jednosmérné, a proto potfebuje vsem cestam prifadit smér. Chce to vsak
udélat tak, aby rozdil souctu kapacit cest, které vchazi do mésta, a souctu kapacit
cest, které z ného vychazeji, byl 1 (v absolutni hodnoté). Dokazte, Ze se mu to po-
dari. (USA TST 2011)

Zkoumani malych casti grafu

Dalsi dobrou metodou je zkouméani malych casti grafu. Prosté se podivame na li-
bovolnou trojici, ¢tvefici vrcholt, a zjistime, ze musi vypadat néjak specialné, nebo
prosté spocitame néco pres malé mnoziny vrcholt.

Napriklad:

Tvrzeni. V turnaji ozna¢me v; pocet vitéstvi a p; pocet proher hréce i. Potom
2 _ 2

Diev Vi =D iev -

Uloha 11. Na turnaji s n > 3 ti¢astniky hréal kazdy s kazdym a nedoslo k zadnym

remizam. Trojice hra¢u se nazyva remizovd, pokud prvni porazil druhého, druhy

tfetiho a tieti prvniho. Najdéte maximalni pocet remizovych trojic.
(Polsko 2004)

Uloha 12. n > 4 hrada se ztcastnilo turnaje, kazdy hral s kazdym a nebyly remizy.
Ctvefici hra¢ti nazveme zlou, pokud jeden hraé¢ vyhral nad viemi ze étvefice a ostatni
porazili pravé jednoho ze ¢tvetice. Predpokladejme, Ze na turnaji nejsou zlé ¢tvetice.
Necht v; resp. p; oznacuji pocet vyher resp. proher i-tého hracde. Dokazte, Ze

(Shortlist 2010)

Uloha 13. Mezi 120 lidmi se nékteif znaji a nékteii ne. Ctvefice lidi se nazyva
slabé kvarteto, pokud se mezi nimi znd pravé jedna dvojice. Najdéte maximélni
mozny pocet slabych kvartet. (Shortlist 2002)

Barveni grafu

Casto se v grafu néco barvi, at uz vrcholy, nebo hrany. A to typicky tak, Ze dva
vrcholy obarvené stejnou barvou nejsou spojené hranou, resp. dvé sousedni hrany
nejsou obarvené stejnou barvou.

Definice. Chromatickym cislem grafu x(G) nazgvame minimalni pocet barev, kte-
rymi se daji obarvit jeho vrcholy tak, aby zadné dva sousedni vrcholy nemély stejnou
barvu.

Ziejmé, pokud graf obsahuje K, tak plati, ze x(G) > n, av8ak naopak nic
podobného neplati.
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Tvrzeni. Pro libovolné ¢islo k existuje graf G, ktery neobsahuje trojuhelnik a pro
ktery plati x(G) > k.

To ukazuje, Ze barevnost grafu vibec neni lehka zalezitost, a proto tlohy na
barevnost muzou byt naro¢né. Navzdory tomu obarveni mtize obcas i pomoct.

Uloha 14. Na mirovou konferenci se dostavilo n riiznych stat. Kazdy stat poslal
jednoho generéla a jednoho Speha. Zaroven kazdé dva staty budto uz maji uzavienu
dohodu o nettoceni, anebo ne. Je vsak potfeba rozdélit Spehy a generaly do pokojt
tak, aby zadny Speh nebyl s generdlem na pokoji. Navic kazdy general chce byt na
pokoji jenom s generdly, se kterymi maji dohodu o netutoceni. Naopak, kazdy Speh
chce byt jen se Spehy, se kterymi jejich strana nemé dohodu o nettoceni. Najdéte
miniméalni pocet pokoji, pro které vzdy umime lidi rozdélit do pokoji podle jejich
pozadavki.

Uloha 15. Budiz T turnaj. Definujme dobré obarveni hran turnaje jako takové, ze
pro libovolné hrany #? a 9w maji tyto hrany rtizné barvy. (Ale hrany @d a i mi-
zou byt stejné barvy.) Orientované hranové chromatické éislo turnaje je definované
jako nejmensi pocet barev, které potfebujeme na dobré obarveni hran. Pro kazdé n
najdéte minimum orientovanych hranovych chromatickych ¢isel mezi vSemi turnaji
na n vrcholech. (USA TST 2015)

Uloha 16. Méjme n = 3 rtznych barev. Nechf f(n) oznacuje nejvétsi celé ¢islo
s vlastnosti, Zze kazda strana a kazda thlopricka konvexniho mnohouhelnika, ktery
mé f(n) vrchold, se d& obarvit jednou z n barev nésledujicim zptsobem:

e jsou pouzity aspon dvé barvy,
e kazdé tii vrcholy mnohotihelnika uréuji bud trojici tise¢ek stejné barvy, nebo
trojici tsecek tii riiznych barev.

Dokazte, Zze f(n) > (n — 1)? a Ze rovnost v této nerovnosti nastava pro nekone¢né
mnoho n. (MEMO 2009)

Uloha 17. Obarvime hrany K,, pomoci n — 1 barev. Vrchol nazveme duhou, pokud
jsou hrany, které z ného vychazeji, vSechny obarveny rtiznymi barvami. Kolik nejvice
duh mutzZe existovat? (Iran 2012)

Uloha 18. Sileny védec stvofil armadu robotii. Problém je v tom, Ze nékteré dvojice
robotil se nendvidi (nendvist je vzdjemnd). Vidy vSak s roboty lze udélat jednu
z néasledujicich dvou operaci:

e Pokud néjaky robot nenévidi lichy pocet robotti, védec ho miize znicit.

e Védec muze zdvojnasobit armadu tak, Ze se kazdy robot R rozdéli na dva roboty
Ry a Ry. Pro kazdou dvojici ptavodnich roboti R, @, ktefi se nenavidéli, se
budou nenavidét roboti R;, ()1 i roboti Rs a (J2. Navic se vzdy nenévidi i
roboti R;, Rs. To jsou vSechny dvojice robott, které se budou nenavidét po
zdvojnasobeni.

Dokazte, ze védec umi po koneéném poctu operaci dostat armadu robotti, ve které
neexistuje dvojice roboti, kterd se nenavidi. (Shortlist 2013)
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Uloha 19. Ve staté jsou néktera mésta spojend leteckymi linkami, p¥i ¢em? se umime
letadlem dostat z kazdého mésta do kazdého. Pokud uvazujeme okruzni let (za¢neme
z téhoz mésta, kde skonéime) slozeny z lichého poc¢tu riznych letd a vSechny tyto
lety zrusime, tak budou existovat dvé mésta, mezi kterymi se neda dostat letecky.
Dokazte, ze miizeme stat rozdélit na ¢tyri oblasti tak, ze lety povedou jen mezi mésty
z rliznych oblasti. (ARO 2010)

Ruzné

Uloha 20. Ukate, Ze v turnaji n hract nastane pravé jeden z nasledujicich dvou
pripad: bud existuje kruznice délky n, nebo miZzeme hracde rozdélit do dvou ne-
prazdnych skupin tak, ze kazdy hrac¢ z prvni skupiny porazil kazdého hrace z druhé
skupiny. (KMS 2008)

Uloha 21. Ve staté je kazdé mésto spojené cestou s pravé tfemi jingmi mésty. Minuly
rok jsme $li na vylet a podafilo se nam jit po cestach tak, Ze jsme prosli kazdym
méstem pravé jednou. Tento rok to chceme udélat znova, jenze chceme pouzit aspon
jednu cestu, po které jsme minuly rok nesli. Dokazte, ze to umime udélat.
(Japonsko 2004)

Uloha 22. Na sachovnici n x n je obvod obtédhnuty ervené. Dva hraci, Bob a
Pepa, hraji hru: Hrac si v kazdém tahu zvoli policko Sachovnice a obtédhne cervené
jednu jeho stranu (kterd jesté nebyla Cervend). Tim vznikne mezi dvéma sousednimi
policky nepfechodna hranice. Hra konéi, kdyz je Sachovnice ¢ervenymi hranicemi
rozdé€lend na dvé ¢asti. Hrac, ktery sachovnici takto rozdélil, prohrava. Zacina Bob.
Urcete, ktery hra¢ dokaze pro dané n vzdy vyhrat, a popiste jeho vitéznou strategii.

(Vybérko 2010)

Uloha 23. Mezi 30 studenty mé kazdy student maximélné 5 kamaradi a pro li-
bovolnych 5 studentt existuje dvojice, ktera spolu nekamaradi. Najdéte maximalni
hodnotu k takovou, Ze ur¢ité umime nalézt k lidi, mezi kterymi neni ani jedna dvo-
jice kamarad. (Cina 2015)

Uloha 24. V kazdém ze t¥i statt Zije 2n matematikt. Najdéte nejmensi celé &islo k
s nasledujici vlastnosti: pokud kazdy matematik znéa aspon k kolegu z jiného statu,
pak existuji tfi matematici, ktefi se znaji navzdjem. (Vztah ,znét se“ je vzajemny.)

(Vybérko 2013)
Uloha 25. Na grafu umime udélat nasledujici operaci: Zvolime libovolnou kruznici
délky 4 a vymazeme z ni jednu hranu. Pro pevné n > 4 najdéte nejmensi mozny

pocet hran grafu, ktery se takto da dosahnout z tiplného grafu na n vrcholech.
(Shortlist 2004)

Uloha 26. Necht pro graf G znad¢i f(G) pocet trojihelniki a g(G) pocet étyitihel-
nikd v G. Najdéte nejmensi konstantu ¢ takovou, ze pro kazdy graf G plati

9(G)’ < c- f(G)*.
(Shortlist 2004)
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Uloha 27. Univerzitu navitévuje 27! studenti, pficemz n > 2 a zadni dva studenti
nejsou stejné stafi. Na univerzité funguje 2" korespondencnich seminaia pro talen-
tovanou mladez. Kazdy seminaf mé za orgy nékolik dobrovolnikt z fad studentt
univerzity. Zadné dva seminaie nevznikly ve stejném case. Kazdy student miize byt
orgem ve vice seminafich, ale jen pokud tim neporusuje jedno dilezité pravidlo: Ne-
muze mezi nim organizovanymi seminafi existovat dvojice AKS a BKS a dvojice
od ného mladsich studentt a a b takovych, Ze a je mladsi od b, a déla orga v AK S,
b déla orga v BKS a zaroven BK.S je novéjsi nez AKS. Dokazte, ze aspon jeden
korespondenc¢ni semindf trpi nedostatkem orgti, tedy Ze jich neméa vic nez 4n.
(Vybérko 2010)

Literatura a zdroje

Tento pfispévek je kopii prispévku z iKSka 2016 od Martina ,Vodky“ Vodicky,
kterému timto dékuji.

[1] Martin ,Vodka“ Vodicka: Tedria grafov, sbornik iKS, 2016.
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Hinty

Hint 2. Indukce, odeberte vsechny listy.

Hint 3. Staci dokazat pro stromy, indukci dokézete, ze takova kruznice muze obsahovat
libovolnou hranu z G.

Hint 4. Indukce na pocet vrcholl, odeberte jeden. Jak se zméni pocet zivych skupin?
Hint 5. Uvazujte to jako bipartitni graf, kde jsou vrcholy sloupce a fadky a policka jsou
hrany. Uvédomte si, co chcete a indukce na hranach.

Hint 6. Je to L”;J Jako ptiklad zkuste bipartitni graf. A dukaz jde indukci na vrcholech,
odeberte vrchol s nejmensim poctem hran.

Hint 7. Indukce, odeberte vitéze (nebo toho tplné nejhorsiho).

Hint 8. Indukce. .., podivejte se jestli byl poslany dopis na kazdy ostrov, anebo ne.
Hint 9. Je to 8, indukce vzhledem k 51.

Hint 10. Indukce na soucet kapacit hran — snizujte ho, dokud ze zddného mésta nevychazi
dvé cesty stejné kapacity. Potom to je trivialni.

Hint 11. Uvazujte, jak vypadaji neremizové trojice. Spocitejte je pomoci jednoho hrace.
Hint 12. Podivejte se, jak mizou vypadat hrany mezi néjakou ¢tvefici vrcholi, vyuzijte
tvrzeni ze zaCatku a prosté to spocitejte.

Hint 13. Zkoumejte trojice a pomoci kopirovani dokazte, ze nemize nastat situace, ze se
znaji pravé dvé z nich. Potom to uz je jen néjaka lehka nerovnost.

Hint 14. Je to n 4+ 1. Predpokladejte, ze Spehy rozdélite do k pokoji. Generaly dejte
nejprve kazdého zvlast, a potom postupné z kazdého pokoje Speha dejte odpovidajiciho
generala do pokoje s néjakym z predeslych pokoju.

Hint 15. Necht je to chromatické ¢islo k, pro kazdy vrchol definujte k-tici ¢isel, Dirichlet.
Konstrukce je indukef :)

Hint 16. Prosté si seberte jeden vrchol a hrany stejné barvy, co z ného vedou. Na konstrukci
vyuzijte trochu teorie ¢isel a polozte n = p + 1.

Hint 17. (Skoro) vSechny muzou byt. Pro sudé to udélejte indukci (ddvno tu nebyla, ze?)
a pro lichou prosté pridejte jeden vrchol.

Hint 18. Pokud jsi jesté stale prekvapeny/pfekvapend, co déla tato tloha mezi barvenim,
tak se podivej, co se déje s x(G).

Hint 19. Seberte co nejvic hran z G tak aby tvorili bipartitni podgraf. Ukazte, ze zbylé
hrany taky tvori bipartitni podgraf. Potom to uz je.

Hint 20. Uvazujte nejdelsi kruznici v grafu.

Hint 21. Oteviete okruh na jednom konci — dostanete cestu a na ni kruznici pfes vSechny
vrcholy. Umite ji néjak lehce zménit na jinou cestu pfes vSechny vrcholy? Ménte ji tak, ze
nezménite prvni cestu, po které jste sli. Kolika zpusoby to umite udélat? Toto opakujte, az
dokud nenarazite na cestu, kterou umite uzaviit :)

Hint 22. Interpretujte hru jako operace na néjakém grafu. Potom by to uz mélo byt
trividlni.

Hint 23. k = 6. Prosté postupné piidavejte studenty... Na to, Zze k < 7, najdéte protipii-
klad na 10 vrcholech, nejjednodussi je symetricky.

Hint 24. k = 2n + 1. Seberte matematika, ktery zné nejvic matematikiu z néjakého jiného
statu.
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Hint 25. Vysledny graf bude souvisly a nebude bipartitni.

Hint 26. Vé&déli jste, Ze pocet hran v podgrafu je mensi nebo roven poctu hran v celém
grafu? Nejprve odhadnéte pocet hran pomoci vrcholi, pomoci toho pocet trojuhelniki
od poc¢tu hran (zapiste je jako n&jaky soucet) a potom uz analogicky z toho odvodte to,
co chcete. A nezapomeriite, na co jsem se ptal na zacatku. A ano ,rovnost* nastava pro
nekoneény uplny graf.

Hint 27. Nemam feseni, ale mozna na to jednou pied soustiedkem prijdu.
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Jensenova a permutacni nerovnost
Josef Minarik

Abstrakt. Na prednasce se nau¢ime pouzivat dvé nerovnosti, které se sice na
prvni pohled mtzou zdat trividlni, ale ukaze se, ze jsou prekvapivé silné.

Permutadéni nerovnost

Tvrzeni (Permutaéni nerovnost). Méjme posloupnosti redlnych éisel x1 > xo >
> Tpay) > Ya > > yp. Pro libovolnou permutaci x, 5, . . ., z,, pak plati

Tyy1 4+ TaY2 + -+ Tpln = TG F Y2+ F T Yn > T1Yn + ToYn—1 + -+ T

Poznamka. Permuta¢ni nerovnost lze zobecnit pro libovolny pocet nezapornych
posloupnosti.

Cviceni. Rozmyslete si, pro¢ ve zobecnéné permutacni nerovnosti potfebujeme
podminku na nezapornost.

Uloha 1. Necht aj,as,...,a, je posloupnost realnych &isel a af,ab, ..., al, jejich
permutace. Dokazte
(i) a? + a3+ + a2 > a1d] + azds + -+ - + ayal,,
i) S +2 4+ 42 >n.
ay as an

Uloha 2. Pro a,b,c € R dokazte

a® + b2+ 2> ab+ be + ca.

Uloha 3. Pro a,b,c € Rt dokaizte

ab + b3c + Ea > a’be + b2ca + ab.

Uloha 4. Pro kladné realné a, b, c dokazte
a®bbc > abbct.
Uloha 5. Atxy >y > - > 2,91 > Y2 > -+ > ¥y, jsouredlnd &islaa v, vh, ..., v,
jejich permutace. Potom
(21 =y1)" + (22 = 10)* +++ (@0 =) < (21— 91)* + (@2 = 15) "+ + (2 — )"

(IMO 1975)



Uloha 6. Pro po dvou riizna piirozena é&isla a1, as, . . ., a, ukazte

R L R
12 22 n? = 2 n’

(IMO 1978)
Uloha 7 (Nesbittova nerovnost). Pro a,b,c € RT dokazte

a n b n c
b+c a+c a+b

3
> —.
— 2

Uloha 8. V tabulce 10 x 10 jsou postupné po Fadcich napséna éisla 1 az 100. V kaz-
dém kroku vybereme néjaké policko, zvySime jej o dva a jeho symetrické sousedy
(vodorovné, svisle nebo diagonalng) snizime o 1. Po koneéném poctu krokt mame
v tabulce opét ¢isla 1 az 100. Ukazte, Ze jsou ve stejném poradi jako na zacatku.

Uloha 9. Dokazte AG nerovnost pomoci permutaéni nerovnosti.

Uloha 10. Pro kladna realna aq,as, . .., a, se souctem s dokazte
aq a9 (07%% n
+---+ > .
s—ai S—aso s — ap n—1

Uloha 11. Pro a,b,c € RT dokazte

a®’c® > ¢/ (abe)atvte,

(USAMO 1974)

Tvrzeni (CebySevova nerovnost). Nechf a; > as > --- > ay,, by > by > --- > b,
jsou n-tice realnych cisel. Pak plati

ﬂzn:aiqu > (Zn: az’) (ibq) > nzn:aibn+1—i~
i—1 i—1 i—1 im1

Uloha 12. Pro a,b,c € R ukazte
3(a® + 0% + &) > (a® +0° + ) (a® + 0+ &P).

Uloha 13. Pro a; € (0, %) dokazte

2

(Z sinai) (Z cosai) < %
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Uloha 14. Necht q, b, ¢ jsou kladna realna &isla, dokazte

ab be ca 3(ab + bc + ca)
+ + <
a+b b+c cHa 2(a+b+c)

(Shortlist 2006)

Uloha 15. Jsou déna redlna ay,as, .. .,as > 0, kterd spliwji a; +as +---+a, = 1.
Potom ay as “ n
n
27a1+27a2+ +2fan_2nfl'

Uloha 16. Nechf kladna realné éisla a, b, ¢ spliiuji abc = 1, dokazte

1 1 1
a3(b+c) * b3(a+ c) * b+ a)

3
> —.
-2

(IMO 1995)
Uloha 17. Dokazte AH nerovnost, tedy pro kladna realna z1,...,xz, dokazte

1+ -+ Ty n
=1 1
n a oot
Uloha 18. Pro kladna realné éisla x4, . . ., x, spliujici

1 1

PPN :1
x1—|—1+ +mn+1

dokazte

TSN ] R |

Uloha 19. Pro reélné a,b,c,d > 0 splitujici ab + bc + cd + da = 1 ukazte

3 b3 CB d3

—_

a
> —.
b+c+d+a+c+d+a+b+d+a+b+c_ 3

(Shortlist 1990)

Jensenova nerovnost
Tvrzeni (Jensenova nerovnost). Necht f je konvexni funkce na intervalu I.
Potom pro z1,...,z, € I a kladné realné koeficienty Aq,..., A, € (0,1) spliujici
A+ -+ Ay, =1 plati

Alf(afl) + -+ )\nf(xn) Z f(Al-rl + -+ A'nmn)~
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Poznamka. Pro konkavni funkce plati opa¢na nerovnost. Pro ryze (ostfe) konvexni
a konkavni funkce je nerovnost pro x;, jez nejsou vSechna stejna, ostra.

Uloha 20. Pro vSechna redlnd z > 1 dokaZte

1 1 1 3
o

- >
x—1+x+x+1*

Uloha 21. Jsou-li a, 3, v velikosti thll v trojihelniku, dokazte

3V3

sina +sin 8 + siny < 5

Uloha 22. Jsou-li a, 3, v velikosti thl v trojihelniku, dokazte

3
sin% +sin§ —|—sin% < >
Uloha 23. Jsou-li a, 3, v velikosti hlii v trojthelniku, dokazte

e I6] v 3V3
— — - << —,
cos2+cos2+cos2_ 2

Uloha 24. Dokaite, Ze pro viechna piipustna = € R plati

Vr+1++v2x—34++v50—3z<12.

Uloha 25. Dokazte AG nerovnost pomoci Jensenovy nerovnosti.
Uloha 26. Dokazte AH nerovnost pomoci Jensenovy nerovnosti.
Uloha 27. Kladna realna éisla x, y spliwji = + y = 1. Dokazte

T Y 1
+ > )
14y 1+zx2 = 1+ 2zy

Uloha 28. Dokazte, Ze pro kladna realna a, b, ¢, d spliiujici a + b+ ¢+ d = 4, plati

a 8
%;b(b+1) I

Uloha 29. Pro a,b,c € R dokazte

1 1 1 1 1 1
+ + <2({—-4+-4+-].
a+b b+c c+a a b ¢
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Uloha 30.

2

Dokazte, ze graf na n vrcholech o m > n hranach obsahuje aspon “-

cest na tfech vrcholech.

Uloha 31 (Nesbittova nerovnost). Pro a,b,c € R dokazte

Uloha 32.

Uloha 33.

Uloha 34.

Uloha 35.

Uloha 36.

Uloha 37.

Uloha 38.

a n b n c >3
b+c a+c a+b ™2

Pro kladné realna ¢isla x4, ..., x, se souctem 1 dokazte

T1 Tn n

- 44— > .
V1—z4 vVi—-z,  Vn-1

(Indie 1995)
Ukazte, ze pro kladna redlnd x, y, z spliujici x + y + z = xyz plati
1 n 1 n 1

l+z2y 14yz 14zz

<3
— 4

Pro kladné a, b, ¢ dokazte

a n b + c S 9
(b+¢c)2 (c+a)2 (a+b)? ~ 4la+b+c)

Pro a,b > 0 dokazte

a L b S a+b
VR2+1  Va?+1 7 Vab+1

(MO 63-111-6)

Pro realnéa z1,...,z, > 1 dokazte
1 1 n
4+ 4+ > .
1 +1 Ty, +1 Y1z, +1
(Shortlist 1998)
Dokazte, ze plati

xﬁ+y\/§+zﬁ>§
y+z2 z4+ax x+y - 2

Pro kladné a, b, ¢ dokazte

a b c
+ + >1
Va2 +8bc Vb2 +8ac V2 + 8ab

(IMO 2001)
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Definice. Rekneme, Ze realna posloupnost a; > --- > a, majorizuje posloupnost
by > -+ > by, jestlize

(i)ar+--+4+a; >by+---+b; provSechna 1 <i<n-—1,
(i) ar+ - +a, =by+--+by.

Tvrzeni (Karamatova nerovnost). Necht f je funkce konvexni na intervalu I.
Potom pro posloupnost x1,...,x, € I majorizujici y1,...,y, € I plati

f@a) + -+ flzn) 2 Flyr) + -+ fyn)-
Uloha 39. Dokaite, Ze plati

(L,
a b ¢~ a+b b+c c+a) " a+b+c

Uloha 40. Pro strany trojthelniku a, b, ¢ dokazte

Va+b—c+Vbt+c—a+vVeta—b<Va+Vo+ e

(APMO 1996)

Uloha 41. Nechf a; > as > - > a, aby > by > --- > b, jsou dvé posloupnosti
kladnych realnych ¢isel splnujici podminky

ay > by, aiaz > biba, ayasaz > bibabs, ..., aias---an > biby---by.

Dokazte ze plati
a1+ ag+ - +ap > by +by+ -+ by
Uloha 42. Pokud z1,...,2, € 5 %>, dokazte

cos(2x1 — za) + cos(2xg — x3) + - - - + cos(2z, — x1) < cosxy + -+ + COS Xy

Uloha 43. Nechf jsou ay,...,a, kladna realna &isla. Dokazte, Ze plati
a2 a2 a2

(14+a)l+az) - (1+a,) < <1+1> . <1+2> (1_~_n).
a9 as ay

Literatura a zdroje
[1] Jakub Lowit: Permutacni nerovnost, Zasada 2017.

[2] Fila Cerméak: Jensenova nerovnost, Zasada 2021.
[3] Po-Shen Loh: Convezity, MOP 2013.
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Hinty

Hint 1. Trividlni dasledek permutac¢ni nerovnosti.

Hint 2. Muze$ si BUNO zvolit a > b > c.

Hint 3. Trojice a2, b?,c? a be, ca, ab jsou opaéné usporadané.
Hint 4. Zlogaritmuj.

Hint 5. Ctverce se odectou a pak je to trividlni.

Hint 6. Pro kterou permutaci a; bude leva strana miniméalni?

Hint 7. Pfenasob dvéma a secti dvé permutac¢ni nerovnosti.

Hint 8. Oznaé a;; a b;; ¢isla na zacatku a na konci, uvaz soucet > a;;b;;.
s Di i )

Hint 9. Pouzij permutacni nerovnost pro Z i pro p; = Hj:1 a;.

Hint 10. Pfendsobn — 1 a setin — 1 permutacnlch nerovnosti.
Hint 11. Zlogaritmuj.

Hint 12. Trividlni dtisledek CebySevovy nerovnosti.

Hint 13. Pouzij CebySeva a potom souétovy vzorec pro sinus.

Hint 14. BUNO zvol a > b > ¢ a pouzij Cebyseva na (a+b,b4c,c+a) a (aa—fb, bl’fc, Ccfa) .

Hint 15. P¥enasob jmenovatelem pravé strany a pouzij Cebysevovu nerovnost.

Hint 16. Substituuj za prevracené hodnoty a pouzij Cebysevovu nerovnost.

Hint 17. Roznéasob a pouzij CebySevovu nerovnost.

Hint 18. P¥i¢ti pravou stranu, pfendsob podminkou a pouzij Cebyseva.

Hint 19. Pouzij a® + b% 4 ¢ + d*® > 1 a dvakrat po sobé Cebysevovu nerovnost.
Hint 20. Funkce f(z) = % je konvexni, pouzij Jensenovu nerovnost s koeficienty %
Hint 21. Na intervalu (0, 7) je sinus konkavni.

Hint 22. Na intervalu (0, 7) je sinus konkavni.

Hint 23. Na intervalu (0, 5) je kosinus konkévni.

Hint 24. Odmocnina je na kladnych realnych ¢islech konkévni funkce.

Hint 25. Zlogaritmuj.

Hint 26. Uvaz pfevracenou hodnotu obou stran.

Hint 27. Funkce f(x) = H%z
Hint 28. Funkce f(x) = ﬁ je pro z > 0 konvexni.
Hint 29. Funkce f(x) = % je pro x > 0 konvexni.
Hint 30. Funkee f(z) = (5) = @ je konvexni.
Hint 31. Homogenizuj.

je pro z > —1 konvexni.

Hint 32. Funkce f(x) = \/7 je pro 0 < z < 1 konvexni.

Hint 33. Rozsif zlomek tfeti proménnou, funkce f(z) = H%’ kde S = z 4+ y + z, je
konkévni.

Hint 34. Homogenizuj.

Hint 35. Znormuj, funkce f(z) = L je pro z > 0 konvexni.

Hint 36. Zkus podobny tr1k Jako pr1 dtikazu AG nerovnosti, tj. ze plati z = @
Hint 37. Funkce f(z) = §—
Hint 38. Homogenizuj, f(z) = 2 je pro z > 0 konvexni.
Hint 39. Funkce f(z) = 1 je konvexni.

Hint 40. Spravnsé si je sefad a nahlédni, ze jde o majorizaci.

Je na intervalu (0, S) konvexni, kde S =z +y+ z .

Hint 41. Exponenciala.
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Hint 42. Spravné serad.
Hint 43. Zlogaritmuj.
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Mocnost

Magdaléna Misinovd

Abstrakt. Spole¢né s obvodovymi thly je mocnost bodu ke kruznici jednim
ze zakladnich nastroji v olympiddni geometrii. Jeji definice je jednoducha, ale
postupné si s jeji pomoci vybudujeme silnéjsi nastroje.

V celém tomto prispévku budeme uvazovat orientované délky tsecky, které bu-
deme znagcit bez svislitek.

Nasleduje nékolik sekei, které na sebe navazuji. Na zacatku je vzdy trocha teorie
a nasleduji tlohy na jeji procviceni. Ulohy jsou v ramci sekci sefazeny viceméné
podle obtiznosti, ovsem v ramci celého pfispévku to neplati. Pokud se tedy nékde
zaseknete, nebojte se preskocit na dalsi sekci.

Prosté mocnost

Definice. Necht je v roviné dan bod X a kruznice k se stfedem S a polomérem r.
Hodnotu |SX|? — r? nazveme mocnost bodu X ke kruznici k a zna¢ime ji P(X, k).

Cviéeni. At X, Y jsou body a k je kruznice. Rozmysli si:

1) Kdy je P(X, k) zapornd, nulova, kladna?
2) Kdy plati P(X, k) = P(Y, k)?
3) Jak za vyuziti Pythagorovy véty zkonstruovat usecku délky /P (X, k)?

Definice mocnosti se na prvni pohled mize jevit ponékud zdhadnou. Nasledujici
tvrzeni vysvétluje, pro¢ jsme si néco takového definovali.

Tvrzeni. At A, B, C, D jsou body v roviné a X je prusecik AB s CD. Potom
je c¢tyruhelnik ABCD tétivovy, pravé kdyz XA - XB = XC - XD. Navic pokud
ozna¢ime k kruznici opsanou ABCD, plati XA - XB = P(X, k).

Mocnost je tedy nastrojem na rozpoznavani tétivovych ctytthelnikd. Hodi se
mit na paméti i krajni pfipad, kdy mizeme zjistit, Ze se kruZnice opsana spravnému
trojuhelniku dotyka néjaké primky. Vezméme si naopak kruznici k a bod X, skrz
ktery se otaci pfimka p. Oznacime A a B pruseciky k a p. Potom X A - X B nezavisi
na primce p.

Uloha 1. Je dana ptilkruznice 7 s priimérem AB. Body P, Q na tseéce AB spliuji

|AP| = |BQ)|. Rovnobézné polopfimky vychazejici z P a () protnou 7 postupné v X
a Y. Dokazte, ze sou¢in PX - QY nezavisi na sméru polopfimek PX a QY.

Uloha 2. Vné kruZnice k jsou dany body A, B. Pohybliva piimka skrz A protina k
v X, Y. Dokazte, ze kruznice XY B prochézeji pevnym bodem rtznym od B nebo
se vSechny dotykaji téze primky.

46



Uloha 3. Na prodlouzeni tétivy KL kruZnice k se stfedem k lezi bod A. Teény
z bodu A ke kruznici & se ji dotykaji v bodech T', U. Ozna¢me M stied tsecky TU.
Ukazte, ze ¢tytahelnik KLMO je tétivovy

Uloha 4. Osa thlu u vrcholu A protne protéjsi stranu BC' trojthelnika ABC v D.
Kruznice ADB protne AC podruhé v FE, kruznice ADC protne AB podruhé v F.
Dokazte, ze |BF| = |CE)|.

Uloha 5. Jsou dany neprotinajici se kruznice k, I. Jedna vnéjsi spolecna teéna se
dotyka k v A, ta druhé se dotyka [ v D. Dokazte, Ze GseCka AD vytne na k a [ stejné
dlouhé tétivy.

Uloha 6. Je dan trojahelnik ABC a bod D na jeho strané AB. Body K a L lezi
uvniti ABC tak, ze B, C, K a L lezi na kruznici a zaroven |[/BCK| = |£ZAKD| a
|£BCL| = |£ALD|. Dokazte, ze |AK| = |AL|. (1KS 12-G5)

Uloha 7. Necht ABCD je ¢tyithelnik vepsany do kruznice k takovy, Ze piimky
AD a BC se protinaji v bodé Q. Ozna¢me M prusecik piimky BD a rovnobézky
s pfimkou AC' vedenou bodem Q. Zvolme T' € k tak, aby MT byla te¢nou kruznice
k. Dokazte, ze |[MT| = |MQ)|.

Uloha 8. KruZnici opsanou trojuhelniku ABC oznaéime I'. Kruznice Q se dotjka
usecky AB a dotyka se I' v bodé, ktery je ve stejné poloroviné od AB jako C. Osa
uhlu BC'A protind Q v P a Q. Dokazte, ze |ZABP| = |ZQBC|. (EGMO 2018)

Chordala

Definice. Chorddla dvou kruznic je mnozina bodt, které maji k obéma kruznicim
stejnou mocnost.

Tvrzeni. Chordédla dvou kruznic, které nejsou soustfedné, je pfimka kolmé na
spojnici jejich stredu.

Chordala se hodi, kdyz chceme ukézat, ze néjaké body lezi na jedné primce.
Obcas také pomuze ukazat, Ze jsou na sebe néjaké dvé primky kolmé. Také se hodi,
kdyz potiebujeme ukazat néco o priiseciku dvou kruznic.

Uloha 9. Jsou dany dvé neprotinajici se kruznice k, [. Zkonstruujeme jejich ¢tyti
spoleéné teCny a na kazdé vyznacime stfed tsecky urcené prislusnymi body dotyku.
Dokazte, ze tyto Ctyti stiedy lezi na primce.

Uloha 10. Je dan étverec ABCD. Kruznice k skrz A a C protina kruznici [ skrz

B a D v bodech P, Q). Dokazte, ze stied ¢tverce ABC D lezi na P(Q. Plati totéz pro
obdélnik? Kosoétverec? (Baltic Way 2010)

Uloha 11. V roviné je déana kruznice k se stiedem S a bod A # S. Uréete mnozinu
stiedt kruznic opsanych vSem trojuhelnikim ABC, jejichz strana BC je prumérem
kruznice k. (MO 56-A-1-4)

Uloha 12. Piimky ramen AD, BC lichobé&zniku ABCD se protnou v E. Kruznice
s pruméry AC, BD se protnou v X a Y. Dokaite, Ze F lezi na XY
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Stredy usecek
V této sekci si ukdzeme vyuziti nasledujiciho tvrzeni:

Uloha 13 (dtleZita). Necht k a [ jsou kruznice, které se protinaji v bodech A a
B. Body dotyku jejich spole¢né tecny s k a [ oznacime postupné X a Y. Dokazte,
ze primka AB puli XY

Uloha 14. V trojthelniku ABC s té&zistém G plati |/GAB| = |/GBC|. Dokazte,
7e |[L/GAC| = |£LGCB.

Uloha 15. Teény skrz A ke kruznici k se ji dotykaji v T' a U. Bud M stied AT.
Usecka MU protne k podruhé v X. Dokazte, ze | X A| =2 - |MX|.

Uloha 16. Kruznice vepsané trojihelniku ABC se dotykéa stran BC, CA, AB
postupné v D, E, F. Druhy pruse¢ik AD a kruZnice vepsané oznac¢ime Q. Dokazte,
7e piimka EQ prochézi stifedem AF pravé tehdy, kdyz |AC| = |AB|.

Uloha 17. KruZnici opsanou trojthelniku ABC, pro né&jz plati |[AB| < |AC|,
oznaéme w. Tefna k w v bodé A protne BC' v D. Oznaéme M stfed AD a pro-
tnéme M B podruhé s w v X. Dokazte, ze [ZDXA| = |LAXC).

Uloha 18. Na tétivé XY kruznice T' lezi body A a B. Bod N je stfed jednoho
z obloukd XY. Druhé pruseciky NA a NB s I" ozna¢ime C' a D. Teény v C a D ke
T" se protinaji v P. Dokazte, ze N P puli tisecku AB.

Potenéni stred

Tvrzeni (existence potenéniho stfedu). Mgjme tfi kruznice v roving, z nichz
74dné dvé nejsou soustiedné. Potom se vSechny tii vz4djemné chordaly budto proti-
naji v jednom bodé, ktery nazyvame potencnim stredem téchto kruznic, nebo jsou
rovnobézné.

Jisté€ lze tusit, Ze toto tvrzeni se bude hodit na dtikaz, ze se néjaké tii piimky
protinaji v jednom bodé. AvSak bude se nam hodit i v podobé ekvivalence, tedy
k rozpoznavani, kdy je néjaky ¢tyfuhelnik tétivovy.

Tvrzeni (Radical lemma). Necht k a [ jsou nesoustfedné kruznice, body K; a
K, lezi na k a body L; a Lo lezi na . Ctyfahelnik K1 KoL Lo je tétivovy, pravé
kdyz se primky K7 K> a LjLs protinaji na chordéle kruznic k a [.

Uloha 19. Na kruZnici w jsou dany body A, B, které netvoii jeji primér. Uvazme
vSechny dvojice kruznic w,, wp, které maji vnitini dotyk s w postupné v A, B a
které maji navic samy vnéjsi dotyk. Dokazte, ze vnitini spole¢na te¢na kruznic w,,
wp prochazi pevnym bodem.

Uloha 20. Na strané BC trojahelnika ABC s vyskami BM, CN a kolmistém H
je dan bod W. Body X, Y jsou zvoleny tak, aby WX, WY byly praméry kruznic
BWN, CW M. Dokazte, ze body X, Y, H lezi na pfimce. (IMO 2013, 4)

48



Uloha 21. Je dan ostrothly trojihelnik s ortocentrem H. KruZnice se stiedem ve
stiedu strany BC prochézejici bodem H protne BC' v A1, As. Body By, Bs, Cy, Cy
definujeme podobné. Dokazte, Ze téchto Sest bodi lezi na kruznici.

(IMO 2008, 1)

Uloha 22. Kruznici opsanou ostrotthlému trojthelniku ABC oznaéime w, jeho kol-
misté a opsisté oznacime H a O. Déle ozna¢ime M a N stiedy AB a AC. Polopfimky
MH a NH protinaji w v P a Q. Pfimky M N a PQ se protinaji v R. Dokazte, Ze
OA 1 RA.

Uloha 23. Paty vysek z vrcholi A, B, C v trojihelniku ABC postupné oznac¢ime
D, E, F. KruZnici opsanou AEF ozna¢ime w. Jako w; a wy oznacime kruznice skrz
D dotykajici se w v E' a F. Dokazte, Ze druhy pruse¢ik w; a wo lezi na BC.

Uloha 24. Lichobé&znik ABCD je vepsany do kruznice I, jejiz primér je AB.
Prusecik AC a BD ozna¢ime E. KruZnice se stfedem B prochézejici E protina T’
v bodech K a L, kde K lezi ve stejné poloroviné od AB jako C. Kolmice skrz E
k BD protind CD v M. Dokazte, ze KM je kolma na DL.

Uloha 25. Ozna¢me kolmisté a opsisté riiznostranného trojihelniku ABC jako H
a O. Sttedy AH a BC ozna¢ime M a N. KruZnice v nad primérem AH protina
kruznici opsanou ABC v bodé G rizném od A a pfimku AN v bodé @ razném
od A. Te¢na ke v v G protinda OM v P. Dokazte, ze kruznice opsané GNQ a M BC
se protinaji na pfimce PN.

Nulovy polomér

V této sekci vyuzijeme toho, ze se na body muzeme divat jako na kruznice s nulovym
polomérem. Mocnost bodu X ke kruznici se stfedem A a nulovym polomérem je
prosté X A2. To samo o sobé neni nijak skvélé, oviem jakmile zapojime tieba tvrzeni
o chordalach, mize to n€které tlohy znacné ulehcit.

Uloha 26. Je déna kruznice k a bod A vné ni. Pro X € k ozna¢me Y priisecik osy
AX ateény k v X. Uréete mnozinu Y.

Uloha 27. Je déan trojihelnik ABC s vepsistém I. Kolmice na Al skrz I protne
BC v A’. Podobné definujme B’ a C’. Dokazte, ze A’, B’, C’ lezi na pfimce kolmé
na OI, kde O je opsisté ABC.

Uloha 28. Je dana kruznice k a piimka p, po které se pohybuje bod P. Teény z P
ke k se ji dotykaji v T' a U. Uvazme kruznici se stfedem P prochézejici body 7', U.
Dokazte, ze vSechny takové kruznice prochézeji dvéma spolecnymi body.

Uloha 29. Kruznice vepsand trojihelniku ABC se dotyka stran AB, AC v bo-
dech Z, Y. Zkonstruujme rovnobézniky BCY R, BCSZ a oznac¢ime G = BY NCZ.
Dokazte, ze |GR| = |GS]. (ISL 2009, G3)

Uloha 30. V riznostranném ostrothlém trojihelniku ABC oznacime stied BC
jako M a paty vysek z C' a B jako D a E. Oznac¢me sttedy M D a M E jako K a L.
Piimka KL protind AB, AC v X, Y. Dokazte, Ze ¢tyfahelnik AX MY je tétivovy.
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Uloha 31. Kruznice k, [ maji vnéjsi dotyk v bodé 7. Bod A probihé kruznici I. Na
kruznici k najdeme body B, C tak, aby AB, AC byly te¢ny kruznice k. Pfimky BT,
C'T protnou kruznici [ podruhé v bodech D, E. Najdéte mnozinu praseciku primek
DE a tecen ke kruznici | v bodé A.

Rozdily mocnosti a linearita

Chordala je mnozina boda, které maji ke dvéma pevnym kruznicim stejnou mocnost.
Muzeme se na to podivat tak, ze rozdil jejich mocnosti k témto kruznicim je nulovy.

Tvrzeni (zobecnéni chordaly). Nechf k& a [ jsou kruznice, X a Y jsou body.
Potom P(X,k) — P(X,l) = P(Y,k) — P(Y,l) pravé tehdy, kdyz XY je kolmé na
spojnici stfedt k a .

Stejné jako u chordal lze toto tvrzeni vyuzivat k dokazovani kolmosti dvou
piimek. Nasledujici tvrzeni je ale jesté siln€jsi a umozni nam vypocitat mocnost
néjakého bodu pomoci jinych dvou, s kterymi lezi na pfimce.

Tvrzeni (rozdil mocnosti je lineadrni). Necht pod X lez{ na pfimce AB, k a |
jsou kruznice. Potom plati

XB AX

P(X,k)—P(X,l)= 15 (P(Ak) — P(A,D) + 1B (P(B,k) — P(B,1)).

Uloha 32. Na stranach AB, AC trojthelniku ABC lezi postupné body E a F
spliwujici |BE| = |CF|. Dokazte, Ze kruznice opsané trojuhelnikim AEC a AFB se
podruhé protnou na ose thlu BAC.

Uloha 33. Na stranich AB, AC trojthelnika ABC s nejkratsi stranou BC' lezi
body K, L spliujici |[KB| = |BC| = |CL|. Dokazte, ze KL je kolma na OI, kde O
a I jsou opsisté a vepsisté trojuhelniku ABC.

Uloha 34. V ostrouhlém trojthelniku ABC ozna¢me M, N stiedy AB, AC a D
patu vysky z A. Kruznice opsané trojuhelnikim BN D a CM D se protnou podruhé
v E. Dokazte, ze DE prochéazi stiedem M N. (ARO 2007)

Uloha 35. Mé&jme trojthelnik ABC. Na strané BC se hybe bod D. Kruznice opsana
ABD protne AC podruhé v F' a kruznice ADC protne AB podruhé v E. Dokaz,
ze kdyz se D hybe po BC, tak kruznice opsand AFEF prochazi néjakym pevnym
bodem riznym od A.

Uloha 36. Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC se zakladnou BC, uvniti které
je zvolen bod D. Necht E, F jsou po radé takové body na stranidch AB, AC, ze
plati |ZBED| = |ZDFC| > 90°. Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelnikim ABF
a AEC se protinaji na piimce AD v bodé rizném od bodu A. (MO 69-A-111-5)
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ISL G4

Uloha 37. V ostrotihlém trojihelniku ABC vepsaném do kruznice k ozna¢me M,
N stfedy AB, AC, D patu A-vysky a G tézisté. Kruznice [ prochazi body M, N a
dotyka se k v bodé X # A. Dokazte, ze X, D, G lezi v pfimce. (ISL 2011, G4)

Uloha 38. Ozna¢me w kruznici A-pfipsanou trojihelniku ABC. Nechf D, E, F
jsou postupné body dotyku w s BC, CA, AB. KruZnice opsand AEF protinda BC
v bodech P a Q. Oznac¢me stied AD jako M. DokaZte, Ze kruznice opsanad M PQ se
dotyka w. (ISL 2017, G4)

Uloha 39. Nechf M je stied strany AC trojuhelniku ABC'. Kruznice w prochazejici
B a M protind AB a BC postupné v bodech P a Q. Bod T lezi na kruznici w a
zaroven je BPT(@Q rovnobéznik. Urcete vSechny mozné hodnoty %.

(ISL 2015, G4)

Literatura a zdroje
Dékuji vSem, z jejichz prispévki jsem cerpala.

[1] Radek Olsék: Linearita v geometrii, PraSe online, 2020.

[2] Veronika Hladikova: Mocnost, sbornik iKS, 2018.

[3] Anh Dung ,Tonda* Le: Zobecnénd mocnost, sbornik iKS, 2015.

(4]

[5]

4] Pepa Tkadlec: Mocnost, sbornik KS, 2014.
5| http://www.artofproblemsolving.com/community
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Hinty

Hint 1. Dokreslete celou kruznici.

Hint 2. Mocnost A k témto kruZznicim je pevné.

Hint 3. Vzpomeiite si na Euklidovu vétu o odvésné.
Hint 4. Osa thlu déli protéjsi stranu ve zndmém poméru.
Hint 5. Porovnejte mocnost A k | a mocnost D ke k.

Hint 6. Dokresli prusecéik kruznice opsané BCK L a strany AB.
Hint 7. Usekovy thel se hodi.

Hint 8. Znas Shooting lemma?

Hint 9. Bude to chordala.

Hint 10. Méfte mocnost stiedu k obéma kruznicim.

Hint 11. Ukazte, ze druhy prisecik kazdé takové kruznice s AS je pevny.

Hint 12. Dokazte, Ze £ ma k obéma kruznicim stejnou mocnost (pfeneste souéin pomoci
rovnobézky na jednu ze zdkladen).

Hint 13. Co je chordala k a [?

Hint 14. Pouzij tsekovy thel a vzpomen si, o ¢em je tato sekce.

Hint 15. Najdi podobné trojihelniky.

Hint 16. Vzpomen si, o ¢em je tato sekce, a pak vyuhli, Ze obé tvrzeni jsou ekvivalentni
s DE || AB.

Hint 17. Dokreslete druhou kruznici ke spole¢né te¢né a douhlete.

Hint 18. Shooting lemma a kruznice, co se dotykaji XY iT.

Hint 19. Kdyz se kruznice dotykaji, splyva chordala se spole¢nou tecnou.

Hint 20. Protni BWN, CW M podruhé a zapoj bod A.

Hint 21. Nejdfiv dokazte, Ze na kruznici lezi ¢tvefice B1, Ba, C1, C2, podobné pro dalsi
dvé étvefice. Mohlo by jit o t¥i rtizné kruznice?

Hint 22. Obrazy H ve stfedové soumérnosti podle M a N lezi na w. Bod A je stfedem
jisté stejnolehlosti.

Hint 23. Ukaz, ze potenéni stied t¥l zminénych kruznic lezi na BC.

Hint 24. Dokresli kruznici opsanou BCE. Vyuzij toho, Ze obraz kolmisté podle strany lezi
na kruznici opsané.

Hint 25. Najdi potenéni stfed kruznic PAGM, M BC' a Feuerbachovy kruznice ABC.
Hint 26. Uvaz A jako kruZznici s nulovym polomérem.

Hint 27. Uvaz [ jako kruznici s nulovym polomérem.

Hint 28. Primka p je chordéla k a néjakého bodu.

Hint 29. Dokreslete A-pfipsanou.

Hint 30. Najdi chorddlu (ADE) a M.

Hint 31. Dokazte, ze DE je chordala k a bodu A.

Hint 32. Dokresli prusecéik osy thlu s BC a ukaz, ze lezi na chordale.

Hint 33. Tvrzeni o zobecnéné chordale.

Hint 34. Zprumérujte M a N. Trojihelniky BM D a DNC jsou rovnoramenné.

Hint 35. Ukaz, ze stted BC' lezi na chordale.

Hint 36. Spocti, ze D lezi na ptislusné chordéle.

Hint 37. Protnéte teény v A a X a posléze najdéte tétivovy ¢tyfuhelnik.
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Hint 38. Protni AD s w. Ukaz, Ze tento prusecik lezi na kruznici opsané M PQ.
Hint 39. Dokresli st¥edy stran BA, BC. Ngjak vyjadii BT? a BM?.
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Harmonicky dvojpomer
Michal Pecho

Abstrakt. Prispevok zoznamuje s konceptom harmonickych dvojpomerov v pla-
nimetrii. Uvddza tvrdenie, vdaka ktorému ide harmonické konfiguracie nachadzat
v geometrickych tlohach olympiadného typu a pouzivat ich k éasto rychlemu a
elegantnému rieseniu. Kazda kapitolka obsahuje niekolko tiloh k precvic¢eniu danej
techniky.

Dohovor. Symbolom AB budeme znaéit tradi¢ne priamku prechadzajicu bodmi
A, B a niekedy zéaroven aj dlzku orientovanej dsecky s krajnymi bodmi A a B.

Dvojpomer a premietanie na priamky

Definicia. Dwvojpomer bodov A, B, C, D (v tomto poradi) leziacich na jednej
priamke je ¢islo

AB D
(A,B,C7D) - Bic . lc;iA
Cvicenie. Dokazte, ze
<AaBaC7D): ! :(CaDvAvB>: ! 5
(D,A,B,C) (B,C,D, A)
4BCP) = G

Posledné cvicenie nam hovori, ze vyznacné hodnoty dvojpomeru sa 1 a —1.
Z rovnosti (A, B,C, D) = 1 av8ak plynie, Ze A = B alebo C = D, takZe nas bude
viac zaujimat hodnota —1.

Definicia. Body A, B, C, D leziace na priamke tvoria harmonicki $tvoricu, ak
plati (A, B,C,D) = —1.

Cvicenie. Rozmyslite si, ako zhruba harmonické stvorice vyzeraju. V akom poradi
mozu na priamke lezat tieto body?

Tvrdenie. Su dané priamky p, ¢ a bod X mimo nich. Bodom X prechadzaja Styri
priamky, ktoré pretinaji priamku p postupne v bodoch A, B, C, D a priamku ¢
postupne v bodoch A, B’, C’, D’. Potom plati (A, B,C,D) = (A’,B’,C', D).

My budeme toto tvrdenie pouZivat hlavne pre premietanie harmonickych Stvoric.
Prislusné styri priamky tvoria v tom pripade harmonicky zvizok.
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Ako spoznat harmonicki Stvoricu?
To nadm velmi ulahé¢i nésledujtice tvrdenie.

Tvrdenie. V nasledujtcich beznych konfiguraciach sa vyskytuji harmonické stvo-
rice:

(i) Ak M je stred*) tsecky AB, potom (A, M, B,o0) = —1.
(ii) Cevidny AD, BE, CF sa pretinaju v P. Ozna¢me D’ = EF N BC'. Potom plati
(B,D,C,D') = —1.
(iii) Na priemere AB kruznice k so stredom O je dany bod X. Ak je X’ jeho obraz
v kruhovej inverzii podla k (t.j. ak plati |[OX|-|OX’| = |OA|? = |OB|?), potom
(A, X,B,X') = 1.

Tvrdenie (,,dve z troch“). Nech A, B, C, D lezia na priamke a P mimo nej.
Potom z Tubovolnych dvoch néasledujtucich bodov plynie treti:

(i) (A,B,C,D) = -1,
(ii) | ZAPC| = 90°,
(iii) |£BPC| = |£CPD|, kde uhly chapeme orientovane.

A konecne st tu...

Ulohy I

Uloha 1. Majme trojuholnik ABC, bod I je jeho stred kruznice vpisanej, bod I,
jeho stred A-pripisanej kruznice, os uhlu u A pretne stranu BC v bode D. Dokéazte,
ze (A,1,D,I,) = —1.

Uloha 2. Cevidny AD, BE, CF se pretinajui v P. Ozna¢me Q = BC N EF,
R=ADNEF,S=CFNBRaT=DFnN BR. Ukazte, ze

(F,R,E,Q)=(A,R,P,D)=(F,S,P,C)=(B,T,S,R) = —1.

Uloha 3. Body D, E, F st zvolené postupne na stranach BC, C A, AB trojuholnika,
ABC tak, ze ADNBENCF = K. Priamka F'D pretina priamku BFE v bode X, P
je stred tsecky AK a EP pretina priamku AB v bode Y. Dokazte XY || AD.

Uloha 4. Na priamke p st dané body B, D, C v tomto poradi. Dokézte, Ze vietky
body A také, ze AD je osou uhla BAC), lezi na pevnej kruzmici (tzv. Apolloniovej
kruznici).

Uloha 5 (Blanchet Theorem). Na A-vygke AD trojuholnika ABC' je dany bod
P. Ozna¢me X = BPN AC,Y = CP N AB. Dokazte |ZXDA| = |£Y DA]|.

*) Tie# znamy pod menom Majov bod.
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Uloha 6. Vo vniitri trojuholnika ABC je dany pevny bod P. Body X, Y sa pohybujt
po AB, AC tak, ze /ZXPA = /Y PA. Ukazte, ze priamka XY prechadza pevnym
bodom.

Uloha 7. Je dany trojuholnik ABC, body dotyku kruznice vpisanej so stranami
BC, CA, AB oznacme postupne D, F, F. Bod X lezi vo vnitri trojuholnika ABC
tak, ze kruznice vpisana trojuholniku X BC' sa dotyka jeho stran v bodoch D, Y a
Z. Dokazte, ze E, F', Y, Z lezia na jednej kruznici. (IMO Shortlist 1995)

Uloha 8. V trojuholniku ABC oznaéme D pitu osi uhlu u A a I, I.. stredy kruznic
vpisanych trojuholnikom ABD, ACD.

(i) Ak je @ = BC N 1., dokazte |£DAQ| = 90°. (Sharygin 2013)
(ii) Ozna¢me prieseéniky II. s AB, AC postupne M, N. Dokazte, ze MC a NB
sa pretnt na AD.

Uloha 9. Je dand kruznica w so stredom O a tetivou AB (O ¢ AB). Bod C lezi
na w tak, ze AC rozpoluje tsecku OB. Oznacme D = ABNOC a F = BC N AO.
Dokazte, ze |AF| = |CD|.

Harmonické stvoruholniky
Uzitoénym nastrojom nie zdaleka koniec. Co skisit premietaf na kruznice?

Tvrdenie. Je dany bod P leziaci na kruznici k£ a mimo priamku p. Priamky a, b,
¢, dpretnapv A, B, C'", D' akv A, B, C, D. Potom plati*)

__|AB]|-|CD|

A B .C'\ D)= i——rr.

Definicia. Povieme, Ze tetivovy Stvoruholnik ABCD je harmonicky, pokial pre
dlzky jeho stran plati ac = bd.

Pozorovanie. S pouzitim predoglého tvrdenia si lahko rozmyslime, Ze §tvoruholnik
ABCD vpisany do kruznice w je harmonicky prave vtedy, ked pre Iubovolny bod
P € w tvoria priamky PA, PB, PC, PD harmonicky aviizok. D)

Tvrdenie (o harmonickych Stvoruholnikoch). Nech D je bod na obliku BC
kruznice k opisanej trojuholniku ABC| ktory neobsahuje bod A. Potom nésledujice
tvrdenia st ekvivalentné:

(i) Stvoruholnik ABDC' je harmonicky.
(ii) Priamka AD je A-symedidna v AABC (teda priamka symetrickd s A-taZnicou
podla osi uhlu u A).
(iii) Priamka AD a doty¢nice ku k cez B a C prechiddzaji jednym bodom.

*) Obecnejsie tvrdenie bez absolitnych hodnét tiez plati, ale potrebovali by sme k jeho formulacii
komplexné cisla.
D Ak plati napriklad P = A, uvazujeme miesto PA doty¢nicu k w v bode A.
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Cvicenie. Uhlopriecky tetivového Stvoruholnika ABC'D sa pretinaju v P. Dokazte,
7e ak je BP symedidna v ABC, potom AP je symediana v ABD.
(Rumunsko TST 2006)

Podme si to vyskusat!

Ulohy II

Uloha 10. Kruznica vpisana rovnoramennému trojuholniku ABC (|AB| = |AC|)

sa dotyka AC' v E. Priamka rozna od BE vedena bodom B pretina kruznicu vpisana

v bodoch F, G. Priamky EF', EG pretnt BC v K, L. Dokéazte |BK| = |CL]|.
(MEMO 2008)

Uloha 11. V trojuholniku ABC plati |AC| = 2| AB|. Ozna¢me P prieseénik doty¢nic
k jemu opisanej kruznici w vedenych bodmi A a C. Dokézte, ze priese¢nik priamky
BP a osi strany BC' lezi na kruznici w. (CR TST 2012)

Uloha 12. Nech ABCD je konvexny $tvoruholnik. Oznaé¢me F = AB N CD,
E=ADNBC aT = AC N BD. Predpokladajme, ze A, B, T, E lezia na kruz-
nici, ktora pretina priamku FF v bode P. Ozna¢me M stred tsecky AB. Dokézte,
7e |LAPM| = |/BPT)|. (Irdn TST 2004)

Uloha 13. Pity kolmic z bodu D tetivového §tvoruholniku ABCD na priamky
BC, CA, AB oznafme postupne P, @, R. Dokazte, ze |PQ| = |QR| préave vtedy,
ked sa osi uhlov ZABC a ZADC pretinaji na uhlopriecke AC. (IMO 2003)

Uloha 14. V tetivovom pi#fuholniku ABCDE plati AC || DE a stred M tetivy
BD spliwje |[ZAM B| = |£BMC|. Dokéazte, ze BE rozpoluje tetivu AC.

Uloha 15. Dany je trojuholnik ABC, v ktorom |AB| < |AC|. Os tsecky BC pretina
priamky AB a AC postupne v bodoch P a Q. Nech H je ortocentrum trojuholnika
ABC a nech M a N st postupne stredy use¢iek BC a PQ. Dokazte, ze priamky
HM a AN sa pretinaju na kruznici opisanej trojuholniku ABC.

(EGMO vyberko 2023)

Polary

Poslednym objektom, ktory si ukdzeme, buda poldry. Motivaciou pre ich skiimanie
je nasledujuce tvrdenie.

Tvrdenie. Dotycnice ku kruznici k£ vedené bodmi A sa jej dotykaji v bodoch T,
U. Priamka p prechadzajiuca bodom A pretne priamku TU v B a kruZnicu k v X,
Y. Potom (A, X,B,Y) = —1.

Definicia. Nech k je kruZnica so stredom O a X # O. Priamku, ktord prechadza
obrazom X’ bodu X v kruhovej inverzii podla k a je kolma na O X, nazyvame poldrou
bodu X (vzhladom ku k). Bod X je pdl priamky p (vzhladom ku k).

Tvrdenie. Nech P, Q st body a p, ¢ ich polary (vzhladom k nejakej kruznici k).
Potom plati, ze ak P lezi na g, potom @ lezi na p.
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Tvrdenie. Stvoruholnik ABCD je vpisany do kruznice k. Oznaéme P = ACNBD,
Q=ABNCD a R=ADnN BC. Potom trojuholnik PQR je selfpolar, teda PQ je
polara bodu R, PR je polara bodu @ a QR je polara bodu P.

Teraz to uz musi ist samo, nie?

Ulohy III

Uloha 16. Je dané kruznica k a priamka p, ktora ju nepretina. Po priamke p sa
pohybuje bod P. Doty¢nice z P ku k sa jej dotykaju v T' a U. Dokézte, ze priamka
TU prechadza pevnym bodom.

Uloha 17. Je dana polkruznica v s priemerom UV. Na nej lezia body P, Q spl-
nujace UP < UQ. Dotyc¢nice k v v bodoch P a @ se pretinaju v bode R. Ozna¢me
S=UPNVQ. Dokdzte RS L UV.

Uloha 18. Je dany trojuholnik ABC so stredom kruznice vpisanej I. Body dotyku
kruznice vpisanej s odpovedajticimi stranami ozna¢me A;, B;, C;. Dalej ozna¢me
D =BCNBCy aF=DINAA;. Dokdzte |LZAFB| = |LAFC|.

Uloha 19. KruzZnica vpisana trojuholniku ABC so stredom I sa dotyka jeho stran
AB, AC v F, E. Oznaéme N prieseénik FF a A-faznicou AM. Dokézte NI | BC.

ObtiaZnejsie ulohy

Uloha 20. Majme trojuholnik ABC, v ktorom |AC| # |BC|. Kruznica jemu vpisana
ma stred v bode I a dotyka sa stran BC, C' A, AB postupne v bodoch D, F, F.
Stred strany AB je M. Kolmica z bodu I na taznicu C'M sa pretina s priamkou DFE
v bode K. Dokéazte, ze CK a AB st rovnobeZné.

Uloha 21. Je dany ostrouhly trojuholnik ABC' s ortocentrom H. KruZnica s pri-
emerom AB pretne CH v bodoch X a Y, kruznica s priemerom AC pretne BH
v bodoch Z a W. Dokézte, Zze (nezavisle na oznaleni) sa XZ a YW pretinaja na
BC. (Brazilie 2013)

Uloha 22. Kruznica vpisana trojuholniku ABC sa dotjka jeho stran BC, CA, AB
v D, E, F. Usecka AD pretne kruznicu vpisant druhykrat v J a priamky BJ, C.J
pretnt kruznicu vpisana druhykrat v K, L. Dokéazte, ze KC, LB a AD prechadzaja
jednym bodom.

Uloha 23. Je dany ostrouhly trojuholnik ABC' s pitou A-vysky D a ortocentrom
H. Kruznica cez B a C pretne kruznicu nad priemerom AH v X a Y. Ozna¢me P
projekciu D na XY, dokdzte |[£/BPD| = |ZCPD,|. (Japonsko 2013)

Uloha 24. Je dany konvexny §tvoruholnik ABCD. Priamky AB a CD sa pretni
v bode F, priamky BC, AD v bode F'. Priese¢nik uhloprie¢ok ozna¢me P a projekciu
P na EF ozna¢me O. Dokézte, ze |£/BOC| = |£ZAOD,|. (China TST 2002)
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Uloha 25. Je dany rovnobeznik ABCD. Ozna¢me I stred kruznice vpisanej troju-
holniku ABD a w kruznicu vpisanu trojuholniku BC D, ktord sa dotyka strany BD
v bode E. Priamky AFE a IFE pretinaji w postupne v bodoch F a G. Nech E’ je
bod leziaci oproti F na w. Os uhla GEE' pretina GE’ v bode X. Dokéazte, ze stred
kruznice opisanej trojuholniku EX F lezi na priamke BD. (KMS 2022)

Literatura a zdroje
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Hinty

Hint 1. Vyuzite tvrdenie ,dve z troch®.

Hint 2. Vzdy najdite spravny bod, z ktorého premietat.

Hint 3. Najdite harmonicky zvizok vychadzajici z Y.

Hint 4. Dokreslite stvrtého do party k B, D, C' a vyuzite tvrdenie ,dve z troch®.

Hint 5. VSimnite si, Ze sa jednd o konfiguraciu s cevidnmi, a pouzite tvrdenie ,,dve z troch*.
Hint 6. Pozrite sana XY z P az A.

Hint 7. Stvrty do party k B, D, C a mocnost.

Hint 8. (i) Kde je stvrty do party k Iylc a X = ADN I, 1.7

(ii) Ak maja dve harmonické $tvorice spoloény bod, potom spojnice zvysnych troch odpo-
vedajucich si dvojic prechadzaji jednym bodom.

Hint 9. Dokazte sporom(!), ze OB || FD.

Hint 10. Oznacte zvysné body dotyku, najdite harmonicky Stvoruholnik a a premietnite
ho.

Hint 11. Dokézte, ze BX, kde X je priese¢nik osi BC a w, je symedidna v ABC.

Hint 12. Dokéazte, ze PAT B je harmonicky.

Hint 13. Dokéazte, Ze oba vyroky su ekvivalentné s tym, ze ABCD je harmonicky.

Hint 14. Zacnite tym, ze AC' je symediana v ABD.

Hint 15. Premietnite na kruznicu cez A a antipodu A.

Hint 16. Ktorym zaujimavym bodom prechadza polara bodu na priamke p?

Hint 17. Dokézte, ze RS je polara bodu K.

Hint 18. Dokéazte a vyuzite, Ze AA; je polara D.

Hint 19. Dokazujte, ze N je pdl rovnobezky s BC' cez bod A.

Hint 20. Zamerajte sa na kolmy priemet bodu I na faznicu a pouzite tvrdenie ,dve
z troch.

Hint 21. Ak maji dve harmonické Stvorice spoloény bod, potom zvySné tri spojnice pre-
chadzaji jednym bodom.

Hint 22. Ukézte, ze JK DL je harmonicky.

Hint 23. Chordaly troch kruznic prechddzaju jednym bodom.

Hint 24. Dokéazte, ze OP je spolocnd osa istych dvoch uhlov.

Hint 25. Premietaj cez E' na kruznicu.

60



Dirichletov princip
Michal Stanik

Abstrakt. Prispevok ukazuje typy prikladov na Dirichletov princip a tiez jeho
vyuzitie v podobe Dilworthovej vety, ktord hovori o refazcoch a antiretazcoch
v CGiastocnych usporiadaniach, alebo v tlohach o deleni oblasti.

Tvrzeni (Dirichletav princip). Necht k, n jsou pfirozend ¢isla. Pak, kdykoli
umistite kn + 1 objektd do n pfihradek, tak alespon v jedné prihradce bude alespon
k + 1 téchto objektu.

Toto tvrzeni neni slavné svou objevnosti, ale Sirokou pouzitelnosti.

Uloha 1. Dokazte, ze kdykoli umistime na $achovnici 33 sachovych vézi, mizeme
z nich vybrat 5 vézi, které se vzajemné neohrozuji. (PraSe 00/01, 3. série)

Uloha 2. Je déna 52-prvkova mnozina p¥irozenych ¢isel. Dokazte, 7e v ni najdeme
dvé ¢isla, jejichz rozdil nebo soucet je délitelny 100.

Uloha 3. V prostoru je ddno 9 mifZovych bodii. Dokazte, ze uvnitf nékteré tsecky
dané témito body lezi dalsi miizovy bod (ne nutné jeden z deviti danych).

Uloha 4. Bud n p¥irozené &islo a M mnozina nékterych vrcholtt daného pravidelného
n-thelniku. Dokazte, Ze pokud |M| > |/2n + 1/4 + 3/2], tak z M muZeme vybrat
Ctyti body tvofici vrcholy lichobéznika.

Uloha 5. Je dana 20-prvkova mnozina pfirozenjch ¢isel mensich nez 70. Dokazte,
ze mezi vSemi rozdily tvofenymi dvojicemi z této mnoziny se nékteré ¢islo vyskytne
Ctytikrat.

Uloha 6. Rostouci posloupnost pfirozenych ¢&isel (a,,)%; splituje pro viechna pfi-
rozend Cisla n nerovnost a,4+1 — a, < 2023. Dokazte, ze je mozné najit dva rtzné
jejt prvky a;, aj, takova ze a; | a;

Velka cisla
Uloha 7. Dokazte, Ze je mozné najit 10000 deseticifernych nasobkii sedmi ligicich
se jen pofadim ¢islic. (Ceskoslovenské stietnuti 1995)

Uloha 8. Dokaite, ze rovnice |23/ |+ |3%/2| = a m4 pro nekoneéné mnoho hodnot
a alespon 2023 feSeni v pfirozenych ¢islech. (Rusko 1980)

Uloha 9. Dokaite, Ze existuje &islo, které je mozné napsat alesponn 100 zptisoby jako
soucet 2023-ti 2022-tych mocnin. Zapisy lisici se jen poradim s¢itanc povazujeme
za stejné. (PraSe 11/12, mySmas)
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Od¢itaci trik

Casto neni pouziti Dirichletova principu findlnim krokem, ale pouze prostiednim. Po
nalezeni dvou stejnych hodnot Casto byva tfeba od sebe tyto dva vysledky odecist
pro ziskani pozadovaného objektu.

Priiklad. Prfirozené ¢islo n je nesoudélné s desitkou. DokaZte, Ze existuje nasobek
n, jehoz zéapis (v desitkové soustavé) je sloZeny ze samych jednicek.

Uvazujme n + 1 ¢isel tvaru 1, 11, 111, ... Dle Dirichletova principu najdeme
dvé takova cisla, které davaji stejny zbytek po déleni n. Jejich odectenim ziskdme
nasobek n, ktery za¢ina samymi jednickami a pokracuje samymi nulami. Jinymi slovy
je to ¢islo tvaru k - 10%, kde k je ¢islo tvofené samymi jednickami a [ je piirozené.
Pak diky tomu, Ze n je nesoudé€lné s desitkou, mame, Ze i k je nasobek n.

Uloha 10. Je dana n-prvkova mnozina pfirozenjch éisel. Dokazte, ze nékterd jeji
neprazdna podmnozina méa soucet prvku délitelny n.

Uloha 11. Je dana mnozina deseti dvojcifernjch ¢isel. Dokazte, Ze miiZzeme najit
dvé jeji disjunktni podmnoziny se stejnym sou¢tem prvki. (IMO 1972)

Uloha 12. Dokazte, 7e libovolnému dostateéné velkému (Tento obrat znamena,
7e miizeme najit n takové, Ze tvrzeni plati pro vSechna ¢isla vétsi nez n.) &islu
neobsahujicimu v ciferném zapisu nulu mizeme odebrat nékteré cifry ze zacatku a
z konce a ziskat tak nenulovy nasobek ¢isla 2023. (Kanadska MO 2011)

Uloha 13. Dokazte, 7e z Sestnacticiferného ¢isla mtizeme vybrat nékolik po sobé

jdoucich cifer, jejichz soucin je druhou mocninou celého ¢isla.
(PraSe 08/09, 5. série)

Uloha 14. Do tabulky n x 2" jsou do fadktl napsany viechny n-tice ¢isel 1, —1. Po
té jsou néktera policka nahrazena nulami. Dokazte, ze je mozné zvolit neprazdnou
mnozinu Fadki, kterd v souctu (séita se po slozkach) dava nulovy fadek.

(Turnaj mést 1996)

Uloha 15. Je déno piirozené éislo n. Predpokladejme, Ze existuje celé &islo s takové,
ze n | s + 1. Dokazte, Ze pak je mozné n napsat jako soucet dvou druhych mocnin
celych cisel.

Uloha 16. Sachista trénuje 77 dni, kazdy den alespoii jednou, celkem nejvyse 132-
krat. Dokazte, ze nékolik dni po sobé trénoval v souctu presné 21-krit. Co kdyby
trénoval pouze 71 dni?

Uloha 17. Je danych 2000 celych éisel so stié¢tom 1, z ktorych kazdé ma absoltitnu
hodnotu najviac 1000. Dokézte, Ze z nich mdzeme vybrat niekolko s nulovym stc¢tom.
(Kanada 2000)
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Casteéna uspoiadani

Definice (¢asteéné usporfadani). Relace < na mnoziné M se nazyva ¢astetné
usporadani, pokud pro libovolné prvky x,y, z mnoziny M plati:

o r < z. (reflexivita)
e Pokud z < y a soucasné y < z, pak uz nutné musi z = y. (slaba antisymetrie)
e Pokud z < y a soucasné y < z, pak plati z < z. (tranzitivita)

Prikladem c¢asteénych usporadani muze byt délitelnost na pfirozenych ¢islech
(definujeme, a < b jako a déli b) nebo inkluze na mnoZiné vSech podmnozin dané
mnoziny (definujeme, a < b jako a je podmnozina b).

Definice (porovnatelnost). Definice ¢asteéného usporadani nevyzaduje, aby ze
dvou réznych prvka byl nutné néktery vétsi. Rekneme tedy, Ze dva riizné prvky z,
y mnoziny M jsou porovnatelné, pokud z < y nebo y < x. V opa¢ném ptipadé jsou
neporovnatelné.

Definice (fetézec, antifetézec). Podmnozinu X ¢éstecné uspoiddané mnoziny
nazveme 7Tetézcem, pokud kazdé dva prvky mnoziny X jsou porovnatelné. Pokud jsou
naopak vSechny dvojice prvkt mnoziny X neporovnatelné, nazyvame ji antiretézcem.

Uloha po nas miize chtit dokazat, ze kdykoli vybereme k prvkii ze zadané uspo-
rfadané mnoziny M, tak nékteré dva z nich jsou porovnatelné. To muze byt dokdzano
tak, ze pokryjeme celou M pomoci k — 1 fetézct, dle Dirichletova principu pak musi
dva prvky spadnout do jednoho fetézce. Nasledujici tvrzeni fika, Ze takovy postup
dava nejlepsi odhad.

Tvrzeni (Dilworthova véta). Bud k pocet prvki nejvétsiho antifetézce v M.
Pak je mozné pokryt mnozinu M pomoci k Tetézci.

Odebereme néjaky takovy prvek a, ktery nad sebou nemé Zadné dalsi prvky
(je tzv. maximdlni). Z indukéniho pfedpokladu pro néjaké k ve zbytku existuje
k-prvkovy antifetézec a soucasné je tento zbytek pokrytelny k fetézci. V kazdém
z téchto Fetézcll najdéme nejvétsi prvek, ktery je prvkem néjakého k-prvkového an-
titetézce. Dokazte, Zze tato mnozina je opét antifetézcem. Pokud je néjaky prvek
b tohoto antifetézce porovnatelny s a, tak je mozné vzit fetézec slozen z prvku a,
b a v8ech prvki pod b uvnit¥ pfislusného fetézce (z pokryti). Po odstranéni takto
sestrojeného Fetézce v mnoziné nenajdeme k-prvkovy antifetézec a tak (indukéni
predpoklad) pokryjeme zbytek k& — 1 Fetézci.

Uloha 18. Dokazte, Ze mezi libovolnymi n+ 1 &isly z mnoziny {1,2,...,2n} najdete
takova dveé rizna cisla, ze jedno déli druhé.

Uloha 19. Je d4ano 1001 obdélnikf s celo¢iselnymi délkami stran nepfesahujicimi
1000. Dokazte, 7e je mozné najit 3 obdélniky, které se do sebe vejdou (jeden do
druhého, druhy do tfetiho). Obdélniky je mozné otacet, stejné velké obdélniky se do
sebe vejdou.
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Uloha 20. Kolko najviac prvkov moze maf mnozina S, ktora obsahuje len delitele
¢isla 20041%0 a ziadny prvok z S nie je nasobkom iného prvku?

Uloha 21. 49 student fesilo test skladajici se ze tif tiloh. Za kazdou tlohu bylo
mozné ziskat 0 az 7 bodl. Dokazte, zZe existuji dva studenti takovi, ze prvni ziskal
z kazdé ulohy aspon tolik bodfi, co druhjy.

A na zavér muzeme z Dilworthovy véty odvodit jesté jedno znamé tvrzeni.

Uloha 22 (Erd§s, Szekeres). Jsou déana pfirozena ¢isla a, b. Z kazdé prosté (neo-
pakujici se) posloupnosti délky ab+ 1 je pak mozné vybrat rostouci podposloupnost
délky a + 1 nebo klesajici délky b+ 1.

Déleni oblasti

Dalsi typicky vyskyt Dirichletova principu je v tlohach typu ,,Je hodné bodu na
malém prostoru, dokazte, Ze nejsou od sebe prili§ daleko.“ Takové tlohy byvaji
feSitelné rozdélenim oblasti na ¢asti tak, aby v kazdé ¢asti si byly body blizko.

Priklad. V kruhu o poloméru 1 je 7 bodtu. Dokazte, Ze vzdéalenost nékterych dvou
z nich je 1 nebo méné.

Rozdélime kruh na Sestiny (jako kola¢). Dle Dirichletova principu musi byt
v nékteré c¢asti dva body. Vzdélenost téchto dvou bodi pak musi byt mensi rovna
jedné.
Uloha 23. Na okraji ¢tverce o strané délky 1 je 5 bodi. Dokazte, Ze vzdalenost
nékterych dvou je mensi nez v/2/2.

Uloha 24. Na stole 1 x 1 m leze 51 much. Dokazte, Ze pomoci kruhového hrnce
1

s polomérem 7 m miZzeme chytit 3 mouchy najednou.

Uloha 25. New York je kromé jiného zndm i pravidelnosti svych ulic - mé 151 seve-
rojiznich a 151 vychodozapadnich ulic, které se vzdy po 100 metrech kiizi. V mésté
je na ulicich celkem rozmisténych 11401 telefonnich automati. Dokazeme najit dva
automaty, které jsou vzdalené maximalné 200 metra chtize po chodniku?

Uloha 26. V roviné je 2n + 1 bodii rozmisténo tak, Ze zadny trojihelnik s vrcholy
v téchto bodech nema vSechny strany vétsi nez 1. Dokazte, Ze n + 1 z téchto bodt
je mozné pokryt kruhem o poloméru 1.

Uloha 27. V kruhu o poloméru 1 je Sest bodii. Dokazte, Ze nékteré dva jsou vzdaleny
maximalné 1.

Uloha 28. Dokazte, 7e kdykoli rozdélime kruh o poloméru 1 na 5 ¢asti, v nékteré
budou dva body vzdalené vic jak jedna.

Uloha 29. Kruhovy ter¢ o poloméru 12 cm zasahlo 19 stiel. Dokazte, Ze vzdalenost
nékterych dvou zasaht je mensi nez 7 cm. (Celostatni kolo MO 2009/2010)
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Hinty

Hint 1. V alesponi jedné z osmi posunutych osmipolickovych thlopticek bude alespon 5
vezi.

Hint 2. Rozdélte éisla podle poslednich dvou cifer a poparujte (01-99), (02-98), ...
Hint 3. Maji-li dva body stejnou paritu vSech t#i soufadnic, pak je jejich stfed opét
miizovym bodem.

Hint 4. Uhlopficky n-tihelniku maji pouze n rtznjch smérti. Kolik thlopiicek je mozné
sestrojit z bodd z M?

Hint 5. Staci pouzit 19 rozdild sousednich éisel. Tyto rozdily v souétu dévaji nejvyse 68.
Bylo by to mozné, kdyby bylo kazdé hodnoty nabyto maximéalné t¥ikrat?

Hint 6. Kdykoli si vezmeme posloupnost 2023 po sobé jdoucich ¢isel, najdeme mezi nimi
prvek posloupnosti. Myslenka feSeni je sestrojit rostouci posloupnost takovychto ,pasti“,
ve které se pro kazdé k navzajem déli k-té prvky.

Hint 7. Kolik je deseticifernych nasobki sedmi? A kolik je moznosti, kterd cifra bude
kolikrat obsazena v daném ¢isle (bez ohledu na poradi)?

Hint 8. Zvolme néjaké pfirozené ¢islo n. Vezméme vSechny dvojice (z,y) z mnoziny
{n+1,n+2,...,2n}. Kolik moznych dvojic to je? A kolika riznych hodnot muze nabyvat
[2%2] + |y*/%)?

Hint 9. Volme pfirozené ¢islo n. Kolik je 2023-tic ¢isel mensich nez n? A kolika raznych
hodnot mohou nabyvat soucty 2022-tych mocnin se zédklady mensimi nez n?

Hint 10. Ocislujme si prvky a1, a2, ..., an. Pak mezi mnozinami

{}7 {al}a{a’lvaz}a cee {ala‘ . .,an}

najdeme dvé se stejnym zbytkem po déleni n.

Hint 11. Podmnozin je vice nez moznych souéti, tedy najdeme dvé (ne nutné disjunktni)
se stejnym souctem. Pak zbyva od obou odedist jejich prinik.

Hint 12. Predpokladejme, zZe ¢islo je alespon 2025-ciferné. Pro k = 0,1,2,...,2023 uva-
zujme Cislo slozené z poslednich k cifer. Néktera dvé takova c¢isla maji stejny zbytek po
déleni 2023.

Hint 13. Mezi souéiny prvnich k cifer najdete dva takové, které se shoduji paritou expo-
nentd v prvociselném rozkladu u prvocisel 2, 3, 5, 7.

Hint 14. Sestrojte posloupnost n-tic nul a jednicek. Za¢néte samymi nulami a kazdy dalsi
definujte rekurentné z predchozi n-tice X takto: Y je n-tice, kterd vznikne z X nahrazenim
minus jednicky za jednicku a jednicky za nulu. V Y nahradte nékterd policka nulami tak,
aby se jednalo o néktery radek tabulky a prictéte ho k X. V takto definované posloupnosti
najdete dva stejné prvky.

Hint 15. Z Dirichletova principu najdeme dvé dvojice (z,y) nezapornych celych Cisel
nepfevysujici v/n, se stejnou hodnotou = — sy (mod n). Odec¢tenim najdeme nenulovou
dvojici (z,y) nezdpornych celych &isel nepfevysujicich y/n takovou, ze © = +sy (mod n).
Umocnénim dostavame kyzeny vysledek.

Hint 16. Oznaéme a; pocet tréninki do i-tého dne (véetné). Mezi 154 &isly

ai, a2, ..., ay, a1+21, ax+21, ..., arr+21

najdete 2 stejna, protoze nejvyssi mozna hodnota je 153.
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Hint 17. Zoradte ¢isla tak, aby mali prefixové sacty obmedzené hodnoty.

Hint 18. Volte fetézce ve tvaru [ - 2, kde | je pevné liché &islo.

Hint 19. Definujte k-ty fetézec jako mnozinu obdélniku, ve kterych se vyska od sirky lisi
pravé k — 1. Takto pokryjete mnozinu vSech obdélnika 500 fetézci.

Hint 20. Mnozina S bude najvicsia, ked obsahuje vSetky delitele, ktoré maju stcéet expo-
nentov v prvociselnom rozklade 200.

Hint 21. Predstavte si mnozinu vSech moZnych bodovych ziskt jako krychli 8 x 8 x 8.
Jedno patro az na 16 bodu pokryjete ¢tyfmi fetézci. Toto pokryti pouzijte na kazdé patro,
zbytek krychle pokryjete 16 fetézci a mate tak 4 x 8 + 16 = 48 Fetézcu.

Hint 22. Posloupnost ze zadani ozna¢me (xn)‘flbjll Tuto posloupnost mizeme chapat jako
mnozinu dvojic (zn,n). Zvolte uspofadani, aby rostouci podposloupnost byla Fetézcem
a klesajici antiretézcem. Predpokladejte, zZe nejvétsi antifetézec ma délku b a za pouziti
Dilworthovy véty a Dirichletova principu odvodte dolni odhad pro nejdelsi fetézec.

Hint 23. Rozdélte okraj ¢tverce na 4 ,rohy“. Pozor na pfesné zadani mnozin, aby vyloucilo
rovnost (v tloze je ostrd nerovnost).

Hint 24. Rozdélte na ¢tverecky o strané % m.

Hint 25. Straznik stojici na kfizovatce dohlédne kazdym smérem 100 metri. Rozmistéte
na kiizovatky Sachovnicové strazniky a najdéte straznika, ktery vidi dva automaty.

Hint 26. Pokud zadna vzdalenost neni vétsi nez jedna, dé se celd mnozina pokryt jednim
kruhem. V opaéném pfipadé, jsou-li A, B body s vzdélenosti vétsi nez jedna, pak celou
mnozinu pokryjete dvéma kruhy se stiedy v A, B.

Hint 27. Uvazujte stejné rozkrajeni jako v pfikladu a natocte si ho tak, aby néktery bod
lezel na hranici dvou oblasti.

Hint 28. Vezméte na okraji kruhu pét bodu, jejichZz vzajemna vzdalenost je vétsi nez 1.
Natocte je tak, aby bylo mozné ptidat blizoucko k jednomu z nich jesté jeden ale do jiné
oblasti.

Hint 29. Rozdélte kruh s polomérem 7 na Sestiny (jako v pfikladu) a zbylé mezikruzi
rozdélte na dvanactiny. Poznamka: s trikem z pfedchozich dvou tloh je opét mozné zmensit
pocet potiebnych bodu o jedna.
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