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Od Dirichleta k pravdépodobnosti

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Prispévek ukazuje typy ptikladii na Dirichletiv princip a od nich pak
navazuje na takové, kde pomuze predstava pravdépodobnosti. Na konci najdete navody
k tloham a ocislovanym tvrzenim.

Dirichletav princip

Tvrzeni. (Dirichletiv princip) Necht k, n jsou pFirozend ¢isla. Pak, kdykoli umis-
tite kn+ 1 objektii do n prihradek, tak alespon v jedné piihradce bude alespon k+ 1
téchto objekti.

Toto tvrzeni neni slavné svou objevnosti, ale Sirokou pouzitelnosti.

Uloha 1. Dokaite, ze kdykoli umistime na Sachovnici n+1 Sachovych vézi, mézeme
z nich vybrat 5 vézi, které se vzajemné neohrozuji. (PraSe 00/01, 3. série)

Uloha 2. Je dana 52-prvkova mnozina piirozenych ¢isel. Dokazte, Ze v ni najdeme
dvé cisla, jejichz rozdil nebo soucet je délitelny 100.

Uloha 3. V prostoru je dano 9 miizovych bodii. Dokazte, Ze uvnitt nékteré tsecky
dané témito body lezi dalsi m¥izovy bod (ne nutné jeden z deviti dangch).

Uloha 4. Bud n pfirozené &slo a M mnozina nékterych vrcholtt daného pravidel-
ného n-tthelniku. Dokazte, ze pokud |M| > [\/2n + 1/4 4+ 3/2], tak z M miizeme
vybrat ¢tyti body tvofici vrcholy lichobéznika.

Uloha 5. Je dané 20-prvkova mnoZina p¥irozenych ¢isel mensich nez 70. Dokazte,
ze mezi vSemi rozdily tvofenymi dvojicemi z této mnoziny se nékteré ¢islo vyskytne
Gtytikrat.

KLi¢ovA sLovAa. kombinatorika, nekonstruktivni dilkazy, Dirichletiiv princip, pravdépodob-
nost
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Uloha 6. Rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel (a,,)$° splituje pro véechna pfiro-
zené Cisla n nerovnost a,+1 — a, < 2012. Dokazte, Ze je mozné najit dva rtizné jeji
prvky a;, a;, takova ze a; | a;

Velka cisla

Uloha 7. Dokazte, ze je mozné najit 10000 deseticifernych nasobkt sedmi lisicich
se jen poradim c¢islic. (Ceskoslovenské stfetnuti 1995)

Uloha 8. Dokazte, ze rovnice |2%/2] +|y%/2| = a ma pro nekoneéné mnoho hodnot
a alespon 2012 fesSeni v prirozenych ¢islech. (Rusko 1980)

Uloha 9. Dokaizte, 7e existuje ¢islo, které je mozné napsat alesponn 100 zptisoby
jako soucet 2012-ti 2011-tych mocnin. Zapisy lisici se jen pofadim scitanci povazu-
jeme za stejné. (Prase 11/12, mysmas)

Odcitaci trik

Casto neni pouziti Dirichletova principu findlnim krokem, ale pouze prostfednim. Po
nalezeni dvou stejnych hodnot Casto byva tfeba od sebe tyto dva vysledky odecist
pro ziskani pozadovaného objektu.

Priiklad. Prirozené ¢islo n je nesoudélné s desitkou. Dokazte, Ze existuje nasobek
n, jehoz zépis (v desitkové soustavé) je slozeny ze samych jednicek.

Reseni. Uvazujme n+1 &sel tvaru 1, 11, 111, ... Dle Dirichletova principu najdeme
dveé takova cisla, které davaji stejny zbytek po déleni n. Jejich odectenim ziskdme
néasobek n, ktery za¢ind samymi jednickami a pokracuje samymi nulami. Jinymi slovy
je to ¢slo tvaru k - 10%, kde k je ¢islo tvofené samymi jedni¢kami a I je piirozené.
Pak diky tomu, ze n je nesoudélné s desitkou mame ze i k je nasobek n.

Uloha 10. Je dané n-prvkova mnozina pfirozenych &isel. Dokazte, ze néktera jeji
neprazdna podmnozina mé soucet prvki délitelny n.

Uloha 11. Je dédna mnoZina deseti dvojcifernych ¢isel. Dokazte, Ze mizem najit
dvé jeji disjunktni podmnoziny se stejnym souctem prvki. (IMO 1972)

Uloha 12. Dokaite, Ze libovolnému dostateéné velkému' ¢islu neobsahujicimu v ci-
ferném zapisu nulu muzeme odebrat nékteré cifry ze zacatku a z konce a ziskat tak
nenulovy nasobek ¢isla 2011. (Kanadska MO 2011)

Uloha 13. Dokazte, Ze z Sestnacticiferného ¢isla miizeme vybrat nékolik po sobé
jdoucich cifer, jejichz soucin je druhou mocninou pfirozeného éisla.
(PraSe 08/09, 5. série)

Uloha 14. Do tabulky n x 2" jsou do fadkt napsany vSechny n-tice éisel 1, —1. Po
té jsou nékterd policka nahrazena nulami. Dokazte, Ze je mozné zvolit neprazdnou

1Tento obrat znamena, ze mizeme najit n takové, ze tvrzeni plati pro viechna é&isla vétsi nez n.
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mnozinu Fadki, kterd v souétu (séitd se po slozkich) dava nulovy fadek.
(Turnaj meést 1996)

Uloha 15. Je dano pfirozené ¢islo n. Piedpokladejme, Ze existuje celé &islo s ta-
kové, 7e n | s*> + 1. Dokaite, Ze pak je mozné n napsat jako soucet druhych mocnin
celych cisel.

Uloha 16. Sachista trénuje 77 dni, kazdy den alespoii jednou, celkem nejvyse 132-
krat. Dokazte, Ze nékolik dni po sobé trénoval v souctu presné 21-krat.

Castetna usporadani

Definice. (Céste¢né usporadani) Relace < na mnoziné M se nazyva ¢asteéné uspo-
tadani, pokud pro libovolné prvky x,y, 2 mnoziny M plati:
(1) < x. (reflexifita)
(2) Pokud z < y a soucasné y < x, pak uz nutné musi x = y. (slaba antisymetrie)
(3) Pokud = < y a soudasné y < z, pak plati x < z. (tranzitivita)

Piikladem ¢asteénych usporadéni muze byt délitelnost na pfirozenych ¢isech (defi-
nujeme, a < b jako a déli b) nebo inkluze na mnoziné vsech podmnozin dané mnoziny
(definujeme, a < b jako a je podmnozina b).

Definice. (Porovnatelnost) Definice ¢asteéného uspofddani nevyzaduje, aby ze
dvou riiznjch prvkd byl nutné néktery vétsi. Rekneme tedy, Ze dva rizné prvky
x, y mnoziny M jsou porovnatelné, pokud x < y nebo y < x. V opacném piipadé
jsou meporovnatelné.

Definice. (Retézec, antifetézec) Podmnozinu X ¢steéné usporadané mnoziny na-
zveme retézcem, pokud kazdé dva prvky mnoziny X jsou porovnatelné. Pokud jsou
naopak vSechny dvojice prvkt mnoziny X neporovnatelné, nazyvame ji antiretézcem.

Uloha po nas mitize chtit dokazat, Ze kdykoli vybereme k prvkii ze zadané uspofa-
dané mnoziny M, tak nékteré dva z nich jsou porovnatelné. To miize byt dokazano
tak, ze pokryjeme celou M pomoci k — 1 fetézct, dle Dirichletova principu pak musi
dva prvky spadnout do jednoho fetézce. Nasledujici tvrzeni fika, ze takovy postup
dava nejlepsi odhad.

Tvrzeni 17. (Dilworthova véta) Bud k pocet prvki nejvétsiho antifetézce v M.
Pak je mozné pokryt mnozinu M pomoci k fetézcu.

Uloha 18. Dokazte, e mezi n + 1 &sly z mnoziny {1,2,...,2n} najdete takova
dvé ruzna Cisla, ze jedno déli druhé.

Uloha 19. Je déno 1001 obdélnikt s celoéiselnymi délkami stran nepfesahujicimi
1000. Dokazte, Ze je mozné najit 3 obdélniky, které se do sebe vejdou (jeden do
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druhého, druhy do tfetiho). Obdélniky je mozné otécet, stejné velké obdélniky se do
sebe vejdou.

Uloha 20. 49 studentt fesilo test skladajici se ze sedmi tloh. Za kazdou tilohu
bylo mozné ziskat 0 az 7 bodid. Dokazte, ze existuji dva studenti takovi, ze prvni
ziskal z kazdé tlohy aspon tolik bodt, co druhy.

A na zavér muzem z Dilworthovy véty odvodit jesté jedno znamé tvrzeni.

Tvrzeni 21. (Erdos, Szekeres) Jsou dédna pfirozend disla a, b. Z kazdé prosté
(neopakujici-se) posloupnosti délky ab+ 1 je pak mozné vybrat rostouci délky a + 1
nebo klesajici délky b+ 1.

Déleni oblasti

Dalsi typicky vyskyt Dirichletova principu je v tlohach typu ,,Je hodné bodt na
malém prostoru, dokazte, ze nejsou od sebe prili§ daleko.“ Takové tlohy byvaji
TeSitelné rozdélenim oblasti na casti tak, aby v kazdé casti si byly body blizko.

Priklad. V kruhu o poloméru 1 je 7 bodu. DokazZte, Ze vzdalenost nékterych dvou
z nich je 1 nebo méné.

Regeni. Rozdélime kruh na Sestiny (jako kola¢). Dle Dirichletova principu musi byt
v nékteré ¢asti dva body. Vzdalenost téchto dvou bod® pak musi byt mensi rovna
jedné.

Uloha 22. Na okraji ¢tverce o strané délky 1 je 5 bodt. Dokazte, Ze vzdalenost
nékterych dvou je mensi nez v/2.

Uloha 23. Na stole 1 x 1m leze 51 much. Dokazte, Ze pomoci kruhového hrnce s
polomérem %m miizeme chytit 3 mouchy najednou.

Uloha 24. New York je kromé jiného znam i pravidelnosti svych ulic — ma 151
severojiznich a 151 vychodozapadnich ulic, které se vzdy po 100 metrech kiizi. V
mésté je na ulicich celkem rozmisténych 11401 telefonnich automatt. DokaZzeme najit
dva automaty, které jsou vzdalené maximalné 200 metri chiize po chodniku?

Uloha 25. V roviné je 2n+ 1 bodii rozmisténo tak, Ze zadny trojthelnik s vrcholy
v téchto bodech nemé vSechny strany vétsi nez 1. Dokazte, ze n + 1 z téchto bodi
je mozné pokryt kruhem o poloméru 1.

Uloha 26. V kruhu o poloméru 1 je Sest bodti. Dokazte, Zze nékteré dva jsou
vzdaleny maximalné 1.

Uloha 27. Dokazte, %e kdykoli rozdélime kruh na 5 ¢asti, v nékteré budou dva
body vzdélené vic jak jedna.

Uloha 28. Kruhovy ter¢ o poloméru 12cm zasého 19 stiel. Dokazte, Ze vzdalenost
nékterych dvou zasahti je mensi nez 7cm. (Celostatni kolo MO 2009/2010)
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Pravdépodobnostni metoda

Podivejme se na nasledujici priklad resitelny Dirichletovym principem:

Priklad. V jazykové skole se vyucuje 2n jazyki. Kazdy z 500 mistnich uéitelt umi
mluvit alesponn n jazyky. Dokazte, ze najdeme 14 nebo méné jazyki, tak, aby kazdy
ucitel mluvil alesponi jednim z nich.

Reseni. Nakresleme si tabulku o 2n sloupcich (jazyky) a 500 fddcich (ucitelé).
Vybarvéme policko tabulky pravé kdyz prislusny ucitel zna dany jazyk. Takto vy-
barvime alesponi 500n z celkovych 1000n fadki tabulky a proto (z Dirichletova prin-
cipu) najdeme jazyk, kterym mluvi alespoii 250 ucitelt. Zvolme tedy tento jazyk
jako prvni z naSich 14 a pokracujme, zbyva nam uz jen 250 nepokrytych ucitelt a
13 jazykl, co muzem volit. Stejnym argumentem mizeme toto zredukovat na 125
uciteltt a 12 jazykd, 62 ucitelti a 11 jazykd, 31 ucitelti a 10 jazykd, 15 ucitelt a 9
jazyku az kone¢né 7 uciteli a 8 jazyku. Jelikoz nam zbylo vice jazyku nez ucitelq,
staci kazdému zbyvajicimu uciteli pfifadit jeden zbyvajici jazyk a tiloha je vyfeSena.

Vidime, Ze toto feseni je trochu pracné, vicenasobné pouzivani Dirichletova prin-
cipu, postupné déleni dvéma. Na stejnou tlohu se podivame pravdépodobnostni
metodou. Nejprve zavedeme zékladni pravdépodobnostni terminologii:

Definice. Elementarnim jevem nazyvame kompletni situaci, kterd nastala po na-
hodném procesu, tedy napriklad ,Na prvni kostce padla trojka, na druhé dvojka
a na treti trojka.“ Jevem pak nazyvame néjakou vlastnost takové situace, napfi-
klad ,,Na prvni kostce padlo sudé éislo.“ Pravdépodobnost, Ze jev A nastal zna¢ime
P(A). Jev ,Nastal jev A a soucasné nastal jev B“ znac¢ime A N B. Jev ,Nastal
jev A a nebo nastal jev B“ znacime A U B. Nezavislé jevy jsou takové, pro které
P(ANB)=P(A)-P(B).

.....

pravdépodobnostni metodé vyskytne casto:

Tvrzeni. Necht A, B jsou dva jevy (ne nutné nezavislé). Pak
P(AUB) < P(A)+ P(B)

A nyni pristupme opét k feseni tlohy.

Regend. Zvolme si ndhodnou 14-tici jazykt (uspotadanou, jazyky se miizou opako-

vat) a pevného uditele. Pravdépodobnost, Ze tento uéitel nezna prvni jazyk je nejvyse

%, stejné tak u druhého jazyku, ... . Celkem je tedy pravdépodobnost, ze tento ucitel
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nezné ani jeden z 14 jazykd rovna nejviyse 274, Za pomoci tvrzeni vyse ziskavame,
7e pravdépodobnost, Ze alespon jeden ucitel neznad ani jeden z téchto 14-ti jazyka
je nejvyse 500 - 2714, Tedy pravdépodobnost, Ze vSichni uditelé znaji alespoii jeden
z téchto 14 jazykit je 1 — 500 - 2714 > 0. A nyni piichazi klicova myslenka pravdé-
podobnostni metody: Ma-li jev nenulovou pravdépodobnost, tak miize nastat. Tedy
opravdu existuje 14-tice jazykd, ze kazdy ucitel mluvi alesponn jednim z nich.

Pokud byste z néjakych divoda nechtéli pouzit pravdépodobnostni terminologii,
miuzZete pravdépodobnostni feseni preformulovat na pocitani dvéma zpusoby:

Reseni. Uvazujme vSechny 14-tice jazykt (je jich celkem (2n)'*). Budem podcitat,
kolik jich je nevyhovujicich. 14-tice jazykt je nevyhovujici pro daného ucitele, pokud
tento ucitel nezna ani jeden z nich. Pro jednoho ucitele je nevyhovujicich ¢trnactic
nejvyse n'4. Celkem pro vSech 500 uciteld je tedy nevyhovujicich 14-tic nejvyse
500n'4. To je méné nez pocet vSech 14-tic, proto existuje nékterd vyhovujici.

Uloha 29. Jsou déna nesoudélna pfirozena ¢isla m, n. Jaky je pocet cest po miizce

v obdélniku m x n z levého dolniho rohu do pravého horniho, které vedou jen doprava
a nahoru a jsou celé pod uhlopfickou? (Prase 06/07, 5. série)

Uloha 30. Bud X takova mnozina kone¢nych posloupnosti nul a jednicek, Ze zadna,
posloupnost z X neni zacatkem dalsi posloupnosti z X. Pro p € X oznaéme |p| délku

posloupnosti. Dokazte
3 1o
2lpl

pEX
Uloha 31. (Spernerova véta) Bud F antifetézec na mnoziné vsech podmnozin
mnoziny {1,2,...,n} uspofddané inkluzi. Dokazte
1
L > ()] <1,
SeF \|S|

@ 7= ()

Uloha 32. Ve skupiné 90 déti mé kazdé aspoii 30 kamaradt (kamaradstvi je vza-
jemné). Dokazte, Ze je lze rozdélit do t¥i 30¢lennych skupin tak, aby kazdé dité mélo
ve své skupince aspon jednoho kamarada. (Celostatni kolo MO 2011/2012)

Uloha 33. 200 student se tcastnilo matematické soutéze. V té kazdy fesil 6
uloh. Je znamo, ze kazdou tlohu spravné vyresilo alespon 120 studenti. Dokazte, Ze
muzeme najit dva studenty, kteri dohromady vyfesili vSechny tlohy. (IMC 2002)

Uloha 34. M¢gjme 29! d-prvkovych mnozin, d > 2. Dokaite, 7e je mozné obarvit
prvky mnozin dvéma barvami tak, aby kazd4 mnozina obsahovala prvky obou barev.

Uloha 35. Ukaite, Ze je mozné obarvit prvky mnoziny {1,2,...,1987} étyfmi
barvami tak, aby neslo najit jednobarevnou desetiprvkovou aritmetickou posloup-
nost. (IMO Shortlist 1987)
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Uloha 36. Dokazte, 7e hrany tplného grafu na méné nez 2% vrcholech je mozné
obarvit dvéma barvami tak, aby v ném nebyl zadny uplny jednobarevny podgraf na
k vrcholech.

Uloha 37. V roviné je dano 100 bodt v obecné poloze. Dokazte, ze pocet ostro-
ahlych trojuhelnikt nepievysuje 70% poctu vSech trojuhelnik. (IMO 1970)
Uloha 38. V turnaji n hraci hral kazdy s kazdym pravé jednou. Turnaj nazveme k-
neseraditelny, pokud pro kazdou k-prvkovou mnozinu hrac¢i najdeme dalsiho hréce,
ktery porazil vSechny hrace z této mnoziny. Dokazte, Ze pro kazdé k najdeme n > k
takové, Ze turnaj n hract muze byt k-neseraditelny.

Uloha 39. Rekneme, 7e permutace {z1, 2, ... , To, } namnoziné {1,2,... ,2n} ma
vlastnost V', pokud pro nékteré i € {1,2,...2n — 1} plati |z;41 — ;| = n. Dokazte,
ze pro kazdé n je vice permutaci s vlastnosti V' nez bez ni. (IMO 1989)

Stfedni hodnota

Definice. Nahodna veli¢ina je realné ¢islo, které spo¢teme na zakladé elementar-
niho jevu, tedy naptiklad ,cCislo, které padlo na prvni kostce“ nebo ,pocet kostek,
na kterych padla trojka‘“.

Definice. Stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X je jeji ,,primérna hodnota“ a znaci
se E(X). Piesnéji je E(X) vazeny aritmeticky primér pfes vSechny hodnoty X na
elementarnich jevech, kde vahy jsou pravdépodobnosti téchto jevi.
Tvrzeni. (poéitani stfedni hodnoty)

(1) Bud A jev a 14 ndhodné veli¢ina, kterd ddvd nulu resp. jednicku, pokud A

nastal resp. nenastal. Pak E(I4) = P(A).

(2) Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny, pak E(X +Y) = E(X) + E(Y).

(3) Necht X je ndhodnd veli¢ina a r redlné ¢islo E(r - X) =r - E(X)
Pozor! Dalsi zobecnéni tohoto tvrzeni jako napiiklad E(X -Y) = E(X) - E(Y) jiz
obecné neplati.
Tvrzeni. (pouziti stfedni hodnoty) Bud X ndhodn4 veli¢ina. Pak existuje elemen-
tarni jev, na kterém X > E(X) a také jiny elementdrni jev, na kterém X < E(X).

Uloha 40. Je dano n realnych ¢sel takovych, ze jejich soucet je nula, ale nejsou
vSechna nulova. Dokazte, ze je mozné je ocislovat ay, ... ,a, tak, aby

a1as + asas + - -+ ana; < 0.
(BAMO 2004)

Uloha 41. Je ddna nahodnd permutace (r1,z2,...,2,) mnoziny {1,2,...,n}.
Bud k < n nejvétsi takové pfirozené &islo, ze (21, xa, ... ,x)) tvoii rostouci posloup-
nost. Vyjadiete co nejjednodusejji E(k).
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Uloha 42. Cislo p, (k) znaéi pocet permutaci n-prvkové mnoziny s pravé k pev-
nymi body. Dokazte

Z kpn (k) = nl.
=0

(IMO 1987)

Uloha 43. Se znacenim stejnym jako v pfedchozi tiloze spoctéte

i kpn (k).

v,

Uloha 44. V soutéZi je a soutézicich a b porotctl, kde b > 3 je liché é&islo. Kazdy
porotce hodnoti kazdého soutéziciho bud jako ,dobry“ nebo jako ,$patny*. Pfed-
pokladejme, ze k je takové Cislo, ze pro libovolnou dvojici porotct se jejich hlasy
shodovaly u nejvyse k soutézicich. Dokazte k/a > (b —1)/(2b) (IMO 1987)

Uloha 45. V turnaji n hra¢t hral kazdy s kazdym pravé jednou. Hamiltonovska,
cesta je takové usporadani n hraci, ze prvni porazil druhého, druhy tfetiho, ... Do-
kazte, Ze turnaj mohl dopadnout tak, Ze existuje alespoti n!/2"~! Hamiltonovskych
cest.

Uloha 46. Na vecirku je n > 2 lidi, nékteii se znaji, znani se je vzajemné. Dokazte,
7e existuji dva lidé A, B takovi, ze mezi zbylymi n — 2 najdeme |n] — 1 lidi, ktefi
maji stejny vztah k A jako B. (USAMO 1985)

Uloha 47. Bud S mnozina n > 3 bodii v prostoru. Vsechny tsecky spojujici
tyto body maji riznou délku a r z téchto tisecek je obarveno cervend. Necht m je
nejmensi prirozené ¢islo splitujici m > 2r/n. Dokazte, Ze lze najit navazujici cestu z
m Cervenych usecek, jejichz délky jsou sefazeny vzestupné. (IMO Shortlist 1986)

Uloha 48. Pravidelnému 432-tihelniku bylo 108 vrcholéi obarveno ¢ervené, 108
zelené, 108 modfie a zbylych 108 zluté. Dokazte, Ze je mozné najit 4 shodné trojuhel-
niky takové, Ze vrcholy jednoho jsou vSechny ¢ervené, druhého zluté, tfetiho modré
a ¢tvrtého zelené. (USAMO 2012)

Uloha 49. Rekneme, 7e mnozina je bezsouctova, pokud pro libovolné dva jeji
prvky (mohou byt stejné) jejich soucet nelezi v této mnoziné. Bud A libovolnd n-
prvkovd mnozina nenulovych celych éisel. Ukazte, Ze existuje alesponl n/3-prvkova
bezsouétova podmnozina mnoziny A.

Spojita pravdépodobnost

Doposud jsme pracovali s diskrétni pravdépodobnosti, tedy takovou, kterd mé pouze

kone¢né mnoho elementarnich jevi s nenulovou pravdépodobnosti. Naproti tomu

spojita pravdépodobnost spocivd v ndhodném vybéru redlného cisla z intervalu ¢i
10
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bodu z néjaké oblasti. Elementarnich jevi tak je nekoneéné mnoho a vSechny maji
nulovou pravdépodobnost.

Pravdépodobnost jevu se spocte jako pomér obsahu jevu ku obsahu celého pro-
storu. Poc¢itani obsahi je mimo jiné dalsi pristup k tlohdm typu ,,Mame hodné bodu
na malém prostoru, dokazte, ze nejsou moc daleko.“

Uloha 50. Bilé sféie jsme piebarvili 12% obsahu na ¢erno. Dokazte, Ze je stale
mozné na ni najit 8 bilych vrchold jednoho kvéadru.

Uloha 51. Dokazte, Zze pro kazdé k existuje neprazdna mnozina bodit v roviné
takova, ze kazdy jeji bod ma pravé k dalsich boda vzdalenych presné 1.

Uloha 52. Je dan mnohothelnik s obsahem n. Dokazte, Ze je mozné jej umistit
do roviny tak, aby pokryval n miizovych bodi.
Uloha 53. V obdélniku 20 x 25 je 650 ¢tvereckii o strané délky 1. Dokazte, Ze je
do néj mozné umistit kruh o primeéru 1, ktery neprotina zadny ctverecek.

(All Russian Olympiad 1961)

Uloha 54. V jednotkovém ¢tverci lezi nékolik kruznic s celkov§m obvodem 10.
Dokazte, ze existuje pfimka, ktera protiné alespon 4 z téchto kruznic.

Uloha 55. Tuldk mé kabat o obsahu 1 a na ném 5 zaplat o obsahu % Dokazte, ze
dvé zaplaty se prekryvaji na obsahu alespon %

Uloha 56. V kruhu o poloméru 16 je dano 650 bodt. Dokazte, Ze je mozné najit
mezikruzi o vnitinim poloméru 2 a vnéjsim 3, které pokryje alespon 10 bod.

Volime si pravdépodobnost

Ne vzdy musi byt % optiméalni hodnota pro pravdépodobnost. V nasledujicich tlo-
hach bude vyhodné si stanovit pravdépodobnost jako néjaké p, az po vypoctu si pak
rozmyslet, které p fesi dlohu.

Uloha 57. Mgjme graf s n vrcholy a %d hranami, d > 1. Dokazte, Ze je mozné
v ném najit mnozinu vrcholt velikosti 2% takovou, ze zadné dva vrcholy z této
mnoziny nejsou spojeny hranou.

2d

Uloha 58. Méjme graf G s n vrcholy a m > 4n hranami. Dokazte, ze kdykoli

3
, y . . m o ue
takovy graf nakreslime do roviny, bude obsahovat alespoii gi-> priiseciki.

Navody

1. V alespon jedné z osmi posunutych osmipolickovych thlopficek bude alespon 5 vézi.
2. Rozdslte ¢isla podle poslednich dvou cifer a poparujte (01-99), (02-98), ...
11
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3. Maji-li dva body stejnou paritu vSech t¥i soufadnic, pak je jejich stfed opét miizovym bodem.
4. Uhlopiicky n-thelniku maji pouze n riznych sméri. Kolik thlopiicek je mozné sestrojit z bodu
z M7

5. Staci pouzit 69 rozdilt sousednich cisel. Tyto rozdily v souctu davaji nejvyse 68. Bylo by to
mozné, kdyby bylo kazdé hodnoty nabyto maximalné t¥ikrat?

6. Kdykoli si vezmeme posloupnost 2012 po sobé jdoucich ¢isel, najdeme mezi nimi prvek po-
sloupnosti. Myslenka feSeni je sestrojit rostouci posloupnost takovychto ,pasti“, ve které se pro
kazdé k navzajem déli k-té prvky.

7. Kolik je deseticifernych nasobki sedmi? A kolik je moznosti, ktera cifra bude kolikrat obsazena
v daném ¢éisle (bez ohledu na potadi)?

8. Zvolme pfirozené ¢islo n. Vezméme vSechny dvojice (z,y) z mnoziny {n + 1,n + 2,...,2n}.
Kolik moznjch dvojic to je? A kolika riiznych hodnot muze nabyvat floor(z3/2) + floor(y3/2)?
9. Volme prirozené ¢islo n. Kolik je 2012-tic ¢isel mensich nez n? A kolika riznych hodnot mohou
nabyvat souéty 2011-tych mocnin se zdklady mensimi nez n?

10. Ocislujme si prvky a1, ag, ..., an. Pak mezi mnozinami

{}7{a1}7{a1=a2}7---{ala--- 7an}

najdeme dvé se stejnym zbytkem po déleni n.

11. Podmnozin je vice nez moznych souétd, tedy najdeme dvé (ne nutné disjunktni) se stejnym
souctem. Pak zbyva od obou odecist jejich prunik.

12. Predpokladejme, ze ¢islo je alespon 2013-ciferné. Pro k = 0,1,2,...,2011 uvazujme d¢islo
slozené z poslednich k cifer. Néktera dvé takova cisla maji stejny zbytek po déleni 2013.

13. Mezi souciny prvnich k cifer najdete dva takové, které se shoduji paritou exponenti v prvo-
Ciselném rozkladu u prvocisel 2, 3, 5, 7.

14. Sestrojte posloupnost n-tic nul a jednicek. Za¢néte samymi nulami a kazdy dalsi definujte
rekurentné z predchozi n-tice X takto: Y je n-tice, ktera vznikne z X nahrazenim minus jednicky
za jednicku a jedni¢ky za nulu. V' Y nahradte néktera policka nulami tak, aby se jednalo o néktery
radek tabulky a pri¢téte ho k X. V takto definované posloupnosti najdete dva stejné prvky.

15. Z dirichletova principu najdeme dvé dvojice (z,y) nezapornych celych ¢&isel neprevysujici /7,
se stejnou hodnotou z — sy (mod n). Odectenim najdeme nenulovou dvojici (z,y) nezdpornych
celych ¢isel nepievySujicich /n takovou, ze * = +sy (mod n). Umocnénim dostavame kyzeny
vysledek.

16. Oznaéme h; pocet tréninka do i-tého dne (véetné). Mezi 154 Eisly
ai,az,...,ar7,a1 +21,a9 +21,... ;a77 +21

najdete 2 stejna, protoze nejvyssi mozna hodnota je 153.

17. Odeberte n&jaky takovy prvek a, ktery nad sebou nema zadné dalsi prvky (je tzv. maximalni).
Z indukéniho predpokladu pro néjaké k ve zbytku existuje k-prvkovy antifetézec a soucasné je
tento zbytek pokrytelny k fetézci. V kazdém z téchto retézcl najdéte nejvétsi prvek, ktery je
prvkem néjakého k-prvkového antifetézce. Dokazte, ze tato mnozina je opét antifetézcem. Pokud
je néjaky prvek b tohoto antifetézce porovnatelny s a, tak je mozné vzit fetézec slozen z prvku
a, b a vech prvki pod b uvniti piislusného fetézce (z pokryti). Po odstranéni takto sestrojeného
fetézce v mnoziné nenajdete k-prvkovy antifetézec a tak (indukéni pfedpoklad) pokryjete zbytek
k — 1 Fetézci.
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18. Volte fetézce ve tvaru [ - 2%, kde ! je pevné liché &slo.

19. Definujte k-ty fetézec jako mnozinu obdélnikd, ve kterych se vyska od sitky lisi pravé k — 1.
Takto pokryjete mnozinu vSech obdélnikta 500-ti Fetézci

20. Predstavte si mnozinu vSech moznych bodovych ziski jako krychli 8 X 8 x 8. Jedno patro az na
16 bodu pokryjete ¢tyfmi Fetézci. Toto pokryti pouzijte na kazdé patro, zbytek krychle pokryjete
16 fetézci a mate tak 4 X 8 4 16 = 48 fetézc.

21. Posloupnost ze zadani ozna¢me (:cn)‘llerl, Tuto posloupnost miizem chapat jako mnozinu dvo-
jic (zn, n). Zvolte uspofadani, aby rostouci podposloupnost byla fetézcem a klesajici antifetézcem.
Predpokladejte, ze nejvétsi antifetézec ma délku b a za pouziti Dilworthovy véty a Dirichletova
principu odvodte dolni odhad pro nejdelsi fetézec.

22. Rozdélte okraj étverce na 4 ,rohy“. Pozor na pfesné zaddni mnozin, aby vyloucilo rovnost (v
tloze je ostra nerovnost).

23. Rozdélte na ¢tverecky o strané %m

24. Straznik stojici na kfizovatce dohlédne kazdym smérem 100 metrii. Rozmistéte na kiizovatky
Sachovnicoveé strazniky a najdéte straznika, ktery vidi dva automaty.

25. Pokud zadna vzdalenost neni vétsi nez jedna, da se celd mnozina pokryt jednim kruhem. V
opacném pripadé, jsou-li A, B body s vzdalenosti vétsi nez jedna, pak celou mnozinu pokryjete
dvéma kruhy se stfedy v A, B.

26. Uvazujte stejné rozkrajeni jako v prikladu a natocte si ho tak, aby néktery bod lezel na hranici
dvou oblasti.

27. Vezméte na okraji kruhu pét bodu, jejichz vzajemna vzdélenost je vétsi nez 1. Natocte je tak,
aby bylo mozné pridat blizoucko k jednomu z nich jesté jeden ale do jiné oblasti.

28. Rozdélte kruh s polomérem 7 na Sestiny (jako v piikladu) a zbylé mezikruzi rozdélte na
dvanéactiny. Poznamka: otacCecim trikem z predchozich dvou uloh je opét mozné zmensit pocet
potfebnych bodu o jedna.

29. Libovolnou cestu (nemusi byt nutné celd pod thlopfickou) z levého dolniho rohu do pravého
horniho rohu si na obé strany periodicky. Jaka je pravdépodobnost, Ze kdyz na ni ndhodné posadite
levy spodni vrchol obdélnik, bude celd pod thloptickou? Pro vétsi ndzornost si miizku natocte, aby
uhlopfticka vedla vodorovné.

30. Postupné ndhodné generujte posloupnost (nula i jednicka s pravdépodobnosti %) Zastavte se
v okamziku, kdy ziskdte posloupnost z X nebo posloupnost, ktera je delsi nez vSechny z X. Jaka

je pravdépodobnost, Ze posloupnost, na které skonéite bude v X7

31. (i) Maximalni Fetézec obsahuje od kazdé velikosti mnozin jednu (uz proto, ze je Fetézcem jich
nemize obsahovat vic). Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodny maximélni Fetézec obsahuje dany
prvek F'? A jaka je pravdépodobnost, ze nahodny antifetézec obsahuje n&jaky prvek F'? (ii) Plyne

z (i) a z nerovnosti n n

32. Rozdélte déti ndhodné do skupinek. Jaka je pravdépodobnost, ze jedno dané dité neméa ve
své skupiné zddného kamardda? Omezte shora pravdépodobnost, ze alespon jedno dité nemé ve své
skupince zadného kamarada.

33. Vezméte dva ndhodné studenty. Jaka je pravdépodobnost, Ze pro pevnou ulohu ji ani jeden z
nich nevyresil? A jaka je pravdépodobnost, ze alespon jedna tloha méa tuto vlastnost?

13
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34. Obarvéte prvky ndhodné (s pravdépodobnosti %) Jaka je pravdépodobnost, Ze dand mnozina
je jednobarevna? A jaka je pravdépodobnost, ze alespon jedna? Ostrou nerovnost ziskejte z faktu,
ze jevy ,i-t4 mnozina je jednobarevna“ se nevylucuji.

35. Obarvéte mnozinu ndhodné (kazda barva na kazdém policku s pravdépodobnosti i) Jaka
je pravdépodobnost, ze dané desetiprvkova posloupnost je jednobarevna? A kolik je aritmetickych
desetiprvkovych posloupnosti?

36. Obarvéme graf ndhodné cervené a modfe. Jakd je pravdépodobnost, Ze Uplny podgraf na
pevna k-prvkové mnoziné je cely cCerveny? Dokazte, ze pravdépodobnost, Ze nékterd k-prvkova

mnozina indukuje celoCerveny podgraf je mensi nez 3.

37. Dokazte, ze tvrzeni plati pro pét bodi. Nyni odhadnéte pravdépodobnost, ze ndhodny troju-
helnik bude ostrouhly. Nahodny trojahelnik pfitom vyberte tak, Ze nejprve vyberete 5 nahodnych
bodu a pak ndhodné 2 zahodite.

38. Nechme turnaj dopadnout nédhodné. pravdépodobnost, Zze pro danou mnozinu hract dany
dalsi hra¢ prohral s nékterym jejim prvkem je konstantna (nezavisld na n). Pravdépodobnost, ze
vsichni hrac¢i prohréli s nékterym prvkem (ne nutné stejnym) této mnoziny pak je exponenciélni v
zavislosti na n. Pocet vSech k-prvkovych mnozin pfitom je pouze polynomidlni v zavisloti na n.
39. Oznacéme A; jev, ze |ziy1 — x;| = n. Kolik je P(A;)? A kolik P(A; N A;)? Pomoci principu
inkluze a exkluze odhadnéte P(V).

40. Ocislujte je ndhodné. Dokazte, ze E(aiaz2) < 0.
41. Bud A; jevk>1i. Pak k=) A;.
42. Jak je definovana stfedni hodnota poctu pevnych bodu? A jaka je jeji hodnota?

43. Jak je definovana stfedni hodnota vSech dvojic pevnych bodu? A jaka je jeji hodnota? Vy-
sledek tlohy je 2n! pro n > 2.

44. Vezmeéte ndhodného soutéziciho a oznacte x pocet dvojic soudct, které se u tohoto soutéziciho
2

shodovali. Dokazte z > % a odhadnéte stfedni hodnotu x pomoci k.

45. Predpokladejte nahodné vysledky. Jak je stredni hodnota Hamiltonovskych cest?

46. Uvazujte pevného ¢lovéka a ndhodnou dvojici A, B. Odhadnéte ze spoda pravdépodobnost,
ze tento ¢lovék ma stejny vztah k A jako k B? Jaka je stfedni hodnota poctu lidi, ktefi maji stejny
vztah k A jako k B?

47. Umistéte lezce na ndhodny bod. Po té lezec provede r krokiu. V i-tém kroku se podiva na
i-tou nejmensi Cervenou usecku, a pokud muze (stoji u ni) tak po ni popoleze na dalsi bod, jinak
stoji na misté. Dokazte, ze v kazdém kroku je pravdépodobnost vyskytu lezce na kazdém bodu
rozmisténa rovnomérné. Jaka je stfedni hodnota poctu popolezeni?
48. Dokazte, ze Cervené a zelené body je mozné vicéi sobé pootocit, aby se prekryvali alespon v 28
bodech. Pak je mozné pootocit modré body tak, aby se s témito 28 body prekryvali v osmi bodech
a nakonec je mozné pootocit zluté body, aby se s témito osmi prekryvali ve tfech bodech. Vyuzijte
pii tom, ze existuji zcela disjunktni natoceni.
49. Uvazujte prvocislo tvaru p = 3k + 2 které nedéli zadny prvek A. Cilem je najit mnozinu, ktera
bude dokonce bezsouctovd modulo p. VSimnéte si, Zze mnozina Z téch zbytkd z modulo p, které
spliuji £ + 1 < z < 2k 4+ 1 je bezsouctova. Volte ndhodné prirozené c¢islo x mezi jednickou a p. V
zavislosti na ném vyberte z A vSechny ty prvky a, které spliuji ax € Z. Jaké je stfedni hodnota
poc¢tu prvka takové bezsouctové mnoziny?
50. Nahodné vyberte bod sféry a pomoci pfedem danych rovinnych symetrii z néj sestrojte body
kvadru. Pravdépodobnost, Ze je néktery bod &erny je nejvyse 96%.
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51. Zvolte ndhodnych k vektort s jednotkovou velikosti. Uvazujte mnozinu bodi tvofenou vSemi
2k soucty nékterych z téch k vektorii. Dokaite, Ze tato konstrukce funguje s pravdépodobnosti 1.

52. Umistéte jej ndhodné (pomoci posouvani, neotacejte s nim). Jaka je stfedni hodnota poétu
miizovych bodu, které pokryva?

53. Jaka je nejvétsi mozna pravdépodobnost, ze ndhodné umistény kruh protinad dany ¢tverec?
54. Volte ndhodnou vodorovnou pfimku. Jaka je pravdépodobnost, Ze protne danou kruznici o
obvodu 0?7 Jaka je stfedni hodnota pocétu kruznic, které protne?

55. Vezméte ndhodny bod kabatu. Oznacte d pocet zaplat v tomto bodu. Odvodte nerovnost
(g) > 2d — 3. Spoctéte stfedni hodnotu obou stran. Kolik je stfedni hodnota d? A jak pouzit
stfedni hodnotu (g)"

56. Volte ndhodné mezikruzi, které se alespon ¢asti prekryva s velkym kruhem. Spoctéte pravdé-
podobnost, ze toto mezikruzi pokryva jeden dany bod. Jaka je stfedni hodnota poctu bodu, které
pokryva?

57. Volte ndhodnou podmnozinu vrchold, vrchol s pravdépodobnosti p. Uvazujte podgraf indu-
kovany touto mnozinou. Jaka je stfedni hodnota poctu vrcholi a jaka je stfedni hodnota pocétu
hran? A jaka je stfedni hodnota poctu vrcholtt minus pocet hran? Chcete, aby to bylo alespon
z takového grafu umite ziskat kyZzenou mnozinu. Vhodna hodnota p vyjde 1/d.

o
2d’

58. Nejprve pomoci Eulerova vzorce odvodte, ze pocet kifizeni v grafu s v vrcholy a h hranami

je je vzdy alespoii h — 3v. Vezméte si rozumné (bez zbyteénych kiizeni) nakresleni grafu G. Volte

nahodnou mnozinu vrchold, kazdy vrchol s pravdépodobnosti p, a uvazujte podgraf indukovany

touto mnozinou. Spoctéte stfedni hodnoty pocta kiiZeni, hran a vrchola v zavislosti po¢tu kfizeni,

hran a vrcholu grafu G. Pouzijte na stfedni hodnoty v ivodu dokadzanou nerovnost. Pro feSeni se
4n

ukaze vhodna volba p = 7.
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Trojuhelnik tam, zpatky a jesté dal

MicHAL ROLINEK

ABSTRAKT. Prispévek utvaii prehled o klasickych tvrzenich geometrie trojihelnika
a jejich aplikaci v MO. Déle se vénuje nékolika zajimavéjsim konfiguracim z moderni
geometrie trojuhelnika. Na konci najdete navody k tloham a ocislovanym tvrzenim.

V celém prispévku budeme pracovat s trojuhelnikem ABC o stranach a, b, ¢
a vnitinich thlech «, 8, 7. Polomér opsané kruznice bude R, vepsané r a pripsanych
postupné r, 7y, 7.. Obsah budeme znacit K. Vysky budeme znacit hy, hy, he, téZnice
Mq, Mp, M a osy uhli Iy, Iy, ..

Trojthelnik tvofeny stiedy stran budeme nazyvat stredovy, patami vysek orticky,
te¢nami k opsané tecnovy.

Zakladni body

Opsisté
V nasledujicich tvrzenich budeme znacit trojuhelnik ABC, jeho opsisté O, kruznici

opsanou w a stiedy stran postupné A, By, C1.

Tvrzeni. Plati vztahy <BOC = 2« (v ostrouhlém!) K = abc/(4R), OA; =
Rcosa, OB; = Rcos 3, OCy = Rcos"y.

Tvrzeni. Cevidna AO je izogonalni s vyskou.

Tvrzeni. Plati bc = 2Rh,

Tezisté

Vv

Te&zisté znacime G.

KLiG¢OVA SLOVA. geometrie trojuhelnika, stfedy trojihlenika, symedidna, Lemointiv bod, Le-
moinova véta, Feuerbachova véta, Brocardovy body
17



TROJUHELNIK TAM, ZPATKY A JESTE DAL

: 2 _ 1024 2y _ 1.2
Tvrzeni. m; = 5(b° +¢*) — za°.

Kolmisté

Kolmisté trojihelnika znadime H, paty vysek znaéime A’, B', C’.

Tvrzeni. Plati <BHC =180 — a, AH = 2Rcosa.

Tvrzeni. Kruznice opsané BHC, CHA, AHB maji polomér R.

Tvrzeni. Plati HA'-HA=HB' -HB=HC'-HC.

Tvrzeni. Obrazy H pies strany i pres jejich stfedy padnou na kruznici opsanou.

Tvrzeni. Paty kolmic, stiedy stran a stiedy tse¢ek AH, BH, CH lezi na jedné
kruznici se stfedem ve v piilce mezi H a O a polomérem R/2.

Tvrzeni. H, G a O lezi v pfimce (v tomto poradi) a GH = 2GO.
Vepsisté a pripsisté

Vepsisté znacéime I a piipsisté E,, Ey, E.. Svrékovy body oznaéme S,, Sy, S. a
antisvrky N,, Ny, N..

Tvrzeni. Body dotyku vepsané a pripsané kruznice jsou na kazdé strane symet-
rické podle jejiho stiedu.

Tvrzeni. Plati2K =r(a+b—c¢)=ru(b+c—a)=rp(c+a—0)=r.(a+b—c).
Tvrzeni. Plati <BIC = 90° + %a, <BE,C =90° — %a.

Tvrzeni. KruzZnice opsana je kruznici deviti bodi AE,EyFE,.

Tvrzeni. BICE lesi na kruznici se stfedem v S,.

Tvrzeni. Je-li A, stred strany BC, pak A1S, = %(ra —r)a AN, = %(Tb +7e).

Ulohy na zékladni stfedy

Uloha 1. Dokazte OH < 3R.

Uloha 2. Ukaite, e stiedy kruznic pfipsangch ortického trojtihelnika jsou samotné
vrcholy A, B, C.

Uloha 3. Ukazte, ze OI je Eulerova piimka AE,E,E,.
Uloha 4. Dokazte rroryr. = K2.
Uloha 5. Dokazte 4R+ r =14 + rp + 7.

Uloha 6. Dokazte

r
cosa + cos B 4 cosy = 1—|—E.
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Uloha 7. Dokazte OI? = R? — 2Rr, OE? = R? + 2Rr,,.

Uloha 8. Pevnym bodem A na kruznici w jsou vedeny tétivy AB a AC tak, Ze
sou¢in AB-AC je konstantni. Ukazte, ze vSechny tétivy BC se dotykaji téze kruznice.

Uloha 9. Ukaite, Ze obvod ortického trojihelnika je 2K /R.

Uloha 10. Ukazte, ze Eulerovy piimky trojuhelnikii BHC, CHA, AH B prochazi
jednim bodem.

Zajimavéjsi tlohy

Uloha 11. V pevném thlu je ddn pevny bod. Vedte jim pifimku tak, aby z ahlu
odsekla trojuhelnik o pfedem daném obvodu.

Uloha 12. Uvazme vSechny trojihelniky s pevhou vepsanou a opsanou kruznici.

vvey

Uloha 13. Jsou-li P a P’ dva body naproti na opsané, pak PG puli P'H.

Uloha 14. Let ABC be a triangle with ZABC = 120°. The bisector of ZB meets
AC at M and the external bisector of ZBC'A meets AB at P. Segments M P and
BC intersect at K. Prove that ZAKM = Z/KPC.

Uloha 15. Ukazte, Ze sou¢in vzdalenosti bodu na kruznici opsané od stran troji-
helnika je stejny jako soucin vzdalenosti téhoz bodu od stran teénového trojihelnika.

Uloha 16. T¥i shodné kruznice se stfedy postupné v A, B, C protnou odpovidajici
strany stiedového trojuhelnika kazda ve dvou bodech. Ukazte, ze vznikla sestice bodi
lezi na kruznici se stifedem v H.

Uloha 17. Triangle ABC has BC = 20. The incircle of the triangle evenly trisects
the median AD at points F and F. Find the area of the triangle.

Uloha 18. Let AB be a diameter of a circle with center O. Let C and D be two
different points so that points A, B, C, D lie on the circle in this order and let the
lines tangent to the circle at points C' and D meet at E. Segments AC and BD meet
at F. Lines FF' and AB meet at M. Prove that F, C, M and D are concyclic.

Uloha 19. Ukaite, ze vzdalenost I od A-t&Znice je (b — c)r/(2my).

Uloha 20. Let ABC be a triangle and I its incenter. Denote by A; the midpoint
of BC and by M/ the midpoint of arc BC' containing vertex A. Prove that £/ A1 B =
ZIM! A.

Uloha 21. (Lagrange formula) Bud M bod, pak

MA? + MB? + MC? = GA? + GB? + GC? + 3MG?>.
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Odvodte dale

1
0G? = R? - §(a2 + 0% + ).

Pokrocilejsi stiedy

Isogonal conjugates — stejnotihly kamarad

Dva body P a P’ nazveme Isogonal conjugates viici AABC, jestlize cevidny z kaz-
dého vrcholu skrz P a P’ jsou izogondlni.
Trojuhelnik z pat kolmic na strany nazveme pedal triangle daného bodu.

Tvrzeni. Kazdy, kdo nelezi na kruznici opsané, ma kamarada.
Tvrzeni. H a O jsou kamaradi. Pripsisté i vepsisté jsou ,,samokamaradi“

Tvrzeni. Body P a P’ lezici uvnitf ANABC jsou kamarédi, pravé kdyz <BPC +
<BP'C = 180° + « a cyklické obdoby pro zbylé tihly.

Tvrzeni. (Simson Line) Pedal triangle degeneruje do pfimky pravé pro body na
opsané.

Tvrzeni. (Six Feet Theorem) Pedal triangles od dvou kamarddi P a P’ sdileji
opsanou kruznici, kterd ma stfed ve stiedu PP’.

Symediany

Ceviany izogonalni s téZnicemi nazveme symedidnami a jejich prise¢ik Lemoinovym
bodem. Zna¢ime ho K.

voevs

Tvrzeni. Symedidna je mnozina stiedii antirovnobézek s protéjsi stranou.

Tvrzeni. Symedidna z vrcholu A je mnozina vnitfnich bodu X ahlu BAC, pro
né7 je d(X, AB)/d(X, AC) = ¢/b.

Tvrzeni. A-symediana prochazi prisecikem tecen k opsané v bodech B a C.

Tvrzeni. (Kosinova kruznice) Bodem K vedeme antirovnobézky se stranami. Ty
na obvodu trojihelnika vytnou Sestici koncyklickych bodi. Stred této kruznice je
K.

Tvrzeni. (Lemoinova kruznice) Bodem K vedeme rovnobézky se stranami. Ty na
obvodu trojuhelnika vytnou Sestici koncyklickych bodu. Stred této kruznice je stied
usecky OK.
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Tvrzeni. (Tuckerovy kruznice) Strany trojithelnika piistejnolehlime ke K s koefi-
cientem mensim nez jedna. Obrazy na obvodu trojihelnika vytnou Sestici koncyk-
lickych bodii. Stred kruznice je na tisecce OK.

v voen

Tvrzeni. (Lemoine Theorem) Lemoinuv bod je jediny bod, ktery je tézistém svého
pedal triangle.

Par pat kolmic
Oznac¢me H, patu kolmice z H na A-téZznici. Podobné definujme H;, a H.,.

Tvrzeni. H, leZi na ndsledujicich kiivkach:

(i) Kruznice nad pramérem AH
(ii) Téznice

(iii) Kruznice nad prumérem HG

(iv) Kruznice BHC

(v) Kruznice dotykajici se BC' v B a prochazejici A. (resp. dotykajici se v C)
(vi) Kruznice BC'A; (C' je pata vysky, Ay stied BC) a CB'A;.

Oznacme O, patu kolmice z O na symedianu. Podobné definujme O, a O,

Tvrzeni. O, lezi na nasledujicich kiivkach
(i) Kruznice nad primérem AO
(ii) Symedidna
(iii) Kruznice nad primérem OK
(iv) KruZnice BOC
(v) Kruznice dotykajici se AB v A a prochdzejici C. (resp. dotykajici se v.AC
v A prochézejici B)

Tvrzeni. O, je stied spiralni podobnosti, ktera zobrazi AB na AC.

Tvrzeni. O, a H, jsou kamaradi.

Ulohy

Uloha 22. Nad AB a AC pfipiseme étverce a protneme jejich strany rovnobézné
s AB, resp AC. Dokaite, Ze prisecik lezi na A-symedidné.

Uloha 23. We have a quadrangle ABC'D Point M is on diagonal AC and AM =
MC, /BMC = ZCMD = ZBAD. Prove, that we can inscribe quadrangle ABC' D
in a circle.

Uloha 24. Ukaite, Ze trojice pfimek spojujicich stfed strany se stfedem odpovi-
dajici vysky prochéazi Lemoinovym bodem.

Uloha 25. Ukaite, Ze kosinova kruznice je rozpiilena Lemoinovou kruznici.
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Uloha 26. Ukaite, Ze projekce vrcholii ortického trojihelnika (6 bodi) lezi na
jedné kruznici. Ukazte dale, Ze to je jedna z Tuckerovych kruznic.

Uloha 27. In a scalene triangle ABC, H and G are the orthocenter an centroid
respectively. Consider the triangle formed by the lines through A, B and C perpen-
dicular to AG, BG and CG respectively. Prove that the centroid of this triangle lies
on the line HG.

Uloha 28. Let ABCD be a quadrilateral inscribed in a semicircle w with diameter
AB and center O. Lines CD and AB intersect at M. Let K be the second point of
intersection of the circumcircles of triangles AOD and BOC'. Prove that /M KO =
90°.

Uloha 29. Téznice rozdéli trojuhlenik na Sest trojuhelnikii. Ukazte, Ze jejich op-
sisté lezi na kruznici

Uloha 30. Let ABC be an acute, scalene triangle, and let M, N, and P be the
midpoints of BC, C' A, and AB, respectively. Let the perpendicular bisectors of AB
and AC intersect ray AM in points D and FE, respectively, and let lines BD and
CFE intersect in point F, inside AABC'. Prove that points A, N, F', and P all lie on
one circle.

Navody

1. Uzijte Eulerovu pfimku a OG < R.

2. Napft. spoctéte uhly.

3. O je stfedem kruznice 9b a I je kolmistém AFE, EyE.
4. Vzorce pro obsah + Heron.

6.

i

Vynésobte R a pfevedte na soudet vzdalenosti O od stiedi stran. Budou se hodit $vrci, antigvrci
vysledek predchoziho cviceni.

7. Mocnost I (Eq) k opsané.

8. hq =bc/R.

9. a-0OA"+b-0OB +¢-0C" =2K

10. Mayji spole¢nou kruznici 9b.

11. Sestrojte kruznici pfipsanou!

12. Dokreslete pripsisté, ta sdileji tézisté s antisvrky. Pak Euler line.

13. Nakreslete jen P, P/, O, G a H.

14. Poznejte pfipsisté!

15. Vzdélenosti vyjadiete pomoci PA, PB, PC a R. Hodi se h, = bc/R.

16. Ukazte, ze polomér hledané kruznice je R% —p(H,w), kde Ry je polomér danych kruznic a w
opsand kruznice.
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17. Mocnost z konct téznice!

18. Poznejte obrazek s ortocentrem.

19. Porovnejte obsahy. Pamatujte, ze (b — ¢)/2 je to od bodu dotyku ke stiedu strany.
20. Dopliite na obrazek s pfipsisti a porovnejte thly u téznic v podobnych trojuhelnicich.
21. Oznacte M stfed AG a opakované uzijte vzorce pro téZnice.

22. Prusec¢ik mé spravny pomér vzdalenosti od stran.

23. Poznejte bod v trojuhelniku BAD.

24. Ukazte, ze kazda z pfimek je mnozina stfedt obdélnikt vepsanych do AABC lezicich na jedné
ze stran. Pak si jen vzpomente na Lemoinovu kruznici.

25. Stadi, ze K lezi na jejich chordale.

26. Dotvorte trojuhelnik, ktery je stejnolehly s ABC' a ukazte, ze stfed stejnolehlosti je K.

27. Misto H pracujte s O. Ve velkém je G Lemoine a zbytek zajisti Six Feet Theorem.

28. Dopliite obrazek, poznejte bod K a najdéte dalsi kruznice (nebo si vzpomeiite na harmonickou
teorii).

29. Vzdalte osy stran dvakrat dal od G. Pracujte vici vzniklému trojuhelniku kolmému na téznice.
Pouzijte Lemoine Theorem a Tuckerovu kruznici.

30. Trochu uhlete a pak poznejte, jaky bod chcete. Dokazte pak néjakou jeho jinou vlastnost.

Literatura a zdroje

] Nathan Altschiller-Court, College Geometry.
] www.cut-the-knot.org.
[3] www.artofproblemsolving.com.
] Ondrej Budéa¢, Tomas Jurik, Jan Mazék, Zbierka dloh KMS.
] Coxeter, Greitzer, Geometry Revisited.
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Prirodzenociselné funkcionalne rovnice

FILiP SLADEK

ABSTRAKT. Prispevok robi prierez vlastnostami prirodzenych ¢&isel a ich vyuzitie pri
rieSeni olympiddovych funkcionalnych rovnic na prirodzenych ¢islach.

Nulu nepovazujeme za prirodzené c¢islo. Multiplikativna funkcia f je taka, ze
f(imn) = f(m)f(n) pre vSetky nestdelitelné m, n. Totalne multiplikativna je ked to
plati pre vSetky dvojice m, n, nie len nesudelitelné. Dobre usporiadand mnoZina je
usporiadand mnozina, ktorej kazda podmnozina obsahuje svoj najmensi prvok.

To ¢o si potrebujeme uvedomit pred riesenim celo¢iselnych funkciondlok, st vetky
vlastnosti mnoziny prirodzenych ¢isel. Su to ¢isla kladné, vicsie rovné 1, celé, mno-
Zina je usporiadand, dokonca dobre usporiadana, funguje na nej indukcia a takisto
moZeme vyuzivat vSetky veci z tedrie ¢isel ako st delitelnost, prvocisla, ... Nako-
niec netreba zabudnut, Zze desiatkova ststava, ktorti pouzivame Casto skresluje nase
vnimanie a iné stistavy ndm mozu dat ndzornejsi pohlad.

Takisto je podstatné skimat samotné vlastnosti funkcii, a triky, ktoré pozname
z rieSenia funkcionalnych rovnic.

Skoro ta ista Gloha vyZaduje vsimat si vZdy iné vlastnosti prirodzenych Cisel

Uloha 1. Najdite vsetky rasttice totdlne multiplikativne funkcie f:N — N také,
e f(2) = 2.

Uloha 2. N4jdite vetky rasttice multiplikativne funkcie f: N — N také, ze f(2) =
2.

Uloha 3. Dokéazte, Ze neexituje rastiica totalne multiplikativna funkcia f:N — N
taka, ze f(2) = 3.

Kro¢ovE sLovA. funkciondlna rovnica, dobre usporiadand mnozina, multiplikativna funkcia,
prvodéiselny roklad, injektivnost, bijektivnost
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Uloha 4. Nijdite vSetky totalne multiplikativne funkcie f: N — N také, ze f(2) =
2.

Uloha 5. Pre ktoré a existuje nejaka rastiica multiplikativna funkcia f:N — N
takd, ze f(2) = a.

Uloha 6. Najdite vSetky rastiice totdlne multiplikativne funkcie f:N — [1,00)
také, ze f(2) = 2.

Nerovnosti a vyniteny priebeh

Uloha 7. Majme rastiicu funkciu f: N — N takd, ze f(f(n)) = 3n. N&jdi f(2011).

Uloha 8. Majme funkciu f:N — Ny taku, ze f(m +n) — f(m) — f(n) € {0,1},
F(2) =0, £(3) > 0 a £(9999) = 3333. Najdi f(1982).

Uloha 9. Rozhodnite, ¢i existuje funkcia f:N — N také, ze f(f(n—1)) = f(n +
1) — f(n) pre vSetky n > 2.

.- BT « . . . Ly n+f(n)
Uloha 10. Néjdite vSetky prosté funkcie f:N — N také, ze f(f(n)) < —5—.

Other base

Uloha 11. Néjdite vsetky funkcie f:Ny — Ny také, ze f(0) = 0 a f(2n +1) =
F2n) +1=f(n) + 1.

Uloha 12. Najdite vietky funkcie f:N — N také, ze f(1) = 1, f(2n) < 6f(n) a
3f(n)f(2n+1) = f(2n)(3f(n) + 1).

Uloha 13. Majme funkciu f:Ng — Ny takd, ze f(4n) = f(2n)+ f(n), f(4n+2) =
fAn+1)a f(2n+1) = f(2n) + 1. Dokazte, Ze pocet nezdpornych ¢isel m takyjch,
7e f(3m) = f(4m) am < 2% je f(2F*1).

Uloha 14. Nijdite vsetky funkcie f:N — R také, ze f(1) = 1 a f(2n +1) =
F(2n) +1=3f(n) + 1.

Uloha 15. Najdite vietky funkcie f:N — N také, ze f(1) =1, f(3) =3, f(2n) =
f(n), fAn+1)=2f2n+1)— f(n) a f(4n+3) =3f(2n+ 1) — 2f(n).
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Fixed point

Uloha 16. Najdite vietky funkcie f:Ng — Ny také, ze

f(F(n) +m) = f(f(m)) + f(n).

Prime decomposition

Uloha 17. Najdite vietky surjektivne funkcie f:N — N také, ze
m|n & f(m)| f(n).

Uloha 18. Uvazujme vietky funkcie f:N — N také, ze f(nf(m)) = mf(n). Uréte
najmensiu mozn hodnotu f(2007).

Uloha 19. Uvazujme vsetky funkcie f:N — N také, ze f(n2f(m)) = mf2(n).
Uréte najmensiu moznd hodnotu f(1998).

Uniqueness
Uloha 20. Néjdite vSetky funkcie f:Nj — R také, Ze f(p,q,r) =0 pre pgr =0 a

f(paqa’r) :é(f(p+17q_17T)+f(p_17q+17r)+f(p+17q7r_1>
+f(p_17Qar+1)+f(p7q_1vr+1)+f(paq+lar_1))

inak.

Extremal principle and well ordering

Uloha 21. Najdite vietky bijekcie f, g, h:N — N také, ze

F2(n) + g*(n) + h*(n) = 3ng(n)h(n).
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Uloha 22.

Uloha 23.

Uloha 24.
Uloha 25.

PRIRODZENOCISELNE FUNKCIONALNE ROVNICE
Najdite vsetky funkcie f:N — N také, ze
FUE @)+ F(f(n)) + f(n) = 3n.
Najdite vSetky funkcie f:Z — Ny také, Zze
6f(n+3)—3f(n+2)—2f(n+1)— f(n)=0.

N4jdite vetky funkcie f: N — N také, ze f(f(n)) < f(n +1).
Najdite vSetky funkcie f: N — N také, ze

2n 42001 < f(f(n)) + f(n) < 2n + 2002.

Miscellaneous

Uloha 26.

N4jdite vSetky funkcie f:N — N také, ze f(f(n) + f(m)) =m + n.

Uloha 27. Rozhodnite, ¢i existuje rasttica funkcia f:N — N taka, ze f(1) = 2 a
f(f(n) = f(n) +n.

Literatura a zdroje

[1] Venkatachala, B. J., Functional equations — A problem solving approach, Prism Publicati-

ons.

[2] Slovenskd matematickd olympidda, www.skmo.sk.
[3] Djuki¢ D., Jankovi¢ V., Mati¢ 1., Petrovi¢ N., The IMO Compendium, Springer, 2006.
[4] Titu Andreescu, Iurie Boreico, Functional equations, Electronic edition, 2007.
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Primitivni prvek a kvadraticka reciprocita

ALEXANDER ,,OLIN“ SLAVIK

ABSTRAKT. Primitivni prvek i kvadraticka reciprocita jsou v olympiddni teorii ¢isel
spiSe okrajové nastroje, ale vyplati se o jejich existenci védét. Nékteré problémy jsou
jim pfimo S§ité na miru.

Definice. Bud n pfirozené ¢islo. Celé ¢islo x je invertibilnd modulo n, pokud exis-
tuje y € Z takové, ze xy =1 (mod n).

Pozorovani. Z Bézoutovy véty plyne, Ze x je invertibilni modulo n pravé tehdy,
kdyz! (z,n) = 1.

Pozorovani. Pro kazdé n € N je soucin invertibilnich prvka opét invertibilni a
prislusné inverzni prvky invertibilnich prvki jsou také invertibilni.

Vezmeme-li vSechny invertibilni prvky z mnoziny {0,...,n — 1} a vybavime je
operaci nasobeni modulo n, obdrzime grupu, kterou zpravidla znacime Z;,. Ma pravé
p(n) prvku, kde ¢ zna¢i Eulerovu funkci.

Definice. Pron,z € N spliiujici (n,2) = 1 nazveme 7dd prvku x modulo n nejmensi
k € N takové, ze 2% =1 (mod n). Znacime ord,,().2
Lemma. Pro n,z € N spliiujici (n,z) = 1 plati

2 =2" (modn) <= a=b (mod ord,(z)).
Definice. Bud n pfirozené ¢&islo. Pfirozené ¢islo g nazveme primitivnim prokem?
modulo n, pokud ord,,(g) = ¢(n).

Pozorovani. Cislo g je primitivni prvek modulo n, prave kdyz
{1,g mod n, g2 mod n, ¢g° mod n, . .. } =7Z,.

KLi¢ovA sLova. RAad prvku, Primitivni prvek, Legendretiv symbol, zdkon kvadratické recipro-
city
ITKulatymi zavorkami zna¢ime nejvétsiho spole¢ného délitele.
2Tato definice se shoduje s pojmem fad uzivanym v teorii grup — jde o specialni ptipad pro
grupu Zy,.
3 Anglicky primitive root.
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Véta. (O existenci primitivniho prvku) Primitivni prvek modulo n existuje pravé
pron = 2,4,p",2p", kde p je liché prvocislo a k € N.

Dusledek. (Wilsonova véta) Pro vSechna prvocisla p plati (p—1)! = —1 (mod p).
Lemma. Pokud existuje primitivni prvek g modulo n, pak existuje pravé p(¢(n))

(navzéjem nekongruentnich) primitivnich prvki — jsou to g* pro1 < k < n —1
spliujici (k, p(n)) = 1.

Ulohy

Uloha 1. Necht (a1, as,...,a,) je permutace &sel od 1 do n takové, ze soucet
a; + a;41 + - - -+ a; neni délitelny n + 1 pro vSechna 1 < ¢ < 7 < n. Najdéte takovou
permutaci pro (a) n =12, (b) n = 22. (Crux Mathematicorum)

Uloha 2. Nechf p je liché prvoéislo. Najdéte vSechna pfirozena éisla k takova, ze
1k 42k 4. 4 (p — 1)k je délitelné p. (Hungary-Israel Math Competition 2009)
Uloha 3. Necht p je prvoéislo splitujici p = 3 (mod 8) nebo p =5 (mod 8). Necht

navic p = 2¢ + 1, kde ¢ je také prvoéislo. Spoctéte w? + w* +--- + w2p_l, kde w € C
spliiuje w? =1, w # 1. (Mathematical Reflections)

Uloha 4. Pro prvodislo p urcete, jaky je soucet viech kvadratickjch zbytkd modulo
p. Jak je to s kvadratickymi nezbytky?

Uloha 5. Pro kazdé liché prvocislo p polozme

p_1
- 1 [F(p)
Fp)=Y K, f(p)= 5~ {} :
p

k=1
kde {z} = z — |z]. Uréete f(p). (Chinese TST 1993)
Uloha 6. Bud p prvoéislo a a1, as, . .., a, riznéa pfirozena &isla mensi nez p. P¥ed-
pokladejme, ze p | a¥ + ak + --- + aF pro vsechna k € {1,2,...,p — 2}. Urcete
{a1,az,...,a,}. (Mathematical Reflections)

Uloha 7. Dokaite, Ze soucin vsech primitivnich prvki modulo p (mezi 1 a p — 1)
je kongruentni 1 (mod p).

Uloha 8. Ukaite, Ze 2 je primitivni prvek modulo 3" pro viechna n € N.

Uloha 9. Dokazte, 7e pokud je p Fermatovo prvoéislo (tedy tvaru 22" 41 pro
néjaké k € N), pak je kazdy kvadraticky nezbytek modulo p soucasné primitivnim
prvkem.

Uloha 10. Necht n € N. Ukaite, Ze existuje nekoneéné mnoho prvoéisel p tako-
vych, ze nejmensi prvek p je vétsi jak n.
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Uloha 11. Jsou-li p, g prvoéisla, pak kongruence 27 = 1 (mod p) mé pravé jedno
feseni (v Z,), pokud ¢ tp — 1, a pravé ¢ feseni, pokud ¢ | p — 1. Dokazte.
Jak je to s poéty FeSeni obecnéjsi tlohy 2?9 = a (mod p)?
Uloha 12. Pro a € Ny definujme n, = 101la — 100 - 2°. Pro 0 < a,b,c,d < 99
ukazte
Ng +np =ne+nqg (mod 10100) = {a,b} = {c,d}.

(Putnam 1994)

Uloha 13. Uréete pocet viech posloupnosti redlnych ¢isel {a,,}>; takovych, Ze
pro vSechna pfirozend ¢isla m, n plati a,, - a, = apy., @ Zdroven a,, = an42011-
(MKS)

Uloha 14. Ukaite, Ze existuje nekoneéné mnoho pfirozenjch éisel n takovych, ze
¢islo n* 4+ 1 ma prvoéiselného délitele vétsiho nez 2n. (MKS)
Uloha 15. Najdéte vSechna dvojciferné piirozena ¢isla n (kde n = 10a+b, a # 0,
a,b € {0,1,...,9}) takova, ze k% = k® (mod n) pro vechna k € Z.
Uloha 16. Nechf p je liché prvocislo, m,n € N nejsou délitelna p, s € Ny a
p | m? +n?. Dokaite, ze pak p = 1 (mod 2°11).
Uloha 17. Necht p je liché prvoéislo a A, B dvé riizné neprazdné podmnoziny
{1,2,...,p — 1} spliiujici

(i) AuB=A{12,...,p—1},

(ii) pokud a,b € A nebo a,b € B, pak abmod p € A,

(iii) pokud a € A a b € B, pak abmod p € B.
Najdéte vsechny takové mnoZiny A, B. (Indickd MO)

Kvadratické zbytky a reciprocita

Definice. Bud p prvocislo a a celé ¢islo. Pak Legendretiv symbol (%) definujeme
predpisem

1 pokud p1ta a a je kvadraticky zbytek modulo p,

(a) =< —1 pokud pta a a je kvadraticky nezbytek modulo p,
b 0 pokud p|a.
Lemma. (Vlastnosti Legendreova symbolu) Bud p prvoéislo a a, b celd ¢isla.

(i) (%) =a"T (mod p) (Eulerovo kritérium).
ab

i) (5) = () (G)-
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Lemma. Pro liché prvocislo p plati

() )

tedy —1 je kvadraticky zbytek pravé prop =1 (mod 4), 2 prop = £1 (mod 8). Dale
plati, Ze 3 je kvadraticky zbytek pro p = £1 (mod 12) a 5 pro p = +1 (mod 10).

Nasledujici lemma se obvykle bere jako zaklad pro dtkaz zdkona kvadratické
reciprocity.

Lemma. (Gaussovo Lemma) Necht p je liché prvocislo a a € Z spliuje (a,p) = 1.
Déle necht a; je takové (unikdtni) celé cislo, ze zaroven plati aj = a; (mod p) a
—5 < a; < %, al oznacuje pocet Cisel j € {1,2,...,172;1}, pro ktera a; < 0. Pak

(5) = (=1".

Véta. (Zakon kvadratické reciprocity) Pro riizn4 lichd prvodisla p, q plati

Ulohy

Uloha 18. Dokazte, Ze kongruence z® = 16 (mod p) mé FeSeni pro kazdé prvo-
¢islo p.

Uloha 19. Dokaite, Ze pro kazdé prvodislo p existuje kvadraticky nezbytek a spl-
nujici a < \/}3 + 1. (Crux Mathematicorum)
Uloha 20. Je-li a kvadraticky zbytek modulo kazdé prvoéislo, pak je a &tverec.
Dokazte. (Crux Mathematicorum)
Uloha 21. (Zesileni piedchozi tilohy) Pokud a € N neni &tverec, pak (%) = -1

pro nekonecné mnoho prvocisel p. Dokazte.

Uloha 22. Necht a € N. Ukazte, Ze pokud pro kazdé n € N existuji b, ¢ € N takova,
7e a+n? =0+ 2, pak je a ¢tverec. (Mathematical Reflections)

Uloha 23. Necht f je kvadraticky trojélen s celoéiselnymi koeficienty. Déle necht
pro kazdé prvocislo p existuje alesponi jedno n € Z takové, ze p | f(n). Dokazte, Ze
kofeny f jsou racionalni ¢isla.

Uloha 24. Necht ay,as, . .., aso4 jsou takova piirozena ¢isla, e af +ab+- - -+ao4
je ¢tverec pro kazdé n € N. Kolik nejméné z Cisel a1, as, . . . , 2904 musi byt nulovych?

Uloha 25. Dokazte, 7e pokud je p = 2" + 1 prvoéislo (n > 2), pak p | 3% 1.
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Uloha 26. Pro viechna n € N nema 3" + 2 Zadného prvoéiselného délitele tvaru
24k + 13 (k € N).
Uloha 27. Dokazte, Ze pro viechna n € N nemé n? — 5 délitele, jehoZ posledni
cifra je 3 nebo 7.

Uloha 28. Pro vSechna n € N nema 2" + 1 zadného prvodciselného délitele tvaru
8k — 1 (k € N). (Vietnamese TST 2004)

Uloha 29. Pro viechna n € N ma 2%" + 1 alespoii n prvoéiselnych délitela tvaru
8k +3 (k eN).

Uloha 30. Najdéte viechna n € N spliujici 2" — 1| 3" — 1.
Uloha 31. Nechf p je prvoéislo a a,b € N spliuji p? = 4a® + b?. Dokazte, ze b je
kvadraticky zbytek modulo p.

Uloha 32. V pfirozenych éislech feste rovnici #° — y? = 52.

Uloha 33. Piedpokladejme, ze pro m,n € N plati ¢(5™ — 1) = 5" — 1. Dokazte,
ze pak (m,n) > 1.

Uloha 34. Naleznéte viechna prvodisla p takova, ze p! + p je ¢tverec.

Navody

Vezméte primitivni prvek a umocnujte.
Uvedeny soucet je soucet mocnin primitivniho prvku.
Dokazte, ze 2 je primitivni prvek modulo p a adekvatné interpretujte exponenty u w.

Kvadratické zbytky jsou ptesné ty prvky Zy, u kterych ma primitivni prvek sudy exponent.

O N

Dopliite sumaci az do p — 1, pfevedte sumu na sou¢et mocnin primitivniho prvku a rozeberte
prlpady p—14120,p—1]120.

6. Polozte a; = g*i, kde g je primitivni prvek, a uvazujte polynom z®! + - -- 4 2% € Zy[z].

7. Inverzni prvek k primitivnimu prvku je opét primitivni.

8. Indukci podle n — musi platit ¢(3") | ordgn+1(2) | ¢(3"*1). Dalsi indukei vyloudete piipad
ordgny1(2) =2-3771L.

9. Kvadratické zbytky nemohou byt primitivnimi prvky. Kolik mé p primitivnich prvka?

10. Stadi, aby ¢isla 1,2, ..., n byly kvadratické zbytky modulo p. Cinské zbytkové & Dirichletova
véta.

11. Polozte x = g*, kde g je primitivni prvek a i € N, a zaméite se na exponenty. V obecné&jsim
ptipadé navic polozte a = g7.

12. Rozdélte na kongruenci modulo 100 a modulo 101, vyuzijte 2190 = 1 (mod 101) a nakonec
skutecnost, ze 2 je primitivni prvek modulo 101.

13. Ukazte, ze posloupnost muze nabyvat pouze hodnot 0, 1 a —1 a ze je kompletné zadana
hodnotou v 2011 a hodnotou v néjakém primitivnim prvku modulo 2011.
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14. Uvazujte prvoéisla p tvaru 8k + 1 a ukaite, Ze p | g** 4 1, kde g je primitivni prvek modulo p.
15. Uvazte prvodcislo p | n a n&jaky jeho primitivni prvek g, ten dosadte za k. Dourozebirejte.
16. Umocnéte na 2° kongruenci g* = mn~1 (mod p) (g prim. prvek).

17. Musi byt AN B = 0. Do které mnoziny padne primitivni prvek?

18. Jasné pokud je 2 kvadraticky zbytek. Pokud jsou —1 i 2 nezbytky, je —2 zbytek. Je-li —1
zbytek, ale 2 ne, pak i splitujici i = —1 (mod p) je nezbytek — napiste ho jako mocninu primitivniho
prvku.

19. Je-li a nejmensi kvadraticky nezbytek, polozte b = \_%J + 1 a ukazte, Ze i b je nezbytek.

20. Rozlozte ,neétvercovou ¢ast* a na prvodisla a vyberte z ni néjaké liché prvoéislo p. Cinskou
zbytkovou vétou + Dirichletovou vétou najdéte prvocislo, které bude kvadraticky nezbytek mo-
dulo p a zbytek pro ostatni prvocisla v rozkladu. Pouzijte multiplikativitu Legendrova symbolu a
reciprocitu.

21. Postup podobny ptredchozi tloze; hledana prvocisla se budou vyrabét tak, ze v ¢inské zbytkové
vété budeme pozadovat riznost od jiz zkonstruovanych.

22. Podobné jako v predchozich tlohich vynutte Cinskou zbytkovou a Dirichletovou vétou exis-
tenci takového prvoéisla p an €N, Ze p | a + n? a soudasné p = 3 (mod 4).

23. Je zapotiebi ukdzat, ze diskriminant je ¢tverec. K tomu stali (viz pfedchozi tlohy), Ze je to
kvadraticky zbytek modulo vSechna prvocisla.

24. Za n dosazujte p — 1, kde p je dostatecné velké prvocislo, a nahlizejte modulo p.

25. Vsimnéte si, ze n musi byt sudé, pouzijte Eulerovo kritérium a reciprocitu pro p a 3.

26. Je-li n sudé, pak —2 = 3" (mod p), pokud je liché, tak —6 = 3™*+! (mod p). V druhém
pripadé 1ze vyhodné aplikovat reciprocitu.

27. Reciprocitou pro 5 vylucte pfipadné prvociselné délitele = +2 (mod 5) a posléze i slozené.
28. Je-li n sudé, pak —1 = (2"/2)2 (mod p), pokud je liché, tak —2 = (2("+1>/2)2 (mod p).

29. Stejné jako v pfedchozi tloze vyloudete délitele = 7 (mod 8) a navici =5 (mod 8). Rozlozte
zadany vyraz jako

.gn—1 gn—1

22" p1=02+1)(22-2+1)(2¥3 - 28 +1)... (2 —23"77 41)
a ukazte, ze vyjma prvni zavorky je nejvétsi spolecny délitel kazdych dvou na pravé strané roven

3. Zbyva dokazat, ze kazda tato zavorka ma i délitele = 8 (mod 3) rtzného od 3.

30. Ukazte, ze n musi byt liché a 2™ — 1 musi mit prvoéiselného délitele p tvaru 12k + 5. Aplikujte
reciprocitu na p a 3.

31. Musi byt p = 1 (mod 4). Pro kazdy prvoéiselny délitel ¢ | b je p = 4a® (mod q), pouzijte
reciprocitu a multiplikativitu.
32. Piepiste na x® — 32 = y? + 20 a charakterizujte (reciprocitou) vSechny mozné prvoéiselné
délitele pravé strany (modulo 20). Uzbytkujte levou stranu.
33. Zapredpokladu (m,n) =1 je (6™ —1,5" —1) = 4, lich4 prvoéisla p1, ..., py v rozkladu 5™ —1
tedy musi byt v prvni mocniné. Jelikoz m musi byt liché, je 5 kvadraticky zbytek modulo vSechna
pi, z reciprocity je p; zbytek modulo 5. Nemuze nastat p; = 1 (mod 5) pro néjaké :.
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34. Mezi ¢isly 1,3,...,p — 2 musi byt kvadraticky nezbytek modulo p. N&jaky jeho prvodéiselny
délitel ¢ musi byt nezbytek. Pro pfipad p = 3 (mod 4) pouzijte reciprocitu pro p, g.
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