64. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie A

1. Stfedy stran AC, BC ozna¢me postupné M, N. Stfed kruznice vepsané troj-
thelniku K LC ozna¢me I. Uvodem poznamenejme, 7e body K, L lezi na strané AB
vzdy v takovém potadi jako na obr. 1, protoze podle zadani mé trojuhelnik ABC' tupy
thel pfi vrcholu C, a proto stfed O jeho opsané kruznice lezi v poloroviné opacné
k polorovine ABC.

Obr. 1

Bod K lezi na ose strany AC', proto je KM osou thlu AKC'. Pfimka K1 je osou
uhlu LKC'. Pfimky K1 a KM jsou osami navzajem sousednich thld, a proto jsou na
sebe kolmé. Analogicky LI 1 LN. Body K, L tedy lezi na Thaletové kruznici nad
prameérem OI, z ¢ehoz jiz trividlné plyne dokazované tvrzeni.

Jiné feseni. Oznacme thly trojihelniku ABC obvyklym zptsobem «, 3,y a body
M, N, I stejné jako v prvnim TFeSeni. Stejné jako tam vysvétlime, Ze zatimco bod I lezi
v poloroviné ABC, bod O lezi v poloroviné k ni opa¢né (diky tupému thlu ACB).

Ctyiahelnik MONC je tétivovy, protoze mé pravé thly pii vrcholech M a N. Odtud
|« KOL| =180° — |xMCN| = 180° — ~.

Protoze bod K lezi na ose strany AC, je trojuhelnik AKC rovnoramenny se za-
kladnou AC' (obr. 2). Pfi ni maji jeho vnitini thly velikost . Proto |<LKC| = 180° —
— |XAKC| = 2a, a tedy |xLKI| = 1|xLKC| = o. Podobné [x<KLI| = 3. Z trojihel-
niku K LI tak mame |[XKIL| =180° —a — 5 = 7.




Z uvedeného plyne |< KOL|+|<KIL| = 180°, takze ¢tyfthelnik KOLI je tétivovy,
coz jsme chtéli dokazat.
Za uplné feseni udélte 6 bodu. Pfi prvnim postupu za pozorovani, ze KM je osou thlu AKC, dejte
2 body, dalsi 2 body dejte za odvozeni KI 1 MO a 2 body za dokonceni feseni. Pfi druhém postupu
dejte 1 bod za vyuziti rovnoramennosti trojihelniku AKC, 2 body za vyjadieni velikosti thlu LK,
1 bod za vyjadreni velikosti thlu KIL, 1 bod za vyjadieni velikosti thlu KOL a 1 bod za dokonceni

feSeni. Naopak jeden bod strhnéte, pokud fesitel nezmini polohu bodu O vuéi polorovinég ABC (zejména,
kdyz v celém svém feSeni ,pfejde mléenim podminku, ze thel ACB je tupy).

2. Pfedpokladejme, Ze prvoéisla p, ¢ a kladné celé é&islo k spliiuji rovnost p? + 5pq +
+ 4¢? = k2. Tu ekvivalentné upravime:

k? — (p® + 4pg + 4¢%) = pq,
k2 — (p+29)% = pq,
(k—p—2q)(k+p+2q) =pg. (1)

Pravéa strana i druhy cinitel soucinu na levé strané jsou kladné, takze i prvni cinitel
musi byt kladny. Jelikoz p, ¢ jsou prvocisla, ¢islo pq se da rozlozit na souc¢in dvou kladnych
¢isel jen Ctyfmi zpusoby: pg =1-pg=p-q=q-p = pq-1. Vzhledem k tomu, zZe ¢islo
k 4+ p + 2q je vétsi nez kterykoliv prvek mnoziny {1,p, ¢}, v Gvahu pfichézi jen prvni
z rozkladu, takze

k—p—2¢q=1 a k+p+2q=pq. (2)

Eliminaci proménné &k (napf. ode¢tenim prvni rovnice od druhé) dostaneme
2p+4q=pqg—1 neboli (p—4)(¢g—2)=9. (3)

Cinitel ¢ — 2 je nezaporny, protoze ¢ je prvodcislo. Nezaporny tedy musi byt i ¢initel
p — 4. Jsou pravé tfi moznosti, jak ¢islo 9 rozlozit na soucin dvou nezapornych cisel:

9=1-9=3.3=9-1.

Z nich dostavame t¥i feseni (p,q) € {(5,11),(7,5),(13,3)}, pri¢emz vSechny nalezené
hodnoty p, ¢ jsou skutec¢né prvocisla. Zkouska neni nutné, protoze pokud p, ¢ splnuji
rovnici (3), mizeme k nim z (2) dopoéitat celé ¢islo k tak, aby platila rovnost (1), ktera
je ekvivalentni s ptivodni rovnosti.

Jiné feseni. Po dosazeni ¢ = p do zadaného vyrazu vyjde 10p?, coz neni druhi
mocnina zadného celého c¢isla. Musi proto byt p # q.
Dany vyraz lze rozlozit na soucin:

p® +5pq +4¢> = (p+ q)(p + 4q). (4)

Prvocisla p a ¢ jsou rtizna, proto je kazdé z nich nesoudélné i s p + ¢q. Oznacme d
nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel p+q a p+4q. Pak d | (p+4q) — (p+q) = 3¢, a jelikoz
d je nesoudélné s ¢, nutné d € {1,3}. Oba pfipady rozebereme.

Pokud d = 1, museji byt oba ¢initelé ve (4) druhymi mocninami, ¢ili existuji pfiro-
zena Cisla r, s takova, ze plati

p+q=r?
p+4q = s2.

()



Navic zfejmé plati 2 < r < s, protoze p+4q > p+q = 2+ 3. Kombinacemi obou rovnic
soustavy (5) dostaneme

3g=(p+49)—(p+q@ =s"—r*=(s—r)(s+r),
3p=4(p+q) — (p+4q) = 4r* — 5°> = (2r — 5)(2r + s).

Z prvni rovnosti vychazi s —r | 3¢, tj. s —r € {1,3,q,3q}. Pfipady s —r = ¢
a s—r = 3q vSak muzeme vyloucit, protoze jim odpovidaji rovnosti s+r =3 a s+r =1,
které jsou v rozporu s podminkou 2 < r < s. Zbyvajici dva ptipady provérime:
>Zs—r=1vyplyva2r+s=3r+1>3a2r—s=r—1> 1.7 druhé rovnosti pak
plyne 2r+s=pa2r—s=3,takzer =4, s=5,p=13, ¢ = 3.
> Zs—r=3vyplyva 2r +s =3r+3 = 3(r + 1) > 3, takZe podle druhé rovnosti
plati 2r — s < p ¢ili 2r — s € {1,3}. Kdyby v8ak bylo 2r — s = 3, vyslo by r = 6,
s=9ap=2r+s =21, coz neni prvocislo. Musi tedy byt 2r —s =1 a 2r + s = 3p,
takzer =4, s=7,p=25, q=11.
Pokud d = 3, museji byt oba ¢initelé v (4) trojnisobkem ¢tverci, existuji tedy
prirozena cisla 1 < r < s takova, ze plati

p+q=3r’
p + 4q = 352

(6)
Odtud
3¢=(p+4q9) —(p+q)=3(s—r)(s+71),
3p=4(p+q) — (p+4q) = 3(2r — s)(2r + s).

Protos—r=1a2r—s=1,tedyr=2,s=3ap="7,q=05.

Ve vsech ptipadech nalezené hodnoty p, ¢ a prislusné hodnoty r, s spliuji rovnosti
(5), resp. (6), vyraz (4) je tedy opravdu ¢tverec.

Uloha mé tii feseni (p,q), a to (13,3), (5,11), (7,5).
Za Gplné feseni udélte 6 bodu. Pfi prvnim postupu dejte 2 body za rozklad (1), dalsi 2 body za odvozeni
rozkladu (3) a 2 body za dokonéeni feseni. P¥i druhém postupu dejte 2 body za nalezeni rozkladu (4),

2 body za vysetfeni pripadu d = 1 a 2 body za vySetfeni pfipadu d = 3. Pokud fesitel alohu nevyftesi,
ale zkousSenim najde alespon dvé ze tii feSeni, udélte mu 1 bod.

3. Upravujme druhou mocninu vyrazu V = 2a + b + ¢, ktery je zfejmé kladny. Pri
tom vyhodné vyuzijeme dany vztah ab + bc 4 ca = 16:

V= (2a+b+c)? =4a® +b* + ¢ + dab + 4dac + 2bc =
=4a® + b* — 2bc + c* +4(ab+ b+ ca) = 4a® + (b —c)* + 4 - 16.

Podle zadani je a? = 9 a ziejmé (b — ¢)? = 0, takze V2 = 4-9 +4-16 = 100. Proto
vV > 10.

Zkusme najit takova cisla a, b, ¢, jez vyhovuji zadani a pro néz V = 10. Aby
v odvozenych nerovnostech nastala rovnost, musi byt b = ¢ a a = 3, takze pak ab+ bc+
+ ca = 6b + b%. Hledame proto b > 0 takové, Ze 6b + b> = 16. Tato kvadraticka rovnice
maé kofeny 2 a —8. Vyhovujici trojici (a, b, ¢) je tedy (3,2,2) a nejmensi mozna hodnota
daného vyrazu je vskutku 10.



Jiné FesSeni. Z dané rovnosti ab + bc + ca = 16 vyjadiime ¢ = (16 — ab)/(a + b)
a dosadime do vyrazu V', jehoz nejmensi hodnotu hledame:

16—ab_
at+b

16 + a?
:a+b—|——
a-+b

V=2a+b+c=2a+b+

> 2\/16 + a2 = 21/16 + 32 = 10.

P1i prvni nerovnosti jsme vyuzili znamou nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym
priimérem dvojice kladnych &sel a + b a (16 + a?)/(a + b).

Trojici, pro niz plati V = 10, najdeme stejné snadno jako v prvnim feseni; rovnost
obou primérovanych ¢isel nastane, pravé kdyz a + b = /16 + a2, coz pro a = 3 ihned
vede k hodnoté b = 2, takze ze vzorce ¢ = (16 — ab)/(a + b) dostaneme i ¢ = 3.

Poznamka. KliGovou nerovnost V' = 10 ziskdme i nasledujici tpravou:

V=2a+b+c=(a+b)+(a+c) 2

> 2¢/(a+b)(a+c) =2y/a2 + (ab+ b+ ca) = 2/32 + 16 = 10,

v niz jsme vyuzili nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem dvou klad-
nych cisel a +b a a+ c.

Za Gplné feseni udélte 6 bodi, z toho 4 body za dilkaz, Ze V = 10, a 2 body za nalezeni odpovidajici
trojice éisel a, b, ¢ (tfeba i uhodnutim — nebylo tkolem vSechny takové trojice najit), jez vyhovuje
zadani a pro niz V = 10.

4. Ukazeme, ze nejveétsi mozné ¢ dostaneme, rozmistime-li body ve vrcholech
pravidelného n-tthelniku (obr.3). V takovém piipadé mé kazdy uvazovany trojihel-
nik opsanou kruznici totoznou s kruznici opsanou zvolenému n-tithelniku, takze vsechny
uvazované vnitini thly jsou obvodovymi thly prislusnymi nékteré tétivé této kruznice.
Nejmensi thel bude ten ostry thel, ktery ptislusi nejkratsi tétive, tj. kterékoli z n shod-
nych stran zvoleného n-thelniku (vSechny ostatni tétivy jsou thlopfickami, jsou tedy
delsi). Jelikoz stfedovy thel pfislusny takové strané ma velikost 360° /n, ma odpovidajici
nejmensi thel v tomto ptipadé velikost ¢ = 180°/n.

Obr. 3

Zbyva ukazat, ze pro libovolné rozmisténi n bodu plati ¢ < 180°/n. Tvrzeni do-
kédzeme sporem. PFipustme, Ze n danych bodt je rozmisténo tak, ze vSechny uvazované



thly jsou vétsi nez 180°/n. Sestrojme konvexni obal této mnoziny bodi, tj. nejmensi
konvexni mnohothelnik M, ktery obsahuje vSechny dané body (jez podle zadani nelezi
v pfimce). Ozna¢me m pocet bodu, které se nachézeji na hranici mnohothelniku M.
Ziejmé m < n (vrcholy konvexniho obalu tvofi podmnozinu dané mnoziny n bod).
Soucet vnitinich @thlii mnohotihelniku M je roven (m — 2) - 180°.! Sestrojme tisecku
mezi kazdymi dvéma z danych n bodd. Z kazdého vrcholu mnohotihelniku M vychazi
n — 1 takovych tusecek. Dvé z nich jsou stranami M a zbyvajici ,,dé€li“ vnitini thel pii
tomto vrcholu na n — 2 mensich thla (obr.4). Podle pfedpokladu méa kazdy z téchto

Obr. 4

uhla velikost vétsi nez 180°/n, tedy kazdy vnitini thel mnohotuhelniku M je vétsi nez
(n — 2) - 180°/n. Vrcholu je m, takze celkovy soucet vnitinich hld v M je vétsi nez
m(n — 2) - 180° /n. Plati proto nasledujici nerovnost, kterou déle upravime:

1 o
(m—2)-180° > m(n—2)- Ei? )

n(m —2) > m(n — 2),
mn — 2n > mn — 2m,

m > n.

To ovSem odporuje nerovnosti m < n.

Za uplné feseni udélte 6 bodt, z toho 2 body za dtikaz, ze pokud jsou body vrcholy pravidelného
n-thelniku, je ¢ = 180°/n, a 4 body za diikaz, %e vzdy plati ¢ < 180°/n. Pokud #ék odvodi vztah
o < 180°/n pouze pro piipad, kdy m = n (tedy pro takové konfigurace, v nichZ viechny body lezi na
hranici konvexniho obalu), udélte ze 4 bod pouze 2.

I Toto zndmé tvrzeni lze snadno dokazat tak, Ze m-tahelnik rozdélime na m — 2 trojihelniki majicich
vrcholy v jeho vrcholech, anebo si vSimneme, Ze soucet vedlejsich uhla pt¥i vSech m vrcholech je
pravé 360°, takze soucet vnitinich ihld m-thelniku je m - 180° — 2 - 180°.



