Uloha 1. Si dané polyndmy P(z) = 2° + ax? + bx + ¢ a Q(x) = 2% + = + 2001.
Viete, Ze polynom P(x) ma tri rozne redlne korene a polynom P(Q(x)) nema Ziadne
redlne korene. Dokdzte, Ze 64P(2001) > 1.

RieSenie. Prepisme P(x) do tvaru (z—ki1)(z—ks)(z—ks) a Q(x) do tvaru (z — 1/2)*+
2001 — 1/4. Vidime, Ze ) moze nadobtdat vSetky hodnoty > 2001 — 1/4, teda k123

a ich stéin > 1/43 = 1/64. QED. O
Uloha 2. Dokdzte, Ze rovnica x3+y3 = 4(x?y +zy? + 1) nemd celociselné riesenia.

Riesenie. Vyuzijeme vzorec 23 +y% = (v +y) (22 +y* —ry) a prepiseme dant rovnicu
do tvaru
(z +1y)(2® + y? — bay) = 4.

Oba vyrazy v zatvorkach musia byt rovné 1, -1, 2, -2, 4 alebo -4. PrepiSme este druht
zétvorku ako (z+y)%—7zy a mdzeme vyskusat vietky moznosti pre z-+y a dopodcitat,
akt hodnotu musi mat 7zy. T4 nikdy nevyjde delitelnd 7, ziadne celo¢iselné riesenie
teda neexistuje. O

Uloha 3. Je dany tetivovy stvoruholnik ABCD s opisanou kruznicou k. Dotycnice
ku k v bodoch A resp. B pretinaji priamky BC resp. AD v bodoch K a M tak, Ze
bod A lezi na usecke DM a bod B na usecke CK. Dokdzte, Ze ak |AM| = |AD| a
|BK| = |BC|, potom je ABCD lichobeznik.

Riesenie. Mocnost bodu M ku k hovori, ze |MB| = /|[MA|[MD| = \/2|AD|.
Podobne |K A| = /2| BC|. Uhly M BA a K AB st rovnaké zo symetrie. Aplikovanim
sinusovej vety na trojuholniky ABM, ABK dostaneme sin |[/M AB| = sin |ZK BA]|.
KedZe oba uhly musia byt medzi 0° a 180°, médme dve moznosti.

Ak |[/MAB| = 180° — |ZK BA|, je |ZBAD| +|ZABC| = 180°, AD || BC a teda
ABCD je lichobeznik.

Ak |/MAB| = |Z/KBA|, je |ZADC| = 180° — |ZABC| = 180° — |/BAD),
AB || CD a teda ABCD je zasa lichobeznik. O

Uloha 4. V kruhu stoji 2n ludi (n > 2) ocislovanych zaradom od 1 do 2n, kde kazdy
élovek poznd prdve jedného iného (zndmosti si vzdjomné). Rozhodnite, ¢i je mozné
rozdelit ich do dvoch skupin tak, Ze Ziadni dvaja ludia v jednej skupine sa nepoznaju
a kazdy clovek md aspon jedného suseda, s ktorym nie je v skupine.



Riesenie. Najprv rozdelme Tudi do dvojic, kde v kazdej dvojici st Iudia ¢&islo 2k a
2k —1 (1 < k < n). Priradzujme teraz Iudi do skupin tak, aby obaja Iudia v dvojici
patrili do réznych skupin.

To urobime pazravym algoritmom: néjdeme nepriradeného c¢loveka, dame ho do
skupiny 1, jeho znameho aj suseda z dvojice ddme do skupiny 2, ich znamych a
susedov z dvojic do skupiny 1 atd. V pripade, Ze sa takto nedostaneme k sporu -
nepriradzujeme nikoho do oboch skupin, méame na konci platné rozdelenie.

Ostava dokéazat, ze skuto¢ne nikoho nepriradime do oboch skupin. Najelegan-
tnejsie to ide z pohladu tedrie grafov. Mame graf, ktorého vrcholy st Iudia, kazdej
znamosti zodpoveda hrana a pridali sme hrany medzi susedmi v kazdej dvojici; po-
tom potrebujeme ukéazat, ze je graf bipartitny - potom sa dé rozdelit na dve casti
rovnakej velkosti. Bipartitnost je ekvivalentna neexistencii cyklu neparnej dlzky.
Graf je ale skonstruovany tak, ze kazdy vrchol ma stupen 2 - kazdy suvisly kom-
ponent je teda cyklus a kedZe vrcholy st rozdelené do disjunktnych dvojic tak, ze
kazda dvojica patri do jedného komponentu, kazdy cyklus mé parnu dizku. O

Uloha 5. Nech a,b,c si kladné redlne ¢isla, ktorych sucet je 1. Dokdzte nerovnost

1 1 1 2 2 2
>

1—a+1—b+1—c_1—|—a+1—|—b+1+c'

Riesenie. Z nerovnosti medzi aritmetickym a harmonickym priemerom plynie pre
a+b+c=1
1 1 1 1 4 4

1—c+1—a a+b+b+c_a+2b+c 140

Cyklickou zdmenou premennych a, b, c a s¢itanim vyslednych troch nerovnosti do-
staneme (po vydeleni 2) dokazovani nerovnost. O



