Uloha 1. Pro po dvou riznd, nezdpornd, redlnd a,b, ¢ dokaZ

a? b2 2

b—c? " e—aZ T -aZ "

Reseni. BUNO je a nejmensi z nich. Pak mtiZzeme najit kladna x,y takova, ze b =
a+ x, c = a+y a mizeme ud€lat nasledujici tpravy
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kde posledni nerovnost je ekvivalentni s (22 — %2)? > 0 a jsme hotovi. O

Uloha 2. Mé&jme mnozinu A = {1,2,...,9} a jeji podmnozinu S C A takovou, Ze
Zadné dva soucty a + b pro a # b, a,b € S nejsou stejné. Kolik nejvice prvki mize
S mit?

Regend. Nejvyse 5. Mnozina {1,2, 3, 5,8} spliiuje podminky. Kdyby |S| > 6, potom
by bylo alesponn 15 souc¢td a + b,a,b € S a zaroven 3 < a + b < 17. Musel by tedy
byt dosazen kazdy soucet z tohoto intervalu, tedy i 3 a 17, proto 1,2,8,9 € S, jenze
1+9 =248, coz je spor. [

Uloha 3. Méjme prirozené m. Dokaste, Ze pocet pdri pirozenych &isel (x,y) spliu-
jicich:

o 22— 3y +2=16m
e 2y<z-—1
je sudé cislo.
Resend. Na prvni rovnici se podivime modulo 4:
22 —3y> +2=16m (mod 4),
2?2 —3y> =2 (mod 4),
22 =3y + 42 =2 (mod 4),
2+ =2 (mod 4),



z ¢ehoz plyne, Ze x i y jsou licha c¢isla. Existuji proto pfirozena Cisla a, b takova, ze
x=2a—1, y=2b— 1. Dosazenim do druhé podminky ze zadani dostaneme

4b—2 < 2a — 2,

2b < a,
Mizeme proto psat a = 2b+c—1 a x = 4b+2c— 3 pro néjaké prirozené c. Dosazenim
do prvni podminky v zadani dostaneme

16b% + 4¢? + 9 + 16bc — 12¢ — 24b — 12b* — 3+ 12b + 2 = 16m,

4b? 4+ 4¢® 4+ 16bc — 12¢ — 12b + 8 = 16m,
b? + ¢? + 4bc — 3b — 3¢ + 2 = 4m.

Rovnice je symetricka v b, ¢, takze je-li dvojice (b, ¢) FeSenim, tak bude fesenim i
(c,b). Zaroven neexistuje feseni, ve kterém by platilo b = ¢, protoze by to znamenalo:
602 — 6b+ 2 = 4m,
2b(b—3)=2 (mod 4),
0=2 (mod4)

coz je spor. Proto mtizeme pomoci vyse zminéné symetrii poparovat vsechna fesSeni.
Jelikoz dvojice (b, ¢) jednozna¢né uréuje dvojici (x,y) a nova rovnice je ekvivalentni
puvodni, tak muzeme takto poparovat i dvojice feseni (z,y). Je-li tedy pocet FeSeni
konec¢ny, tak musi byt sudy.

Zbyvé tedy pouze ukazat, ze pro zddné m nemé rovnice nekonecné mnoho feseni.
Umocnénim nerovnice ze zadani na druhou (obé strany jsou nezéaporné) dostaneme:

4% < 2% -2z 41,

m2—3y222$—1—|—y2

z prvni podminky zadani
z? — 3y? = 16m — 2,
16m —2 > 2z — 14972
z ¢ehoz plyne, Ze x 1 y jsou mensi nez 16m, takze jich je vskutku kone¢né mnoho. [
Uloha 4. Je din AABC. Teéna v A ke kruznici opsané tomuto trojuhelniku protne

primku BC v bodé P. Body @ a R jsou obrazy bodu P v symetrii podle primek AC
a AB respektive. Ukaz, Ze primka BC je kolmd na primku QR.

Resend. Prinik piimek PQ a AC oznaéime D a prinik pfimek PR, AB bude E.
pfimka E D je rovnobézna s piimkou RQ) (DFE je stfedni pficka trojuhelnika PQR),
tak stac¢i dokéazat, ze DE je kolmé na BC.
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BUNO P lezi blize k B, nez k C, pak kviili rovnosti tisekového a obvodového tihlu
plati |ZPAB| = |£BCA| = |ZPCD|. Navic zfejmé AE je kolmd na PE a AD je
kolmé na PD, tak PDAF je tétivovy ¢tyfuhelnik. Proto plati |£/PDE| = |ZPAE| =
|£/PAB| = |£PCD)|. Trothelnik CDP je pravouhly, takze |[ZDPC|= 90— |ZPDE|
a mame hotovo. O



