Uloha 1. Mdme velkou klasicky obarvenou Sachovnici 10 x 14 a na kazdém policku
muze leZet tulert. Zrovna plati, Ze v kaZdém tdadku i sloupci je lichy pocet tuleni.
Dokaz, Ze na cernych polickdch je dohromady sudy pocet tulen.

Resend. Postupné si oéislujeme fadky a sloupce a budeme BUNO piedpokladat, Ze
policko (1,1) je bilé. Policko (i,j) je pak cerné pravé kdyz i + j je liché. Celkovy
pocet tulent v lichych sloupcich je diky podmince ze zadani lichy. Obdobné pocet
tulend v lichych fadcich. Soucet téchto dvou ¢isel je sudy a rovnéz je to pocet tuleni
na vsSech ¢ernych polickdch plus dvojnasobek poctu tulenti na bilych polickach (i, 5),
kde i a j jsou liché. Takze i celkovy pocet tulenti na c¢ernych polickdch musi byt sudé
¢islo. O

Uloha 2. M¢jme zadany bod A a dvé poloprimky, které z néj vychdzeji a sviraji
ostry uhel. Necht je na jedné poloprimce bod B a na druhé bod C s tim, Ze soucet
AB + AC je konstanitni. DokaZ, Ze existuje pevny bod D # A takovy, Ze kruzZnice
opsand ABC' prochadzi bodem D pro vSechny mozné volby bodi B a C.

Resend. Hledany bod D je prisecik osy zadaného tihlu s kruznici opsanou ABC,
neboli Svrékiv bod. Uz vime, 7e lezi na ose tihlu, takze staci dokazat, ze je vzdalenost
AD stejna pro v8echny volby bodi B a C. Je znamé, Ze osa thlu v trojuhelniku pili
protéjsi oblouk, takze CD = BD. Kdyz se napisou kosinové véty v trojuhelnicich
ACD a ABD pro shodné thly ¢ u vrcholu A, a ty se odectou, tak vyjde 0 =

CD? — BD? = AC? — AB® — 2AD(AC — AB) cos ¢. Neboli AD = 5 AR —
AC+AB

yos g coz tedy vychézi stejné pro vSechny volby bodid B a C. Pokud nédhodou
AC = AB, tak stfed kruznice opsané lezi na ose thlu, ihel DBA je pravy, napise se
v trojuhelniku DBA vztah pro cos ¢ a vyjde to stejné. O

Uloha 3. Mdme kulaty stil a kolem ného sedi 2018 mladyjch lidi, z toho je nejuijse
672 chlapcii. Rekneme, Ze divka D je v silné pozici, pokud kdyZ od ni postupné
pocitame okolo stolu libovolnym smérem a libovolné daleko, vidy je pocet divek ostre
vétsi mez pocet chlapcti (D do toho zapocitivd i sama sebe). DokaZz, Ze v libovolném
usporadani lidi okolo stolu vZdy existuje divka, kterd je v silné pozici.

Reseni. M&jme d divek a ¢ chlapcii. Nazveme pozici pravotocivé silnou, pokud kdyz
od ni pocitdme ve sméru hodinovych rucic¢ek, pocet divek vzdy prevysSuje pocet
chlapcti. Zadné divka, ktera je hned nasledovana chlapcem neni v pravotoéivé silné
pozici. Nicméné takovy sousedici par divka-chlapec nemé zadny vliv na pravotocivou



silu vSech ostatnich pozic. Takze vSechny takovéto pary miizeme postupné odstranit,
dokud u stolu nezbude pouze d — ¢ divek. Ty jsou pak vSechny uz jisté v pravotocive
silné pozici. Analogicky miiZeme definovat levotocivé silnou pozici a zbude ndm
opét néjakych d — ¢ divek. Nicméné tyto dvé mnoziny divek maji neprazdny prinik,
protoze 2(d — ¢) > d. Takze existuje divka, ktera je v silné pozici. O

Uloha 4. Necht a,b,c jsou redlnd ¢isla, takovd Ze |a| > 2 a zdrover
A+ +2=abe+4

Dokazte, Ze existuji takovd redlnd x a y, pro nez plati:

1 1 1
a=x+—b=y+—,c=xy+ —
Zz Yy ry

(a® — 4)(b* — 4) = a®b* — 4(a® +b* — 4) = (ab)?® — 4(abc — ¢*) = (ab—2¢)*> >0 (1)

Z podminky |a| > 2 a z rovnice (1) plyne |b| > 2. Rovnice a = z + 1 je ekvivalentni
s rovnici 2 — az + 1 = 0. Diskriminant této rovnice je a> — 4 > 0 (vime, Ze je vetsi
ze zadani). TudiZ umime nalézt takové x. Analogicky umime najit y, které spliuje
podminku b =y + %

Lo o
(x—i—m) =a

1
(z— ) =d’>—4
x

Analogicky pro y a b. Potom

(ab=26)* = (@ =) =) = (0= D= 1"

Pri zméné x za % se nezméni hodnota a. Na druhou stranu se zméni hodnota zna-
. 1 .
ménka x — . Analogicky znovu pro y a b.

(ab=20) = £la = 1)y =)
ab=(a+ )+ )

Pokud je znaménko v prvni rovnici 4, tak prohodime z za % a dostaneme znaménko
-. Z predchozich dvou rovnic dostavame:

1 1 r oy Yy x 1 1
c=-(ey+ —+—-—+="+axy—-=——+—)=xy+ —
2 Ty Yy r Yy Ty Ty
Coz je pfesné to, co jsme chtéli dokazat. O

Uloha 5. Najdéte vsechna prirozend a a b, takovd Ze

ab+a+bla? +b* + 1



Reseni. BUNO a > b (pokud a = b, pak a = b = 1)

a’?+b+1 B
a+b+ab
a? +a(—kb—k)+b* —kb+1=0

Nyni vyuzijme Vieta jumping. Musi existovat a;, které také spliiuje rovnici stejné
jako a (kvadraticka rovnice s fixnim b).

a+a, =kb+k (2)

aa; = b*+1—kb (3)

ay je urcité celé ¢islo z rovnice (2).

2 _ 1 2 _ 1 1
a1=b kb + <b kb + SN S
a b b

Posledni krok plati, protoze b > 1 (pokud b = 1, pak a = 4) a zarovenn k > 1. Novy
prvek je tedy vzdy mensi nez pfedeslé dva(pfesnéji a > b > a;). Takhle tedy mtizeme
tvorit nové dvojice FeSeni se stale mensim souctem tim, Ze vZdy zmensime to vétsi
¢islo z dvojice. Ve chvili, kdy zac¢iname se dvémi cisly vétsimi nez 1, tak mtzou po
uréité dobé nastat tii pfipady. Zatimco jedno ¢slo - BUNO a - bude vétsi nez 1, tak
druhé ¢islo b se bud zmensi na 1, 0, nebo se stane rovnou zapornym.

Pokud b = 1, pak lze jednoduse dopocitat a = 4. Jelikoz k se neméni pfes vSechny
kroky, tak k& = 2. Dalsim zmensenim ¢isla a dostaneme dvojici (a;,b) = (0, 1), kterd
nas uz nezajima. Takto jsme dostali jednu vétev feSeni a vSechny dvojice feSeni v
této vétvi mizeme opét obdobné zpétné dotvorit. Zacneme u dvojice (a1, b) = (1,4)
a indukeci ukdZeme, ze pokud a; = n? b= (n+1)? a k = 2, tak a = (n + 2)2. (Pro
prvni t¥i prvky to plati 1,4,9)

a=2b+2—a; =20 +4n+2+2—n?=(n+2)*

Coz je piesné, to, co jsme chtéli dokézat. Takze tady dostavame feseni tvaru (n?, (n+
1)?) a ((n +1)2,1n2), kde n je pfirozené.

Pokud b = 0, tak jde dosazenim do zadani dopocitat, ze a = £1, coz je ve sporu s
predpokladem, ze a > 1.

Pokud rovnou b < 0 (a zaroven a > 1), tak kdyz se podivime na zlomek v za-
dani, tak ¢itatel je o¢ividné kladny a jmenovatel zaporny, tudiz k je zdporné. Cislo k
se ovSem v pribéhu Vieta jumpingu neméni a pokud jsme zacinali u kladnych a, b,
tak musi nutné kladné, coz je spor.

Pokud tedy existuje kladné feSeni, tak je bud trividlni (1, 1) nebo je soucasti vétve,
kterd obsahuje i dvojici (1,4). TakZe feSenim jsou dvojice (1,1),(n?, (n + 1)?) a
((n +1)2,n?), kde n je pfirozené.

O



