Uloha 1. Na stole lezi v néjakém poadi 100 karet s ¢isly 1,2, ...,100 tak, e c¢isla
nejsou vidéet. Karta s vyssim cislem porazi kartu s nizsim, krome jedin€ vijimky, kdy
karta s cislem 1 porazi kartu s ¢islem 100.

Pavel vi jakd karta md jaké cislo. Ukazte, Ze umi Radovi ddt 100 zprdv typu “tato
karta porazi tamtu”a Rado potom dokdzZe jednoznacné urcit ¢isla na kazdé karte.

Reseni. Kdyby Pavel umél Radovi Fici, kde je karta 1 a kde karta 100, tak by mu
stacilo 97 zprav na to, aby Rado umél urcit zbyla cisla. Konkrétné jde o zpravy
2<3,3<4,...,98 <99, kde zprava ¢ < j znamena, ze ukaze na kartu s ¢ a fekne,
Ze ji porazi karta j.

Kdyby Pavel chtél dat téchto 97 zprav, potifeboval by na posledni tfi zpravy
ukézat kde je 1 a 100. Pokud d& zpréavy a < b, b < c a ¢ < a, pak je jasné, ze mezi
a,b,cje 1 al00. Zaroven 1 porazi pravé jednu kartu a 100 je porazena pravé jednou
kartou, takze pokud zvoli 2 < ¢ < 99, tak mezi difive zminénymi 97 zpravami uz dal
informaci o tom, Ze ¢ porazilo a bylo porazeno jinou kartou, nez a,b. Pak je jasné,
ze c neni 1 ani 100 a musi byt a = 100 a b = 1.

Spojeni téchto tvah nam dava konstrukci na tyto zpravy, takze jsme hotovi. [

Uloha 2. Pro kladnd redind a,b, ¢ takovd, Ze abc = 1, dokazte
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Reseni. S vyuzitim podminky abc = 1 a CS zlomkobijce odhadneme levou stranu
takto:
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kde (CS) zna¢i pouziti CS zlomkobijce.

7 nerovnosti mezi harmonickym a geometrickym primérem plati
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a mame hotovo.
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Uloha 3. Je ddn trojihelnik ABC. Necht D je bod, ve kterém se kruZnice vepsand
ANABC dotkne usecky BC. Stredy kruznic vepsangch trojuhelnikim ABD o ADC
nazveme postupné Jp a Je.

Dokazte Ze stied kruznice opsané NAJyJ. leZi na ose uhlu ZLBAC

Reseni. Nejprve si viimneme, ze body dotyku kruznice vepsané déli strany troji-
helnika na Sest tisecek, které jsou po dvou stejné dlouhé, proto

|AB| + |CD| = |AC| + |BD.

Bod dotyku kruznice se stiedem J, a J. a tseckou AD nazveme postupné X a Y.
Pak mtzeme vyuzit steny argument jako difive a psat nasledujici rovnosti:

A

|AC| + |DY| = |DC| + |AY |,

|BD| + |AX| =|AB|+ |DX|.
Po souctu a aprave:

|DY |+ |AX| = |AY| + |DX]|.

7 toho usoudime, ze X =Y a kolmice z J, a J. na AD protnou AD ve stejném
bodé, takze JyJ. je kolmé na AD a pfimka AD je tedy vyska AAJyJ.. Stfed kruZnice
opsané AAJyJ. nazveme O. Vime, Ze opsi§té a kolmisté jsou isogonalni kamaradi,
proto ZDAJ. = £LJ,AO, pak

1
/LBAO = LBAJy + £LJyAO = LBAJy+ £LDAJ, = §ABAC,

tedy O lezi na ose ihlu Z/BAC. O



