Uloha 1. Afn € N, ddle méjme celd ¢isla ay,aq, ..., a, splnujici ar+as+---+a, =
1. Na stole na sobé lezi dva soustredné kruhy. Na obvodu mensiho jsou postupné
po sméru hodinovych rucicek v pravidelnych intervalech napsand cisla 1,2, ..., n,
na obvodu vétstho jsou maopak napsand cisla ai,ae,...,a,. Kruhy lze proti sobée
natocit do n riznych poloh — v kazdé poloze jsou c¢isla na jejich obvodech sparovand
do dvojic. Pro danou polohu kruhu vZdy vyndsobme tyto licujici dvojice a vSech n
soucint sectéme. Dokazte, pro kazdé dvé ruzné polohy obdrzime riznd cisla.
Reseni. Ukazeme, ze vznikla &isla ddvaji riizné zbytky. Buno af jsou nejprve proti
sobé dvojicky ¢isel i, a;, jejich vyndsobenim a sec¢tenim vysledki mame » ;" i - a;.
Pokud kruhy oto¢ime o k pozic, modulo n dostavame vysledek > 7" (i + k) - a;.
Rozdil vysledku je proto (modulo n) roven

n n n n

Z(i—i—k)-ai—Zi-aiEZhaiEk-ZaiEk (mod n)

i=1 i=1 i=1 i=1
ze zadani. Pro rtiznéd natoceni 0 < k < n — 1 proto nutné dostdvame rizné zbytky

modulo n, ziskana ¢isla tedy musi byt po dvou rtzna.
O

Uloha 2. Jsou ddna tii riznd nenulovd redlnd ¢isla a,b, c spliujici

1 1 1
a+—-=b+-=c+ —.
b c a

Soucin abe je navic v absolutni hodnoté riuzny od 1. Dokazte, Ze a = b = c.

Reseni. Ekvivalentni tipravou prvni rovnosti dostavame
b—c
be
Cyklickym pfejmenovanim proménnych mame dalsi dvé takové rovnosti. Pro spor

at se néktera dvé ¢isla nerovnaji, biino a # b. Potom vyuzitim tii ziskanych rovnosti
dostavame

a—b=

_b_b—c_c—a_ a—>b
“ "~ be  be-ca be-ca-ab

Vydélenim nenulovym a — b a tpravou dostavame (abc)? = 1, coz je ve sporu s
labe| # 1 ze zadéni.
O



Uloha 3. Cislo 0 < a < 1 wvznikne tak, Ze za jeho desetinnou cdrku napiseme
desitkové zdapisy cisel n! pro vsechna n € N v ndmi zvoleném potadi (a kaZdé z nich
pouZijeme pravé jednou). MuzZe byt a raciondlni?

Reseni. Nemtize. Pokud by a bylo racionalni, musel by se jeho desetinny zapis od
néjakého mista periodicky opakovat. Pfedpokladejme tedy, ze by od néjakého mista
mél periodu délky k € N. Protoze desitkové zapisy pouzivanych c¢isel vzdy zacinaji
nenulovou cifrou, tato perioda nemuze obsahovat samé nuly. Z ¢isel tvaru m! pro
m > 10F je vSak v pfedperiodé pouzito pouze koneéné mnoho, nékteré z nich se
tedy musi vyskytovat v periodické ¢asti zapisu a. To ale neni mozné, nebot vSechna
takova Cisla obsahuji tsek alespon k& nul. O

Uloha 4. V nékterém policku ¢tvercového bitevniho pole 101 x 101 stoji tank. Letadlo
tank nevidi, ale miZe vZdy vystrelit na jedno libovolné policko. Pokud je tank zasaZen,
prejede na policko sousedici stranou s tim vychozim, v opacném pripadé zustdvd
na miste. Tank bude znicen, jakmile ho letadlo zasdhne alespori dvakrdat. Kolikrat
nejméné must letadlo vystrelit, aby tank urcité znicilo?

Reseni. Letadlo znic¢i tank praveé tehdy, kdyz splni nasledujici podminky
) vystieli do kazdého policka alespon jednou,

(1
(2) pokud vystFelilo do policka A a pfitom do nékterého sousediciho policka jesté
nikdy nevystrelilo, musi do A nékdy vystielit znovu.

Pokud by letadlo jednu z téchto podminek nesplnilo, tak by ziejmym zptisobem
mohl pfezit, splnéni podminky (1) pfitom zaruc¢uje prvni trefeni tanku a splnéni
podminky (2) zarucuje druhou trefu.

Hledejme tedy optiméalni strategii letadla. Policka, do kterych vystreli pouze
jednou obarvéme ¢erné (jejich pocet ozna¢me c), ostatni obarvéme bile (jejich pocet
oznaé¢me b = 1012 — ¢). Diky podmince (2) zadna dvé ¢ernd policka nesmi sousedit.
Navic bano muzeme predpokladat, ze letadlo nejprve vystreli na vsechna bila policka,
poté na vSechna ¢erné a pak znovu na vSechna bila (pokud zadné dvé ¢erné policka
nesousedi, je to fungujici strategie, kterd pro dané obarveni policek spotiebovava
minimalni pocet stiel). Celkovy pocet stiel je potom roven ¢ + 2b = 2-101% — c.

Dle predchoziho tedy sta¢i maximalizovat ¢, tj. urcit, kolik nejvyse policek Sa-
chovnice 1ze obarvit ¢erné, aniz by se nékterd dvé cernd policka dotykala stranou.
Oc¢ividnou odpovédi je Sachovnicové obarveni s ¢ernymi policky v rozich, které dava
%ZH ¢ernych poli¢ek. Jeho optimalitu snadno dokézeme indukci pies licha n popi-
sujici velikost strany Sachovnice: pro Sachovnici 1 x 1 méa optimalni obarveni LQH =1
cerné policko. Predpokladejme, Ze pro Sachovnici n X n ma optimélni obarveni "2; 1
¢ernych policek. Sachovnice (n+2) x (n+2) obsahuje navic pouze oblast, kterou lze

pokryt n+1 ¢tverci 2 x 2, v kazdém takovém ¢tverci 2 x 2 ale miiZze byt nejvyse jedno
(n+2)%+1
2

v /’ 9% v 7 7 . /v 2
¢erné policko, coz celkem dava nejvyse "T‘H +n+1=
jsme chtéli.

. P 2 . (s “

Celkem jsme tedy dokazali, ze ¢ > % a rovnost skutecné nastéva pro sachov-

101241 _ 3-101%2—1
2 2

¢ernych policek, jak

stiel.

nicové obarveni, letadlo tedy potiebuje 2 - 1012 —
O

Uloha 5. Stred krusnice wo lei na krusnici wy. Ddle X lezi na kruznici w, a vné
kruznice ws. Dva body P, Q jsou zvoleny na wo tak, aby X P a XQ byly tecny k wo



z bodu X. Primky XP a XQ se podruhé protinaji krunici wy po 7adé v bodech R a
S. Dokazte, Ze primka PQ puli usecku RS.

Reseni. St¥ed kruZnice wy oznac¢me Y. KruZnice wi je opsana trojuhelniku X RS.
Protoze jsou primky XR a X(@Q tecny kruznice ws, lezi jeji stfed Y na ose thlu
<RXS. Bod Y je proto Svrékiv bod trojuhelniku X RS viici vrcholu X. Kolmice
z Y na RS tedy prochazi stftedem M tsecky RS. Body P, () jsou ale ze zadani po
fadé paty kolmic z T'na XR a X S. Body P, M, (Q potom lezi na Simsonové pfimce
odpovidajici bodu D a trojihelniku X RS, ¢imz jsme hotovi. O



