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ResSeni 1. série

Uloha G1. Bud ABC pravouhly trojihelnik s pravym tihlem u A. Oznaéme stied strany BC jako M. Na
strané AC najdeme bod D takovy, ze |AM| = |AD|. Kruznice opsané trojuhelnikim AMC a BDC se
podruhé protnou v bodé P. Ukazte, ze pfimka C'P puli thel ACB.

Reseni. Ctytthelnik BPDC je tétivovy, a proto ZPDA = ZPBM. Ctyithelnik APMC je tétivovy,
a proto ZBMP = ZPAD. Celkové tedy plati, ze trojuhelniky APD a M PB jsou si podobné. Navic
trojuhelnik ABC' je pravouhly, tudiz stfed M prepony BC' je zaroven opsisté, a proto BM = AM =
AD. Z toho vidime, ze trojuhelniky APD a M PB jsou dokonce i shodné, coz nam dava PD = BP.
Uhly BCP a ACP piislusi tedy stejnym tétivam kruznice opsané &étyfthelniku BPDC, a proto se
jedné o stejny thel a dikaz je hotov.

Pozndmky opravujiciho. Uloha byla jednoduché, a proto si s ni skoro vsichni Fesitelé poradili. P¥i-
rozeny zpusob, jak na feSeni pfijit, by mohl byt postupovat zezadu. Predpokladame-li, ze plati zavér,
pak v tétivovych ¢tyrahelnicich BPDC a APMC najdeme stejné dlouhé tétivy. Spolu s rovnosti délek
AD a BM déavaji shodnost trojuhelniki APD a M PB. Na tuto shodnost mizeme ale snadno pfijit
jednoduchym uhlenim, poté staci cely postup obratit. (Anh Dung ,Tonda“ Le)

Uloha Al. Marian na tabuli napsal ¢isla 1000, 1001, ..., 2999. Posléze opakoval nasledujici kroky: vybral si
dvé c¢isla, kterd jsou na tabuli napsand, obé smazal a misto nich napsal polovinu toho mensiho. Toto opakoval
tak dlouho, az na tabuli zbylo jen jedno c¢islo. Ukazte, Ze toto ¢islo je mensi nez 1.
Reseni. Necht V znac¢i hodnotu souc¢tu pievracenych é&isel na tabuli. Nejd¥ive ukdzeme, Ze po kazdém
kroku se hodnota V nezmensi. Vybere-li Marian c¢isla z a y, kde = > vy, tak misto nich na tabuli
napise % Tedy v souctu prevracenych hodnot nahradime % + % zlomkem % A protoze x > y, tak
% + % < % Tedy V' se nezmens§i.

Dale ukazeme, ze pocatecni hodnota V' je vétsi nez 1. Z nerovnosti mezi aritmetickym a harmonic-

kym pramérem pro 2000 ¢isel 1000, 1001, . . ., 2999 plati ﬁJrﬁJr- . '+291W > m =
20002 _ 4000 y g
2000:3999° ~ 3999 :

Protoze na zacatku je V vétsi nez jedna a po kazdém kroku se bud hodnota V nezméni nebo
zvétsi, tak na konci bude porad vétsi nez jedna. Tedy prevracenad hodnota posledni ¢isla na tabuli je
vétsi nez jedna, tedy toto ¢islo je mensi nez jedna.
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Poznamky opravujictho. Spravnych feseni doslo mnoho, ale pouze dvé se podobala vzorovému.
Hlavni myslenkou bylo uvédomit si, ze u uloh, kde se provadi néjaké kroky, se ¢asto hodi najit néjaky
vhodny invariant nebo monovariant a po jeho nalezeni slo jiz jednoduse riznymi nerovnostmi dokazat,
ze na zacatku je V vétsi nez 1. (Pavel Turek a Vasek Voracek)

Uloha Cl. V PraSestianu lezi n + 1 mést oéislovanych ¢isly 1 az n + 1 (kazdé jinym). Tato zemé mé&
propracovany systém obousmérnych leteckych linek, ve kterém plati, ze mezi kazdymi dvéma mésty se da
dostat pravé jednim zpisobem (bez toho, abychom po letu z X do Y nastoupili na let z Y do X ). V sousedni
1KSii se nachézi 2" mést kédovanych ¢isly 0 az 2" — 1 (kazdé jinym). Vlada iKSie se snazi zfidit sviij vlastni
systém obousmeérnych leteckych linek. Protoze PraSestansky systém zjevné funguje, rozhodla se jim iKSijska
vlada inspirovat. Najala tedy nékolik aerolinek tak, aby platilo:
e Mezi kazdymi dvéma mésty existuje nanejvys jeden (obousmérny) piimy let. Specidlné tedy dvé ruzné
aerolinky nespojuji pfimym letem stejnou dvojici mést.

e Aby dvojice mést mohla byt spojena primym letem, musi se kédy téchto mést napsané v ciselné
soustavé o zakladu 2 pomoci n cifer (s moznymi nulami na zac¢dtku) lisit pravé v jedné ciffe.

e Libovolnd aerolinka A operuje v pravé n + 1 méstech. Navic se téchto n + 1 mést musi dat oznadit
¢isly 1 az n + 1 tak, Ze mésta s ¢isly a a b jsou spojena primym letem zfizovanym aerolinkou A pravé
tehdy, pokud jsou v PraSestanu mésta s ¢isly a a b spojena primym letem.

Poradte iKSijské vlddé, kolik nejvice aerolinek je za splnéni téchto pravidel urcité schopna najmout,
nezavisle na rozdéleni leti v PraSestanu.

Neopohadkovana verze: Méjme strom S na n+ 1 vrcholech. Kolika nejvice stromy izomorfnimi s S jsme urcité
schopni polepit hrany n-dimenzionalni hyperkrychle tak, aby Zzddné dva nesdilely hranu (pficemz mohou sdilet
vrcholy)?

Reseni. Ukazeme, 7e maximalni pocet takovych stromi je 2" ~!. Hyperkrychle ma n2"~! hran (z
kazdého z 2™ vrchol vede n hran, protoze mtZeme zménit pravé jednu soufadnici, a kazdou hranu
zapocéitame pro dva vrcholy). Strom o n + 1 vrcholech zabere n hran, takZe vice nez 2"~ stromu, tak
aby se zaddné dva nepiekryvaly hranou, na hyperkrychli umistit jisté nemtzeme.

Staci nam jiz jen ukéazat, Ze kopiemi libovolného stromu dokazeme celou hyperkrychli pokryt.
Obarvéme si nejdiive v kazdé hyperkrychli vrcholy, které maji sudy soucet soufadnic (souradnice
bereme rovny nule nebo jedné), bile a zbylé cerné. Kazdd hrana poté vede mezi bilym a ¢ernym
vrcholem, nebot zménou pravé jedné souradnice jisté zménime soucet ze sudého na lichy nebo naopak.
Ukazeme indukci, Ze libovolny strom s n 4 1 vrcholy umime naskladat v 2"~ kopiich na n-rozmérnou
hyperkrychli tak, aby zadné dva stromy nesdilely hranu, a navic aby navzajem si odpovidajici vrcholy
v ruznych kopiich stromu mély vzdy stejnou barvu a kazdému vrcholu této barvy v hyperkrychli
odpovidal tento vrchol pravé v jedné kopie stromu.

Pro n = 1 mame pouze dva vrcholy spojené hranou (jeden bily a jeden ¢erny), kazdy strom na
dvou vrcholech vypada stejné (a to piesné takto), takze jim muZeme hyperkrychli pokryt.

Predpokladejme nyni, ze mame dokézané tvrzeni pro n > 1 a libovolny strom na n+ 1 vrcholech a
dokazme ho pro n+1 a libovolny strom na n + 2 vrcholech. Zvolme libovolny strom S s n + 2 vrcholy.
Tento strom bude mit jisté néjaky list I, ktery kdyz spoleéné s hranou odebereme, tak dostaneme
strom Sp s n + 1 vrcholy, ktery podle indukéniho pfedpokladu umime naskladat ve 2n~1 kopiich
na n-rozmérnou hyperkrychli tak, aby sedély barvy vrcholi. Spojme nyni dvé takové hyperkrychle v
jednu n 4 1-rozmérnou hyperkrychli tak, ze ke vSech vrcholim jedné z nich pfiddme n + 1 soufadnici
rovnou nule a ke vSem vrcholim druhé z nich rovnou jedné. Pokud ale u té prvni pfejmenujeme
vSechny jednicky z prvni slozky na nuly a naopak (to muzeme udélat, protoze hranu mame v nami
definovaném grafu pravé tehdy, kdyz se vrcholy 1isi v pravé jedné slozce — coz nezéavisi na tom, zda je
tam nula nebo jednicka), pak u prvni hyperkrychle se parita soué¢tu souradnic nezméni, u druhé diky
piejmenovani prvni slozky také ne.

Pro kazdy vrchol v € Sy jsou jeho obrazy v kopiich Sy v obou hyperkrychlich obarvené stejnou
barvou, a navic mame jednozna¢né bijektivné pospojované vsechny vrcholy této barvy v n+1-rozmérné
hyperkrychli a vSechny kopie stromu. Speciadlné toto plati pro vrchol sousedici s listem [ v S. Mezi
dvéma uvazovanymi hyperkrychlemi vede 2" hran — vzdy mezi jednim bilym a jednim éernym vrcholem
v té druhé (pficemz z kazdého vrcholu vede pravé jedna hrana). Pro kazdy bily vrchol tedy muzeme
doplnit strom Sp k nému pfislusejici touto hranou a udélat z néj kopii stromu S. List [ se potom zobrazi
na prislusejici éerny vrchol — tedy znovu dostaneme bijekci mezi vrcholy jedné barvy v hyperkrychli
(tentokrat mezi éernymi) a listy [ v jednotlivych kopiich.

Takto jsme pokryli n + 1-rozmérnou hyperkrychli pomoci 2" kopii stromu S. A v nasich ivahach
jsme zduvodnili, ze i druhy pfedpoklad, ktery jsme v indukci pouzili, ziistal zachovan. Takze jsme
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indukéni krok dokonéili a ukazali, Ze n-rozmérnou hyperkrychli mizeme pokryt alespon 2"~ ! kopiemi
libovolného stromu na n + 1 vrcholech. A diky opac¢né nerovnosti dokdzané na zacatku vidime, ze toto
je 1 maximalni pocet.

Poznamky opravujiciho. Vzorové feseni je napsané pouze pro neopohddkovanou verzi. Doufame, ze
je takto prehlednéjsi. Pro preklad do druhé verze staci védét, ze grafy definované v zadani se nazyvaji
wstrom“ a  hyperkrychle®.

Ulohu bohuzel neodevzdalo moc lidi, asi odradila svym dlouhym a slozité znéjicim zadanim. Nijak
extrémné tézka ale neni. Triviadlni indukce sice nefunguje, ale po chvilce hrani se da pfijit na to, ze
bychom chtéli néjak odlisit sousedici vrcholy. Poté, co obarvime vrcholy dvéma barvami uz mame
skoro hotovo. (Filip Bialas)

Uloha N1. Ukazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo t existuje prirozené ¢islo n > 1 nesoudélné s t takové, ze

74dné z ¢isel n + t, n? + t, n® + t, ... neni mocnina piirozeného ¢&isla (s exponentem vyssim nez jedna).

oy
®

Seni. Necht p je prvoéislo délici t + 1 a « je takové &islo, ze p® | t + 1, ale p®T! t ¢ + 1. Ukazeme,
en = (t(t +1)2 + 1) vyhovuje.
Zaprvé si poviimnéme, ze (t + 1) = 0 (mod p®T1), takie n = 1 (mod p“*1!), tedy pro libovolné
Ejen®+t=t+1 (mod pa+1)‘ Proto p® | n* 4+ t, ale pot?t t n® + t, takze pokud je n* +t = m?,
pak 8| c.

Protoze n = (t(t +1)> +1)* a B | @, je h = ¥/n* celé éislo. Povéimnéme si, ze z binomické véty
proB>1je(h+1)? —h? >Bh+1>t{t+1)2+2>t tedy (h+1)? >n* +t > h? takie n® +1¢
nemuze byt mocnina s exponentem vétsim nez 1, protoze lezi mezi dvéma za sebou jdoucimi takovymi
mocninami.

N¢

Poznamky opravujiciho. Nékolik feseni se spravnym postupem se seslo. A jak se na to dalo pfijit?
Slovy Danila Kozevnikova:

»Tak jakoze jak umim rozumné fict, Ze néco neni mocnina?“

,»Obvykle se to déla tak, ze feknes, ze je to nakym prvocislem délitelny jenom jednou, ale to tady
néjak nefunguje.*

»Jo, to jsem ze zacatku taky zkousel, pak se to trosku zobecni na to, ze ti stac¢i, aby to bylo
rozepsatelné na soucin dvou nesoudélnych véci, z nichz jedno neni mocnina. Takze by bylo fajn, kdyby
néco, co neni mocnina, délilo vSechny ¢leny posloupnosti. (Ono se ukéze, Ze ani tohle samo o sobé
spi§ nestaci, ale to je jedno :D) No a kdyz na to ¢lovék jde z opaéné strany, tak o kterych ¢&islech
umis pro kazdé t fict, Ze jsou nesoudélna s t? Tak cokoliv z aritmetické posloupnosti kt 4+ 1. Tak to,
ze by fungovalo néjaké konstantni k£ pro vSechna t, by byla fakt megahaluz, takZze to ani nebudu moc
zkousSet, tak tfeba zkusit tipnout néjakou zavislost k£ na t. Tak nejjednodussi by bylo, kdyby to bylo
linedrni. Tak chvili zkousim linearni funkce a jako jednu z prvnich si tipnu ¢ 4+ 1. Pro kterou tak néjak
vyjde, ze jsou vSechny ty ¢leny délitelné ¢ + 1, coz je cool a néjak to zpétné poukazuje na ten prvni
napad. Ale néjak uplné nefunguje to, ze by druha zavorka byla nutné nesoudélna s ¢t + 1, kdyz ¢lovék
vidi, jak vypada ten druhy ¢initel, tak by né&jak stacilo roznasobit to jesté jednou t 4+ 1, abys néjak
dobfe umaél Fict tu nesoudélnost. Takze vyzkousis ¢t(t+ 1)2 + 1 a ono to vyjde, kdyz t+ 1 neni mocnina.
No a ted mas v podstaté obecné zptisob, jak udélat, abys kazdy ten ¢len umél rozlozit na linearni ¢len
krat néco, co s nim neni soudélné, takze ti vlastné to, jakd mocnina je ten linearni ¢len, omezi to,
jakd mocnina muze byt ten soucin. Takze ty vis, ze tieba kdyby néjaky ¢len té posloupnosti byl n-ta
mocnina, tak n déli Sestku. Takze by bylo dost dobry, kdybys tieba nebral vSechny ¢leny s n', ale
tfeba akorat cleny n67,', potom je to prosté vSechno néjak hrozné blizko 2.,3. i 6. mocnin a nemuze to
fungovat. No a to se udéla prosté tak, ze ten kubicky polynom, ktery fungoval pro nemocniny, umocnis
na néco spravného.« (Rado Svarc)



