Uloha 1. Je dany polynom p(x) = x* + ax>® + ba? + cx. Vieme, Ze rovnice p(x) = 1,
p(x) = 2 maji obe 4 rézne redlne korene. Dokdzte, Ze ak korene prvej rovnice spliiaji
T + 29 = x3 + 24 (v nejakom poradi), tak korene druhej rovnice spliiaji ti isti
rovnost.

Regeni. Oznacme s = (z1+22)/2 = (v3+14)/2. Potom 71 = s—a, x9 = s+a, x3 =
s—b, x4 = s+b pre vhodné a, b. Vieme, ze x1, x2, x3, x4 s korene polynému p(z)—1,
takze

px)—1l=(x—s+a)(z—s—a)(x—s+b)(z—s—D),
ple)—2=(x—s+a)(z—s—a)(r—s+b)(x—s—b)—1.

Dosadenim vidime, Ze ak s+ c¢ je koren polynému p(x) — 2 tak aj s — ¢ je koren. Nech
treti koren je s + d, d # +c¢, potom aj s — d je koren, rozny od predchadzajucich.
Takze vetky korene rovnice p(x) = 2 st s + ¢, s — ¢, s + d, s — d, ktoré splhajt
pozadovani rovnost.
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Uloha 2. Akos chce vytvorit nekonecni postupnost prirodzenych cisel ai,as, .. ..
UZ md prvjch k clenov aq,...,ar. Dalsie cleny priddva tak, Ze a, je najmensie
prirodzené ¢islo, ktoré sa nedd zapisat ako sucet niekolkych (aspon jedného) clenov,
ktoré sa uZ v postupnosti vyskytli. Dokdzte, Ze pre vietky dostatocne velké ' n plati
Un+1 = 205

Reseni. Pomocou prvych n — 1 ¢lenov vieme dostat vsetky sacty 1,2,...a, — 1,
takze pomocou prvych n ¢lenov vieme dostat aj sucty an,an, +1,...,a, + (ay — 1)
tak, ze k ¢lenu a,, pripoc¢itame predchadzajtuce sucty. Preto a,4+1 > 2a,. Oznacéme
Sp = a1+ -+ an, ¢o je najvicsie ¢islo, ktoré vieme dostat pomocou prvych n éisel.
Pozrime sa na rozdiel r,, = S, — an41:

Tn = Sn — Qp+1 < Sn — 2a, = Sn—l — Qp = Tp—1- (1)

Rozdiel r, sa so stipajicim n-kom zmensuje. Tento rozdiel predstavuje Najvicsi
dosiahnutelny sicet minus Najmensi nedosiahnutelny sucet, takze r, > —1. Ide o
celé dislo, takze len konecne vela krat sa moze zmensSit, od nejakého ¢lena bude platit
rn + 1 = 1y, takZe nastane rovnost v (1), teda a,+1 = 2a,
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!Formélne povedané, dokazte, Ze existuje také N, ze pre vietky n > N plati ani1 = 2an.



Uloha 3. Dokdzte, Ze rovnica 3y> = x* +x nemd riesenie v kladnijch celyjch cislach.

Resend. Upravme rovnicu na 3y? = x(23 +1). Cisla z a 23 + 1 st nestdelitelné a ich
sucin je trojnasobok Stvorca. Z toho vyplyva, Ze jedno z nich je Stvorec a druhé je
trojnasobkom Stvorca.

Ak x = s? a 23+ 1 =3t tak = s> = 0 alebo 1 (mod 3) a zarovenr x = 2° =
3t2 —1=2 (mod 3), ¢o je spor.

Ostéva pripad = = 35 a 22 + 1 = t?. Teraz mozeme vdaka Mihailescovej vete
vidiet, ze by muselo platit = 2,¢ = 3, ¢o je v spore s z = 3s% a tym je to dokazané.
Elementarnejsi pristup je rozlozit to dalej na sti¢in 3y? = z(z+1)(z? — 2z +1). Kedze
3| @, tak z + 1 nie je delitelné 3 a z toho vidno, ze zatvorky (z+1) a (22 —x+1) st
nestdelitelné, ¢ize obe st tvorce. Vimnime si (z—1)? = 22 —2z+1 < 22 —2+1 < 22.
Vyraz (v? — x + 1) sa nachddza medzi dvomi po sebe idticimi §tvorcami a sdim m4
byt stvorec. To sa stane len ked 22 — 2 + 1 = 22, teda len pre z = 1, ¢o je spor s
3| . Rovnica nema riesenie.
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Uloha 4. Mdme ostrouhly trojuholnik ABC s opisanou kruznicou k. Nech M, N
st stredy kratsich oblikov AB, AC. Na priamke BC lezia body P, B, C, (Q v tomto
poradi tak, Ze AB = BP a AC = CQ. Dokazte, Ze priamky PM a QN sa pretinajd

na kruznici k.

Reseni. Nech sa PM a QN pretinaji v bode R. Predpokladajme nazaciatku, to ¢o
chceme dokazaf, teda Ze R lezi na kruznici k, aby sme vedeli povedat ¢o najviac
o nasej tulohe. Potom, |[<PRQ| = |[<MAN| = |<MAB| + |<BAC| + |[<CAN| =
|<MCB|+ |<BAC| + |<NBC|=7/24 a+ /2 =90° + /2. Trojuholnik PAB je
rovnoramenny, takze |[<PAB| = |<ABC|/2 = /2, podobne |[<QAC| = v/2, takze
|<PAQ| = /2 + a+v/2=90°+ a/2 = |[<PRQ)|. Vidime, ze PARQ je tetivovy.
Zacénime odznova, ale definujme si bod R ako priesecnik kruZnice k a kruZnice
opisanej PAQ. Chceme dokazat, ze PM a QN prechadzaji cez R. Spocitajme uhol
|<PRA| = |[<PQA| = |[<CQA| = v/2 a uhol |[<MRA| = |[<MCA| = ~v/2. Kedze
|<ARM| = |<ARP)|, tak body P, M, R lezia na priamke, rovnako @, N, R lezia na
priamke.
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Uloha 5. Dokdzte, Ze ¢isla 1,2,...,2020 sa daji zafarbit, kazdé namodro alebo
nacerveno tak, Ze kazdd 18-clennd aritmetickd postupnost vytvorend z tiychto cisel
obsahuje aj cerven€ aj modré cislo.

Resend. Spocitajme pocet vietkych 18-¢lennych rasticich aritmetickych postupnosti
vytvorenych z ¢isel 1,2, ...,2020. Aritmetickd postupnost, ktorda ma diferenciu d je
jednoznacne urcené prvym ¢lenom a;. Pre posledny ¢len musi platit a1g = a1 +17d <
2020, ¢ize 1 < ap < 2020—17d. Pocet postupnosti s diferenciou d je Ay = 2020—17d,
lebo méame tolko moznosti pre volbu prvého ¢lena.

118 118 118 - 119
A=A+ +Aps = ZAd = Z2020—17d = 118:2020—17- —_—— = 119003.

d=1 d=1



Pozrime sa, ¢o by sa stalo, ak by kazdé z 22920 ofarbeni nagich ¢&isel obsahovalo
jednofarebnii 18-¢lenni aritmetick postupnost. Zistime v kolkych ofarbeniach sa
jedna konkrétna aritmeticka postupnost vyskyje ako jednofarebnd. Mame 2 moznosti
na farbu tejto postupnosti a 22°92 moznosti na farby zvysnych 2020 — 18 = 2002
isel. Mame A postupnosti a kazda z nich sa vyskytuje v 22003 ofarbeniach ako
jednofarebna, ¢ize spolu moze byt najviac 220034 = 22003119003 < 22020 ofarbeni,
ktoré obsahuji jednofarebnil postupnost, takze urcite existuje nejaké ofarbenie, ktoré
neobsahuje ziadnu jednofarebnti 18-¢lennti aritmetickt postupnost.
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