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p-valuace
Kuba Svoboda

Abstrakt. Pifi dokazovani délitelnosti, ale i tfeba rovnosti se nam hodi védét,
jak moc jedno ¢islo déli to druhé. K urceni tohoto nam slouzi p-valuace ¢isla.
Na prednéasce se podivame na nékteré véty a tvrzeni, které nam pocitani s p-
valuacemi usnadnuji.

Definice. v,(n) =k < p* || n, neboli p* | n a zaroveni p*** ¢ n.
Tvrzeni. Pro pfipomenuti si rozmyslete:

vp(a £ b) > min{v,(a),vy(b)}, a za predpokladu v,(a) # v, (b) nastava rovnost,
vp(a - b) = vp(a) + vp(b),

jestlize a | b, potom pro kazdé p plati v,(a) < v,(b),

vp(ged(ar, az, as, ... ay)) = min{v,(a1), vp(az), ..., vp(an)},

vp(lem(ar, az, as, . .. ap)) = max{v,(a1),vp(az),...,vp(an)}.

Lemma. Mé&jme z, y cela éisla a n kladné ¢islo a prvoéislo p takové, ze ged(n,p) = 1
ap|lz—yapty, pta. Potom

oyl = y™) = v(a — ).
Vezmeme-li navic n liché (a pro zménu p | x + y), tak miZzeme Fict

vp(a2™ +y") = vp(x + y).

Pro jistotu. Pro libovolné n € N
2" =y = (z—y) (" " Py oy,

Pro liché n

a" "t = (y) (@ -2 Ty YT,

Lemma (Lifting the exponent). Necht jsou x a y celd ¢isla a p > 2 prvocislo
takové, ze p | x — y a zdroveil pfx a p{y, potom

vp(z” —y") = vp(z — y) + vp(n).
Vezmeme-li navic n liché (a pro zménu p | x + y), tak mizeme Fict
up(z” +y") = vp(z +y) + vp(n).
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Lemma (Co s dvojkou?). Necht x,y jsou lich4 ¢isla takové, ze 4 | . —y an
pfirozené, potom

va(z" = y") = va(x — y) + va(n).
Pokud je n sudé a 2 | z — y, potom

va(z"” —y") = va(x — y) + va(z + y) + va2(n) — 1.

Tvrzeni (Legendrova formule).

Véta (Legrange). Necht p je prvocislo a
_ .k k—1
n=ayp" + aip +...+tag1p+ag
je zapis n v soustavé o zakladu p. Potom plati

n—(ag+ay+...ak_1 +ax)
vp(n!) = - .

Véta (Kummer). U binomického koeficientu (:;) je p-adicka valuace rovna poctu
prenosi do vyssiho fadu pii provadéni séitani ¢isel n — m a m zapsanych v soustavé
o zakladu p.

Véta. Necht p je prvocislo, potom pocet binomomickyjch koeficientt (g), (71’), ey (2),
které jsou délitelné p je

n+1l—(ng+1)(n1+1)...(n.+1),

kde ng,n1, ... znaci rozvoj n zapsany v soustavé o zakladu p.
Super véc.
n—1
vy(n!) < .
plnl) < L? - 1J

Cviceni.

Dokaz 2™ n! a obecné pro prvocislo p, p™ 1 ((p — 1)n)!.

Najdi vSechna n € N takové, ze 2"~ 1 | nl.

Dokaz, ze existuje nekonecné m € N takovych, ze m — va(m!) = 2015.
Dokaz, ze (27?) je nasobek n + 1.

Najdi vSechna n > 1, pro které (27?) je sudé, ale nedélitelné 4.
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e Dokaz, Ze pocet lichych ¢isel v pascalové trojuhelniku je v kazdém fadku moc-
nina dvou.
e Najdi vSechna ¢isla n, pro ktera n! konc¢i presné na 2015 nul.

Uloha 1. Dokaz, ze kdyz jsou a,n p¥irozena a p je liché prvoéislo takové, ze a? = 1
(mod p"), potom a =1 (mod p"~1) (Unesco competition)

Uloha 2. Necht P, = (19 +92)(19% + 922) ... (19" + 92"). Rozhodni jestli existuje
takové m, ze P, je délitelné 3333.

a®—b
a—b °

Uloha 3. Pro piirozena ¢isla a, b, ¢ dokaz, ze kdyz c | a® — b¢, potom c |

Uloha 4. Pro kazdé piirozené n dokaz identitu

(n—!—l)lcm((g),(?),...,(Z)) =lem(1,2,3,...,n+1)

(2m)!(2n)!

Uloha 5. Doka# pro viechna nezépornd n,m, e ¢islo —mim=t)
[ n!m!(m+n)!

je celé.
(stara IMO)

Uloha 6. Dokaz, e existuje konstanta ¢ takové, ze kdy# pro p¥irozend a, b, n plati
alb! | n!, potom a +b < n+ c-logn. (Paul Erdos)

Uloha 7. Pro p prvoéislo a n pfirozené dokaz, ze soudin
2n—1 .
1 p2i
i — )|
= (e-v(%)))
p i=1;2f: p
je celé cislo, které neni délitelné p.
Uloha 8. Dokaz, Ze pro pfirozené a, b, ¢, d spliujici ab = cd plati
ged(a, ¢) - ged(a,d) = a - ged(a, b, ¢, d).

(Polskd MO)

Uloha 9. Necht p je prvoéislo a a pfirozené, najdi viechna n takova, ze 2P +3P = a”.
(Irska MO)

Uloha 10. Najdi vSechna feSeni rovnice (n — 1)! + 1 = n™ v ptirozenych ¢islech.
Uloha 11. Najdi vechna pfirozena n, ze 2" | 3" — 1.

Uloha 12. Necht n, ¢ jsou piirozena a vsichni délitelé q jsou vétsi nez n. Dokaz, ze
(q—1)-(¢*>=1)-...-(¢"'=1)=0 (mod n!).

(Rumunské vybérovka)



n—1
Uloha 13. Dokaz, ze pro kazdé n plati n! | ] (2" — 2F).
k=0

Uloha 14. Necht p je prvoéislo, najdi vSechna n pfirozend, ze p nedéli ﬁ (D)
(Lucemburska MO)

Uloha 15. Dokaz, Ze pro Zadné n > 1 neplati n | 2771 + 1.

Uloha 16. Najdi viechna a a n takova, ze 4(a™ + 1) je tfeti mocnina.

Uloha 17. Najdi vSechna piirozené n, pro které existuji prirozend z,y takova, ze

ged(z,y) =1, k> 1a3" =aF + ¢~ (Ruska MO)
Uloha 18. Nechf m > 1 a n spliiuje n | @™ —1 pro vSechna a nesoudélné s n. Dokaz,
7e n < 4m(2™ — 1) a najdi v8echny piipady rovnosti. (Rumunské vybérovka)

Uloha 19. Dokaz pro n pfirozené a a, b cela &isla
n!|a(a+0b)(a+2b)...(a+ (n—1)b)b" L
(IMO shortlist)
Uloha 20. Najdi viechna pfirozena n, pro které je £+ celé éislo.

Uloha 21. Existuje takové n piirozené, Ze n ma presné 2000 prvoéiselnych déliteli
an|2™+17? (IMO 2000)
Uloha 22. Necht 0 < a; < ... < a, jsou celd. Najdi nejvétsi m, pro které miizeme
najit ¢isla 0 < by < ... < by, takova, ze splnuji

n

22% :ibk
k=1

k=1

e - T
k=1 k=1

a zaroven

Uloha 23. Dokaz, 7e pro kazdé n > 5 plati, ze n! je délitelny poctem svych délitelt.
(Paul Erdos)
Uloha 24. Najdi v8echna pfirozena feseni pro z, v, z, rovnice £2009 4 32009 — 72,

Uloha 25. DokaZ nebo vyvrat: Jestlize a je kladné vétsi nez 1, pak vy(a9~t—1) =1
pro nekonecné ¢

Uloha 26. mg,my,...,m, a ng,ni,...,n, jsou cifry m respektive n v zapisu v
soustavé o zakladu p. Dokaz

() =11 () e

(Lucas 1878)



Hinty

Hint 1. Pro liché prvodislo umime LTFE docela dobfe... Jo a 1 = 1547,

Hint 2. Cekal jsi, Ze se tady objevi hint... nic tu neni, jsi na to sam... no dobie, udélej 10
klikd a hint se objevi. Mas? Tak tedy: Neni to nic jiného nez pfimocara aplikace LTE.
Hint 3. Rozdél si celou véc na dva pfipady ¢ | a — b a ten druhy...

Hint 4. Vzpomerte si na Kummera a potom si vezmeéte prvocislo, které to déli.

Hint 5. Tak to je snad jasné tedy dost, pfipadné Lagrange.

Hint 6. V pfirozenych ¢islech neni nejprirozenéjsi pfirozeny logaritmus, ale dvojkovy. Co
vyzkouset néco s dvojkou?

Hint 7. Prosté spocitej v, toho cisla.

Hint 8. VSechno si to vem v,. Potom se to rozpadne na pripady, ale to je uz v pohodé.
Hint 9. n=1

Hint 10. No, je zajimavé, ze kazdé p®, které déli n, déli levou stranu presné m krat...
Hint 11. Je to docela pfimocaré, LTE!

Hint 12. Maly fermat, trochu odhadu

Hint 13. Vezmi postupné kazdé p < n, pro néj spocitej v, obou stran.

Hint 14. VyzkousSej pro dvojku a odvod néco.

Hint 15. Rozloz n na prvodisla a divej se na va(p — 1).

Hint 16. a = 1, jediné.

Hint 17. z +y = 3.

Hint 18. Vis co jsou Fermatova ¢isla? 22"

Hint 20. Jak jste si asi v8imli, tak jediné takové n je 3.

Hint 21. Vem si zpoc¢atku hezké ¢islo, které ma jen jednoho prvociselného délitele. Potom
z néj vyrob dalsi s vétsim poctem délitelu.

Hint 22. m < n, necht dokazovani zapoc¢ne!

Hint 23. To nedas, vzdej to, pfesunl se na néco jednodussiho. (tzv. demotiva¢ni hint).
Chceme si néjak dobfe vyjadrit pocet délitelt, co kdybychom to vyzkouseli tak jak nam
fika Lagrange... a pro kazdé prvocislo je to mensi nez néco...

Hint 24. Co kdyz si vSe spocitame ve v7?

Hint 25. Tohle jsem nasel jako otevieny problém, nevim to jisté, jestli to plati, ale nemtzu
to vyvratit.

Hint 26. Pokud jste unaveni z teorie ¢isel, tak zkuste generujici funkce. Pokud ne, tak
1+X)P=14+X? (mod p).



Ulohy o cifrach
Martin ,Vodka“ Vodicka

Abstrakt. Prispevok obsahuje vela tloh, ktoré st o cifernom zépise ¢isla, oby-
Cajne v desiatkovej stistave. Hovori o tom, aké rézne triky sa pri nich daji pou-
zivat a ako treba mysliet.

Zacéneme velmi krasnou definiciou:

Definicia. Pod cifernym (dekadickym) zapisom ¢isla n rozumieme (k+1)-ticu cifier
ag, - - -, ak, pri com plati:

k
> 10%a; =n, a; €{0,1,...,9}, a # 0.
=0

Zapisujeme n = Qj, ... a10g.
Poznamka. V tulohéch ¢asto pod pojmom ¢islo n myslim jeho ciferny zapis.
. . IV . k
Definicia. Ciferny stcet ¢isla n = @y ... aiao je Y, Gi-

Hahaha. Ved to je zname od zdkladnej $koly. Musime si vSak uvedomit, Ze
ciferny zapis ¢isla nemd v podstate ni¢ spoloéné s prirodzenym ¢islom, ked sa na
neho pozrieme s ¢iselnoteoretického hladiska. Skratka nehovori ni¢ o deliteloch, ¢i je
to prvocislo, ¢i je to Stvorec, atd. Par stvislosti tam predsa je tak si nejaké zakladné
veci povieme. Za¢neme asi jedinou vetou, ktora budeme pouzivat a ani ti nie moc.

Veta (Eulerova). a?(™ =1 (mod n), ak (a,n) = 1.

Poznamka. Véiésinou bude stacit ,Dirichletova® cast, t.j., ze taky exponent exis-
tuje. V skutoénosti to ukazuje dva rozne pristupy - kombinatoricky(ze z Dirichleta
exponent existuje) a ¢iselnoteoreticky (Ze vieme cez kongruencie dokézat, ze je to
presne (n)). Niektoré tlohy tu budu aj viac kombinatorické, no niekde kombinato-
rika nebude stadit.

7 pochopitelnych dovodov budeme ttto vetu ¢asto pouzivat tak, Ze jedno z éisel
a,n bude 10 alebo nejaka jeho mocnina.

Uvedomime si, ze z hladiska ciferného zépisu st prvocisla 2 a 5 akési Specialne.
A to preto, ze delia 10. Vieme, Ze poslednych k cifier je len zvySok po deleni 10*.
7 toho vyplyva lahké no pouzitelné

Tvrdenie. Cislo je delitelné 2% (resp. 5*) prave vtedy ked jeho posledné k-éislie je.
A spomenme eSte jedno easy

Tvrdenie. Nech S(n) je ciferny sicet n. Potom S(n) =n (mod 9).
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Obcas sa vyskytuje nie len ciferny zapis prirodzeného ¢isla, ale aj ¢isla racio-
nalneho (iracionédlne oby¢ajne nebyvaji). Tu uz definiciu pisat nebudem, hadam mi
to odpustite :). Zaujimavé su periodické zapisy, teda také v ktorych sa nejaka k-tica
cifier opakuje do nekonecna. Plati toto:

a1a...ag
10k—1 °

Tvrdenie. 0,aias...ara103...a5071 ... =

7 Eulerovej vety vidno, ze kazdé raciondlne ¢islo mé periodicky zapis. A vidime,
7e dlzka periédy suvisi s rddom 10 modulo menovatel. A budeme prekvapeny, ze
periodické zdpisy mozu poméct aj pri tlohdch z celymi ¢islami, ale nechajte sa
prekvapit :)

Hlavny fakt je, Ze tej tedrie az tak vela nie je. Dokonca ob¢as moze pomoct si
spomenut ako sme nasobili a od¢itavali na zakladnej skole. A aby ste nemali pocit,
7e som vam vobec neporadil, tak je tu este jedna vSeobecna

Rada. Ak pri cifernych tlohach neviete, ¢i sa to da alebo nie, obyc¢ajne sa to da.

Zéaklad je vSak rozmyslat spravnym smerom. A aby ste v tom ziskali cvik, tak
si dame

Nieco na rozohriatie

Uloha 1. Zistite, aka dlha (pocet cifier) je neperiodicka ¢ast desatinného zapisu %
v zavislosti od n. (India 2015)

Uloha 2. Nech z; je prirdodzené &islo. Postupnost {z,,},>1 je taka, Ze 2,11 dosta-
neme tak, Ze k x,, pripo¢itame nejaku jeho nenulovi cifru. Dokézte, Ze postupnost
obsahuje nekonec¢ne vela parnych éisel. (India 2005)

Uloha 3. Dokazte, ze existuje prirodzené ¢islo N také, ze z fubovolného &isla a > N
vieme vybrat niekolko cifier za sebou tak, aby vytvorili ¢islo delitelné 2011.
(Kanada 2011)

Uloha 4. Nech m, n st prirodzené ¢isla také, Ze m ma d cifier a d < n. Vypoéitajte
ciferny stucet (10" — 1)m. (Honkong 1994)

Uloha 5. Pre prirodzené &islo a definujme o’ ako &islo, ktoré dostaneme, ked a
precitame odzadu. Nech a; je prirodzené a plati a,, 11 = a,, + al,. Dokdzte, Ze a7 nie
je prvodislo. (Franctzsko 2007)

Uloha 6. Nech a,b st také raciondlne ¢isla, ze dizka periédy v desatinnom zapise

.....

(Rusko 2006)

Uloha 7. Vypoditajte ciferny sacet 9 -99 -9999--- (102" — 1) v zavislosti od n.
(KMS 2013/2014)

Uloha 8. Dokéazte, Ze existuje n-ciferné éislo delitelné 57, ktoré ma vietky cifry
nepéarne. (USAMO 2003)



Uloha 9. Nech p je prvoéislo a m prirodzené. Dokazte, ze existuje éislo n také, ze
v zapise p" sa nachadza blok aspon k za sebou iducih nl. (Japonsko 2001)

Uloha 10. Prirodzené &slo a mézeme zredukovat na prirodzené é&slo b, ak b do-
staneme po vydeleni a jeho cifrou na mieste jednotiek. Najdite vSetky cisla, ktoré
mozno po koneénom poéte redukeii zredukovat na 1. (Mexiko 2004)

Uloha 11. Dokaite, 7e neexistuje také n, ze prva cifra ¢isel (n+k)! je k pre vetky
1<Ek<9. (IMO shortlist 2001)

Uloha 12. Cislo 13...3, s k > 1 ciframi 3, je prvoéislo. Dokézte, ze 6 | k2 — 2k + 3.
(Kazachstan 2012)

Uloha 13. Na&jdite najmensie prirodzené ¢islo ktoré sa da zapisat ako stcet 2002
¢isel s rovnakym cifernym suctom a aj ako sucet 2003 ¢isel s rovnakym cifernym
stétom. (Rusko 2002)

Uloha 14. Najdite vietky dvojice prirodzenych é&isel (m,n) také, Ze

111...1 x 111...1
—_— —_—

m jednotiek  n jednotiek

je palindrém. (Brazilia 2005)

Uloha 15. Dokazte, ze ¢islo (9999 ...99)29% sa d4 dostat z &isla (9999 .. .99)2009
2005 2008

vymazanim niekolkych jeho cifier. (Indonézia TST 2010)

Uloha 16. Ciferny stcet ¢isla N je 100, ciferny stcet ¢isla 5N je 50. Dokazte, Ze
N je pérne. (vyberko 2006)

Tak a teraz isto zvladnete aj toto

Uloha 17.

a) Existuje také prirodzené ¢islo n, Ze na konci ciferného zépisu n! je 2004 a potom
samé cifry 0 a 4?7
b) Existuje také prirodzené ¢islo n, ze na zaciatku ciferného zapisu n! je 20047
(Nemecko TST 2005)

Uloha 18. Dokézte, e pre kazdé prirodzené &islo k existuje také prirodzené éislo n,
Ze v zapise Cisla 2™ v desiatkovej stistave sa nachadza blok prave k za sebou idacich
nul. (CPS 2006)

Uloha 19. Zistite aky najmensi ciferny stcet moze mat nasobok 10 — 1.
(vyberko 2009)

Uloha 20. Nech S(n) je ciferny sticet n. Dokazte, 7e existuje 2012 réznych prirod-
zenych Cisel ny, ..., ns012 takych, ze S(nl) +ny=---= S(TL2012) “+ N9p12-
(India 2002)
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Uloha 21. Dokéite, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n existuje n-ciferné &islo, ktoré
nema cifru 0 a je delitelné svojim cifernym stcétom. (IMO shortlist 1998)

Uloha 22. Jedané prirodzené é&islo n, ktoré nie je mocninou 2. Dokazte, Ze existuje
prirodzené ¢islo m s nasledujticimi vlastnostami:

1) m je stéin dvoch po sebe iducih prirodzenych éisel
2) Ciferny zapis m pozostéva z dvoch rovnakych blokov n ¢ifier.
(MEMO 2010)

Uloha 23. Najdite najvicsie n pre ktoré existuje postupnost nenulovych cifier
ap, - - ., a, takd, Ze pre vSetky prirodzené k < n plati ag_1--.-ag | ax --- ao-
(Brazilia 2013)

Uloha 24. Nijdite vietky n pre ktoré existuji dve rézne n-ciferné &isla ayas ... a,
a blbg e bn také, 7e aijas ... anblbg . bn | blbg . bnalag e Qp.

Uloha 25. Pre celé nezaporné ¢islo n definujme a,, = 100...0200...0200...01.
—_— = =

Dokézte, ze a,, /3 sa da vzdy vyjadrit ako sticet tretich mocnin dvoch celych kladnych
¢éisel, ale nikdy sa ned4 vyjadrit ako stdet druhych mocnin dvoch celych &isel.
(MEMO 2010)

Uloha 26. Dokézte, Ze kazdé prirodzené &islo k > 1 ma kladny nasobok mensi ako
k5, ktorého dekadicky zapis obsahuje nanajvys styri rozne éislice. (vyberko 2006)
Uloha 27. Na dvadsiatich nekoneéne dlhjch pasoch papiera ma Vodka desatinnyg

zapis Cisel ﬁ, e ﬁ, teda na poslednom kuse je ﬁ =0,00...0010715.... Vodka

1
mé noznice a neboji sa ich pouzit na to, aby z niektorého pap?gra vystrihol ¢ast po
sebe iducich difier bez desatinnej ¢iarky. Vodka je ale hajzel a chce to urobif tak, aby
ste nevedeli z ktorého papiera to vystrihol. Kolko najviac cifier moZe vystrihnat?

(Rusko 2007)

Uloha 28. Pre kazdé prirodzené &islo a definujeme d(a) ako vysledok nasledudiice;
operacie:

e Poslednu cifru a presunieme na zaciatok. Vysledné ¢islo je b.
e c=1b°
e Prvu cifru ¢ presunieme nakoniec a dostaneme d.

N4jdite vietky ¢isla také, ze d(a) = a®. (IMO shortlist 2003)
Uloha 29.
A nie¢o mozno trocha tazSie na zaver
Uloha 30. Rozkjvané &islo je také, v ktorom sa striedaju nulovii a nenulové cifry,
pri ¢om posledné cifra je nenulova. Najdite vSetky prirodzené ¢isla, ktoré nedelia

Ziadne rozkgvané ¢islo. (IMO shortlist 1994)
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Uloha 31. Striedavym ¢islom nazveme také prirodzené ¢ialo, v ktorom kazdé dve
susedné cifry maju réznu paritu. Najdite vSetky prirodzené n, ktoré maju nejaky
striedavy nasobok. (IMO shortlist 2004)

Uloha 32. Aky ciferny sti¢et moze maft stvorec? (vyberko 2003)

Uloha 33. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n také, Ze pre vietky prirodzené k < n
existuje nasobok n, ktorého ciferny siucet dava zvysSok k po deleni n.
(Brazilia 2014)

Uloha 34. Zistite, ¢i existuje nekone¢né postupnost nenulovych cifier ag, a1, as, . ..
a prirodzené ¢islo N také, ze pre vsetky k > N je cislo ag ... ajag Stvorec.
(IMO shortlist 2013)

Uloha 35. Existuje ¢islo n > 1019900 pedelitené 10 také, Ze sa v iom daji vymenif
dve rozne cifry tak, aby sa mnozina jeho prvodéiselnych delitelov nezmenila.

(Rusko 2014)
S(n)
S(TL2) S
¢ pre vsetky n? (Argentina 2007)

Uloha 36. Nech S(n) je ciferny stcet n. Existuje realna konstanta c také, ze

Uloha 37. Dokézte, ze pre Iubovolné dve prirodzené &isla m,n existuje také pri-
rodzené ¢islo ¢, ze ciferny zapis cm a cn obsahuje rovnako velakrat kazda nenulova
cifru. (USAMO 2013)

Uloha 38. Najdite najmensie prirodzené &islo n také, e existuje prirodzené éislo
k, ze poslednych 2012 cifier ¢isla n* st jednotky. (Brazilia 2012)

Uloha 39. Nech b > 5 je prirodzené ¢islo. Pre kazdé prirodzené n uvazujme &islo
x, =11...122...25 zapisané v sustave so zdkladom b. Dokézte, ze ak exisuje také
S——

n—1 n

N, ze pre vSetky n > N je x,, Stvorec, tak b = 10. (IMO shortlist 2003)
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Hinty

Hint 1. Skuste cez nejaki delitelnost povedat, kedy m4 zlomok nejakt periodicki a nejaka
neperiodicku cast.

Hint 2. Cislo po odtrhnuti poslednej cifry sa zviésuje max. o 1.

Hint 3. Dirichlet

Hint 4. Odpocitajte to ako na zakladnej skole.

Hint 5. 11

Hint 6. Zapiste si to ako zlomky a napiSte si, o znamen4, ze ma nieco periédu 7" a potom
to nejako vybuchajte z delitelnosti.

Hint 7. D4 sa induckiou, ale netreba IP :P

Hint 8. indukcia

Hint 9. Nech je skoro na konci. Euler.

Hint 10. Chodte odzadu

Hint 11. Odhadnite prvé 2 cifry n a najdite spor.

Hint 12. delitelnost malymi prvoc¢islami, vhodny zapis ¢isla a rozklad.

Hint 13. zeby modulo 97

Hint 14. Vyndsobte to ako na zékladnej skole. Uvedomte si, Ze vysledok neméze byt o cifru
dlhsi.

Hint 15. Zapiste vhodne ¢islo 99...9. A potom si len uvedomte, Ze to tak je :)

Hint 16. 5N = 10N/2. A uz si to len staé¢i vydelit ako na zakladnej Skole.

Hint 17.

a) na konci je vela nal a potom uvazujte delitelnost mocninami 2.
b) Neviete nasobit ¢islo nie¢im tak, aby sa prvé 4 cifry skoro vobec nemenili?

Hint 18. aspon k ich zvlddnete, potom nasobenim odstrante prebytocné

Hint 19. Rozdelte &slo na k-tice a vyuzite kritérium delitelnosti 10% — 1.

Hint 20. induckia, pridévajte nieco na zaciatok uz najdenych cisel. Idedlne nieco, k Comu
ked vela priratate klesne ciferny sucet.

Hint 21. Nech je jeho ciferny sucet 2"

Hint 22. PrepiSte rozumne druhu vlastnost. Pokuste sa vzniknuti st¢in upravit prenédso-
benim a predelenim tak, aby to mohli byt po sebe iduce éisla.

Hint 23. To vznikajuce ¢islo je bud nedelitelné 2 alebo 5. A to je celkom problém, ked ma
delit nie 0 moc vi¢siu mocninu 10. Keby nieco n = 4.

Hint 24. Oznacte si tie 2 ¢isla a prepiste podmienku. Moéze sa hodit vybrat ich spoloéného
delitela. Nezabudnite, Ze jedno je max. 10-krat vicsie ako druhé.

Hint 25. To s tretimi mocninami sktste pre 9a,. Ano je to trapne.

Hint 26. Tvorte ¢isla zlozené len s dvoh réznych cifier. Dirichlet

Hint 27. Skuste si zapisat, ¢o to znamend, Ze na dvoch papieroch sa nachadza ten isty blok
cifier. To uz staci upravovat a vyjde to. A ¢o sa tyka konstrukcie, zoberte ti1 najtrapnejsiu.
Hint 29. NapiSte si nejak ti rovnicu. Uvazujte akd moze byt posledna cifra a. Niektoré
by ste mali vyradit, ¢im sa vam vztah o dost zjednodusi a p6éjde celkom Tahko doratat.
Hint 30. Hladajte v peknom tvare, napr. 10101...101. Pre mocniny 2 rieSte zvlast a pre
sucin neparneho a mocniny 2 to nejako nakombinujte, lebo pre mocninu 2 st podstatné len
posledné cifry.
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Hint 31. Pre mocniny 2 a 5 rieSte zvlast. Pre neparne v peknom tvare napr. 10101...101.
A potom to nejako nakombinujte, lebo pre mocniny 2 a 5 st zaujimavé len posledné cifry.
Hint 32. Hladajte sla, ktorymi sa jednoducho nésobi, zial 10* sa nisobi samo sebou.
Roznésobte (10a + 5)2 a potom zvolte vhodné a.

Hint 33. Ked mate ndsobok, viete ho napisat velakrat za sebou. To samozrejme nemusi
stacit. Mozte vSak skusit ho napisat tak, ze akoby prekryjete prvi a poslednu cifru. Idedlne
tak, aby trocha klesol ciferny stucet.

Hint 34. Nie. Rozdiel dvoch $tvorcov musi byt delitelny 10*. Dokazte, #e st neparne a po
case delitelné velkou mocninou 5. Potom, ale boli aj na zaciatku a uz za chvilu mate spor.
Hint 35. Zoberte si dve prvocisla, v ktroych st len vymenené cifry napr. 13 a 31. Cim ich
mozete prendsobit, tak aby vzniknuté ¢isla mali stdle vymenené cifry?

Hint 36. Nie. Po chvili hrania by ste mohli prist na ¢isla typu 499...9 = 5- 10" — 1.
No problém je v tom, Ze aj po umocneni ostane vela cifier 9. Sktste nahradit nejaké cifry
9 ciframi 8, teda od¢itat dalsie mocniny 10. Umocnite a zariadte, aby v druhej mocnine
nevznikali 9, t.j. aby sa neodcitala 1 od cifry 0.

Hint 37. Spomeiite si na periodicky zapis raciondlneho ¢isla. Ja som vravel, ze sa bude
hodit :). Potom uz sta¢i najst menovatela aby to fungovalo.

Hint 38. Zmodulujte malymi mocninami 2 a 5. To, Ze to staci zabezpeci napr. LTE.
Hint 39. ZapiSte si to ¢islo rozumne, skuste nieéim zvyskovat. A skiste sa dopacovat
k tomu, Ze b — 1 je $tvorec, z ¢oho by ste mali mat spor.
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Projektivni geometrie
Mirek Olsak

Abstrakt. V geometrii ¢asto délame pro zjednoduseni jisté ,BUNO poznatky*
— necht tahle piimka vede vodorovné, necht tahle vzdalenost m4 délku 1, necht
tenhle bod je poc¢atkem souradnic. Zde zajdeme o jesté néco dal — nemusime si
totiz papir jen posouvat a natacet, ale taky se na néj muzeme divat z boku. Jen
je tfeba dat pozor, co se jesté zachova, a co uz ne.

Afinni pojmy

)
7 0

Il
D
N~ =

Definice. Mgéjme trojici raznych bodu A, C, D na pifimce. Pak délicim pomérem
bodu A vidi bodum C, D rozumime % a znacime jej (A; C, D), pfitemz XY znaéi

orientovanou vzdalenost bodi X, Y na dané pfimce.

Tvrzeni. Necht X, C, D jsou rizné body na piimce, které soucasné vnimame jako
vektory vychazejici z pocatku soufadnic mimo tuto piimku. Déle uvazujme vektor
Y a méjme vektory C,D vyjadiené pomoci X,Y jakozto C' = c; X + ¢,Y,D =
d. X +d,Y. Pak (X;C,D) = CCTZ'

Definice. Afinitou rozumime takové bijektivni') zobrazeni z roviny do roviny (obec-
néji z afinniho prostoru do sebe sama), které zobrazuje pfimky na p¥imky a zachovava
pritom délici poméry.

Afinita kromé ptimek a délicich poméru na piimce zachovavé i poméry obsahi,
rovnobéznost a poméry délek na rovnobéznych pfimkach. Na druhou stranu pfi
afinité neméme pod kontrolou thly (ani kolmost) ani poméry nerovnobéznych délek.
Nezachovaji se ani kruznice (obecné se z nich stanou elipsy), ale zato pomoci afinity
mizeme z dané elipsy vytvorit kruznici.

Definice. O mnoziné boda v d-rozmérném prostoru fekneme, ze je v obecné poloze,
pokud pro zadné k = 0, ...,d —1 nenajdeme k-rozmérny podprostor obsahujici k+ 1
z téchto bodt.

Tvrzeni. Mé&me dany soufadnicovy systém na d-rozmérném prostoru. Pak je kazda
afinita jednoznac¢né urcend linedrné nezavislymi vektory vq,...,vq a vektorem w

1) Obvykle definice pfipousti i nebijektivni, ale témi se nebudeme zabyvat.
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predpisem, které bodu o soutadnicich x4, ..., x4 pfifadi bod o souradnicich xz;v; +
oo+ 2gug + w.

Pozorovani. Afinita na d-rozmérném prostoru je jednozna¢né uréend pomoci (d+1)-
tice bodd v obecné poloze a (d + 1)-tice jejich obrazli, opét v obecné poloze.

Projektivni pojmy

<7‘E‘T —
LA

<y

Definice (nevlastni body). Kromé béznych (vlastnich) bodt do roviny (resp.
primky, prostoru, ...) pfiddme tzv. nevlastni body — pro kazdy smér piimky jeden.
Bude to vzdy bod, ve kterém se protinaji vSechny rovnobézné ptimky tohoto sméru.
Toto rozsifeni roviny (resp. piimky, prostoru, . .. ) nazgvame projektivni rovina (resp.
piimka, prostor, ...). MnoZinu vSech nevlastnich bod® coby smérii pfimek v jedné
roviné prohlasime opét za primku.

Pozorovani. Projektivni pfimka mé pravé jeden nevlastni bod. V projektivni roviné
se kazdé dvé ruzné piimky protinaji v jednom bodé a kazdé dva razné body urcuji
jednu primku.

Definice. Mg¢jme rizné body A,C, D na vlastni pfimce, pfi¢emz A je nevlastni.
Pak definujeme délici pomér (4;C, D) = 1.

Definice. Mgéjme ¢tvefici ruznych bodu A, B, C, D na vlastni piimce. Pak dvojpo-
mérem bodi A, B vzhledem k bodtm C, D rozumime souc¢in (A4;C, D)(B;D,C) a
znacime jej (A, B; C, D).

Pozorovani. Necht X,Y,C, D jsou rizné body na vlastni pfimce, které soucasné
vnimame jako vektory vychazejici z pocatku souradnic mimo tuto pfimku. Kdyz
vyjadiime vektory C, D pomoci X,Y jakozto C = c, X +¢,Y,D = d, X +d,Y, pak
(X,Y;C,D) = &l

dyce”
Definice. Mé&jme v k-rozmérném projektivnim prostoru dva (k — 1)-rozmérné pro-
jektivni podprostory p, ¢ a bod X mimo né. Pak definujeme projekci z bodu X
podprostoru p na podprostor ¢ coby bijekci, kterd bodu P € p prifadi prisecik
primky X P s podprostorem gq.

Pozorovani. Projekce zachovava dvojpomér.

Definice. Pro ¢tyfi body na nevlastni pfimce definujeme jejich dvojpomér jako
dvojpomeér jejich projekce na jakoukoli vlastni pfimku z jakéhokoli bodu.

Definice. Kolineace je zobrazeni projektivni roviny (obecnéji projektivniho pro-
storu) do sebe sama, které zachovava piimky a dvojpoméry.
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Tvrzeni. Kazdou kolineaci d-rozmérného prostoru p je mozné dostat jako slozeni
afinity na d + 1-rozmérném, kterd zobrazi p na jiny podprostor ¢ a néjaké projekce
zpét na p. A naopak — kazdé takové slozeni je kolineace.

Tvrzeni. Kolineace na d-rozmérném prostoru je jednoznaéné uréend pomoci (d+2)-
tice bodl v obecné poloze a (d 4 2)-tice jejich obrazi, opét v obecné poloze.

Kuzelosecky

Afinita nezachovava kruznice, ale zachovava alespoii elipsy. Tedy kruznice / elipsa
se pii afinité vZdy proméni v kruznici / elipsu. Kolineace umoziiuje hodit nékteré
body kruznice na nevlastni bod.

Definice. Necht je dany thel « € (0,90°) a v trojrozmérném projektivnim prostoru
vrchol V' a osa o prochazejici skrz V. Kuzelem rozumime mnozinu vSech bodi X
v prostoru, ze piimka XV svird s o thel a. Kuzelosecka je pak je prisecik kuzelu
s rovinou takovy, Ze vrchol kuzelu nelezi v dané roviné. Kuzelosecka bez nevlast-
niho bodu se nazyva elipsa, kuzelosecka s pravé jednim vlastnim bodem (dotykajici
se nevlastni pfimky) se nazyva parabola a kuzelosecka s dvéma nevlastnimi body
(protinajici nevlastni pfimku) se nazyva hyperbola.

Tvrzeni. Kolineace projektivni roviny zachovava kuzelosecky.

Uz z principu, zZe je kolineace bijekci, se zachovava vlastnost ,protinat kuzelo-
secku”“ ¢i ,dotykat se kuzelosecky“.

To dava recept, jak proménit jednu kuzelosecku pomoci kolineace na kruznici:
Vedeme primku, kterd neprotina nasi kuzelosecku a pomoci kolineace z této piimky
udélame nevlastni. Tim uz kuzelosecka neobsahuje zadny nevlastni bod, a tedy se
jedna o elipsu. Elipsu néasledné miZeme afinitou proménit v kruznici.

Dvé ruzna pouziti pro geometrii v roviné

Standardni (a v tomto smyslu je pojat i tento pfispévek) je nahlizet na rovinu jako
na dvourozmérny prostor nad redlnymi ¢isly. Nicméné je dobré si uvédomit, jak zmi-
néné pojmy funguji, pokud rovinu budeme vnimat coby jednorozmérny prostor nad
komplexnimi ¢isly. V takovém okamziku nedodévame nekonecné mnoho nevlastnich
bodi, ale pouze jeden (ostatné je to jen pfimka).

Afinity v komplexni pfimce pak odpovidaji pfimo podobnym zobrazenim. A sku-
te¢né — pfimo podobné zobrazeni je jednoznacné urcené obrazy dvou bodt.

Kolineace (rtiznd od afinity) je pak obecné sloZeni kruhové inverze a osového
posunuti zobrazeni. Ze zachovani dvojpoméru je pak mozné napiiklad odvodit, zZe
takova zobrazeni (tedy i kruhovd inverze) zachovavaji kruznice, ¢ tzv. harmonické
Ctyiahelniky.

Cvideni

Cviceni 1. Necht je dan trojuhelnik ABC a necht A’, B’,C’ jsou stiedy stran
postupné BC, CA, AB. Vedme bodem A pfimku p a jeji priseciky s prfimkami
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A'C’, A'B’ ozna¢me postupné X, Y. Ukazte, ze BX je rovnob&zné s CY.
(MKS-32-4-5)

Cviceni 2. Je dany konvexni 5-tthelnik ABCDE, ve kterém plati, Ze obsahy troju-
helnikt ABC, BCD, CDE, DEA, EAB jsou stejné. Dokazte, Ze uvniti 5-thelnika
existuje bod P takovy, ze obsahy trojuhelniki ABP, BCP, CDP, DEP, EAP jsou
stejné. (iIKS—4-3-G)

Cviceni 3. Je dan pravouhly lichobéznik ABCD se zékladnami AB, C'D, s pravym
thlem u ramena BC, splilyjici |[AB| > |CD| > ‘A—BB'. St¥edy thlopficek AC, BD
oznacime postupné F, F'. Nakonec pruseciky AFNBE a CFNDE oznacime postupné

X, Y. Ktery z étyfthelnikit ADXY, BCXY mé véti obsah?

Cviceni 4. Je déna elipsa e se stfedem S a na ni bod X. Teénu k e v bodé X
oznacime t. Rovnobézka k t vedend bodem S protne e v bodech A, B. Dokazte, Ze
tefna v bodé A k e je rovnobézna s X .S.

Cvicéeni 5. Uvnitf trojuhelniku ABC' je dédn bod S. Dokazte, Ze stfedy stran BC,
CA, AB, stiedy usecek AS, BS, CS a pruseciky ASNBC, BSNCA, CSNAB lezi
v8echny na jedné elipse.

Cviceni 6. Do trojuhelnika jsme vepsali dvé rizné elipsy a pét z Sesti bodu dotyku
lezi na jedné elipse. Dokazte, Ze i Sesty bod dotyku na ni lezi.

Cviceni 7. Elipsa vepsana obdélniku ABCD se dotyka jeho stran AB, BC, CD,
DA postupné v bodech X, V', W, Y. Dokazte, ze

|AY|-|BX| = |AX]| - |DY].

Cviceni 8. Jsou dany body P,Q, R, A v obecné poloze. Sestrojte body B, C, D,
aby P=ACNBD,Q=ABNCD, R=BCnNAD.

Cviceni 9. Tétivovy ctyfthelnik ABCD mé tu vlastnost, Ze se teény kruZnice
opsané vedené body A, C protinaji na pfimce BD. Dokazte, Ze se teény kruznice
opsané vedené body B, D protinaji na pfimce AC.

Cviceni 10. Je dan trojahelnik PQR, kruznice k takova, Ze tecny vedené ke k
z bodu @ se dotykaji k na pfimce PR a teény vedené ke k z bodu R se dotykaji k
na pfimce PQ. Na k pak lezi bod A mimo pfimky PQ a PR. Dokazte, ze existuje
¢tyruhelnik ABC D vepsany kruznici k, takovy, ze P je prusecikem jeho thlopficek,
Q je pruseéikem AB a CD a nakonec R je pruseéikem BC a DA.

Cviceni 11. Mégjme hyperbolu s asymptotami u, v a sestrojme jeji teénu ¢t v bodé
T. Oznacme pruseCiky X =unov, Y =uNt, Z=wvNt. Dokazte, Ze:

a) T je stfedem Y, Z.
b) Obsah trojahelnika XY Z nezédvisi na volbé tecny.

Cviéeni 12. Bud AB tétiva kruznice k a S jeji stfed. Vedeme bodem S libovolné
dalsi dvé tétivy této kruznice — KL a M N, aby KM nebylo rovnobéiné s AB.
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Pruseciky pfimky AB s pfimkami KM, LN ozna¢me postupné X, Y. DokazZte, Ze
S je stiedem XY (Butterfly Theorem)

Cviceni 13. M¢éjme kuzelosecku ¢ a na ni 6 bodu A, B,C, D, E, F. Ozna¢me pri-
seélky X = ABNED,Y = BCNEF, Z =CDn AF. Predpoklddejme, Ze pfimka
XY neprotina c, ani se ji nedotyka, ani neni asymptotou. Dokazte, ze pak bod Z
lezi taktéz na této primce.

(Speciélni pfipad Pascalovy véty)

Cviceni 14. Mgjme trojuhelniky ABC, DEF' a ozna¢me priseciky X = ABNDE,
Y = BOCNEF, Z =CAnNFD. Dokaite, ze X, Y, Z lezi na jedné piimce, pravé
kdyz se piimky AD, BE, C'F protinaji v jednom bodé. (Desarguesova véta)

Cviceni 15. Uvazme trojihelnik ABC' a na pfimkach BC, C A, AB volme postupné
body A’, B/, C’ (rtzné od A, B,C) tak, ze se pfimky AA’, BB', CC’ protinaji v
bodé P. Dokazte, ze:

a) (A;B,C)(B';C,A)(C'; A, B) =1 (Cevova véta)

b) (P;A,A") = (B';A,C)+ (C'; A, B) (Van Aubelova véta)
Cviceni 16. Bod M je stfedem strany AB trojihelnika ABC. Na polopfimce opacné
k MC zvolime bod N a uvnitf tsecky AM zvolime bod P. Ozna¢ime () prusecik

pfimek AC a NP, déle R pruseéik QM a NB a nakonec S prusecik AB a RC.
Dokazte |PM| = |SM]|. (vybérové soustfedéni pied IMO 2010)
Cvi€eni 17. Dokazte, Ze pouze pravitkem (bez mé¥itka) neni mozné sestrojit stied

zadané kruZnice.

Cviéeni 18. Msgjme trojuhelnik ABC a oznacme A’, B',C’' postupné na stranich
BC,CA, AB

a) body dotyku vepsané kruznice,

b) libovolné body tak, aby se pfimky AA’, BB’, CC’ protinaly v jednom bodé.
Daéle ozna¢me D prusetik AB a A’B’. Nahlédnéte, ze (C', D; A, B) = —1.
Cviceni 19. V roviné jsou dany bod P, X, Y, Z tak, ze PX, PY, PZ jsou navzijem
ruzné primky. Na téchto pfimkach lezi po fadé body A, B, C rizné od dfive jmeno-
vanych bodu. Ozna¢me pruseciky D = BZNCY, E=CXNAZ aF =AY NBX.
Dokazte, ze pfimky DX, EY, FZ se protinaji v jednom (ne nutné vlastnim) bodé.

Cviceni 20. Na stranach AC, BC trojuhelnika ABC jsou dany body K, L. Prisecik
AL a BK ozna¢me P. Na pfimce AB najdeme body X, Y tak, aby sou¢ty K X +LX
a CY 4 PY byly minimalni mozné. Ukazte, ze X =Y.
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Hinty

Hint 1. (afinni) BUNO AB L AC.

Hint 2. (afinni) BUNO m& ABC tvar jako u pravidelného pétithelnika. Déle si uvédomte,
ze podminka s obsahy jenom fikd rovnobéznost jistych primek, a ,Soupanim“ obhajte, ze
cely pétithelnik je pravidelny.

Hint 3. Zapomeiite na pravy tihel, (afinni) BUNO je ten lichobé&znik rovnoramenny.
Hint 4. (afinnf) BUNO to je kruznice.

Hint 5. (afinnf) BUNO je S kolmit&, pozor na argumentaci.

Hint 6. Pfi afinnim zkoseni vepsané elipsy na kruznici dostavame Cevovu podminku na
body dotyku, ktera se zachova pfi afinité. Nakonec proméiite na kruznici posledni elipsu a
pomoci mocnosti dokazte, Ze na ni lezi posledni bod.

Hint 7. Udélejte z elipsy kruznici, z obdélnika rovnobéznik, a uvédomte si, Ze dotazovanou
rovnici je mozné postavit z afinnich pojma.

Hint 8. Predstavujte si body @, R nevlastni a kolmé. Tim umite kreslit vodorovné ¢ary,
svislé Cary a rovnobézky.

Hint 9. (projektivni) BUNO se ty teény protinaji v nevlastnim bods.

Hint 10. Udélejte z bodu @, R nevlastni. Kruznice ztstane elipsou, takze afinnim doladé-
nim z ni ziskate zpét elipsu. Zbyva si uvédomit, ze sméry Q, R jsou kolmé.

Hint 11. (a) Kolineaci proménte rovnobézku s ¢ prochazejici X na nevlastni pfimku (a
hyperbolu na kruznici). Jak se zobrazily asymptoty? A jak nevlastni pfimka? (b) Uvazte
dvé teény a preformulujte nezévislost obsahu na tvrzeni o délicim poméru, ktery nasledné
pomoci nevlastnich bodt pfepisete na dvojpomér. Kolineaci proménte hyperbolu v kruznici
a bod X na nevlastni. Nakonec sta¢i pouzit Eukleidovu vétu o vysce.

Hint 12. (projektivni) BUNO AB je pramér (je tfeba si zachovat poméry na této ptimce).
Hint 13. (projektivni) BUNO je ¢ kruznice a body X, Y nevlastni.

Hint 14. (projektivni) BUNO jsou X, Y nevlastni. Hledanym priisecikem je stfed stejno-
lehlosti.

Hint 15. Napiste si délici poméry coby dvojpoméry pomoci nevlastni pfimky. Pak zvolte
BUNO BCB'C’ jako obdélnik (je tieba se vypofddat s nové objevenou nevlastni p¥imkou).
Hint 16. (projektivni) BUNO je C nevlastni (za zachovani pomérti na pfimce AB) a
nasledné (afinni) BUNO je piimka QB kolma na smér A.

Hint 17. Kolineace nezachovavéa stred.

Hint 18. (a) (projektivni) BUNO jsou body C, D nevlastni se zachovanim kruznice. (b)
(projektivni) BUNO jsou body C, D nevlastni a kolmé.

Hint 19. (projektivni) BUNO jsou X, Y nevlastni. Pak je Z stied stejnolehlosti zobrazujici
APBF na ECDP, kde P je hledany prusecik.

Hint 20. Zobrazte C, K, L, P podle pifimky AB — zadani je pak pfeformulovatelné na to, ze
se jisté pfimky protinaji na AB. Kolineaci zobrazte pfimku AB na nevlastni a rozmyslete
si, jak se zobrazi obraz podél této primky.
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Zobecnéna mocnost
Anh Dung ,, Tonda“ Le

Abstrakt. Mocnost bodu ke kruznici se velice ¢asto objevuje v olympiddni geo-
metrii. Diky ni mizeme prevést praci s thly na praci s délkami tsecek a naopak.
Navic pouziti chordaly, pojem z mocnosti odvozeny, je jeden ze zptisobi, jak do-
kazat, ze tfi body lezi na pfimce ¢i tfi pfimky prochazeji jednim bodem. Kromé
toho ukdzeme dveé rozsifeni, konkrétné ,vedlejsi chordaly” a kruznice s nulovym
polomérem.

Definice

Definice. Necht w je kruZnice se stfedem v O a polomérem r, pak ke kazdému bodu
P téze roviny piifadime hodnotu p(P,w) = OP? —r2. Toto ¢&islo nazyvame mocnost
bodu P ke kruznici w.

Definice. Necht jsou ddny dvé kruznice wy, we, pak jejich chorddla je mnozina bodi
X takovych, ze p(X,w1) = p(X,ws).

Tvrzeni. Nechf wi,ws jsou kruznice se stiedy v O1, resp., Oy. Pak piimka AB je
kolmé na 0102 pravé tehdy, kdyz:

p(A,w1) — p(A,wz) = p(B,w1) — p(B,wa).

Disledek. Chordala dvou kruznic je primka kolmé na jejich spojnici stredu.

Tvrzeni. V roviné jsou dény tfi kruznice a pro kazdou dvojici z nich nakreslime
chordalu. Pak tii vzniklé chordély prochazeji jednim bodem.

Rozmyslete si

Priiklad 1. Dokazte, Ze spojnice priseéikti dvou kruznic pili jejich spole¢nou te¢nu.

Piiklad 2. Dokazte, Ze stiedy ¢tyf spoleénych tecen (pokud existuji) dvou kruznic
lezi na jedné primce.

Pi#iklad 3 (Shooting lemma ze Svrékova bodu). Necht S je stied oblouku AB
v kruznici k. P¥imka p prochézejici bodem S protind AB v K a k podruhé v L.
Dokazte, ze MA? = MK - ML.
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Lehké

Priklad 4. Na prodlouZeni tétivy K L kruznice k se stfedem O lezi bod A. Teény
z bodu A ke kruznici & se ji dotykaji v bodech T', U. Ozna¢me M stied tsecky TU.
Ukazte, ze ¢tyruhelnik K LMO je tétivovy.

Priklad 5. Necht ABCD je étyttuhelnik vepsany do kruznice k takovy, Ze pfimky
AD a BC se protinaji v bodé Q). Oznac¢me M prusecik piimky BD a rovnobézky
s piimkou AC vedenou bodem Q. Zvolme T' € k tak, aby MT byla teénou kruznice
k. Dokazte, ze MT = MQ.

Priklad 6. Je déna kruznice k, bod O, ktery na ni nelezi, a pfimka p, kterd ji ne-
protina. Uvazujme libovolnou kruznici [, kterda ma vnéjsi dotyk s kruznici k£ a dotyka
se i pfimky p. Pfislusné body dotyku ozna¢me A a B. Pokud body O, A, B nelezi
v pfimce, sestrojime kruznici m opsanou trojuhelniku OAB. Dokazte, ze vSechny
takové kruZnice prochézeji spole¢nym bodem riznym od bodu O, anebo se dotykaji
téze primky.

Priklad 7. Trojuhelnik ABC je vepsany do kruznice k. Te¢na ke k vedend bodem C'
protne pfimku AB v bodé P. Ozna¢me M stied C'P. Pfimka M B protne kruznici k
podruhé v bodé Q. Pfimka PQ protne k podruhé v bodé R. Dokazte, ze trojuhelnik
ARC je rovnoramenny.

Priklad 8. Je dan trojuhelnik ABC a I, O stiedy jeho vepsané a opsané kruznice.
Oznac¢me Aq prusecik primky BC' a kolmice na Al vedené bodem I. Body By, Cy
jsou definované podobné. Ukazte, Ze body Aq, Bg, Cy lezi v pfimce, kterd je kolma
na OI.

Priklad 9. Necht BC je nejdelsi strana nerovnoramenného trojahelniku ABC.
Pro bod K na polopifimce C'A a bod L na poloptimce BA plati, ze KC = BC a
BL = BC'. Dokazte, ze KL je kolmé na spojnici opsisté a vepsisté.

Pfiklad 10. Necht ABC je trojahelnik s ostrym tthlem u vrcholu A. Ozna¢me M
stfed strany BC. Na AM zvolme bod D a zkonstruujme kruznice k,l prochazejici
bodem D, které se dotykaji pfimky BC po fadé v bodech B,C. Pfimka AB resp.
AC protne kruznici k resp. [ podruhé v bodé P resp. ). Ukazte, Ze teCna ke kruznici
k vedend bodem P a teCna ke kruznici [ vedend bodem (@ se protinaji na AM.

Priklad 11. Necht ABC je trojuhelnik, O jeho opsisté a E¢ jeho pfipsisté oproti vr-
cholu C. Ozna¢me D, E postupné pruseciky os thli u vrcholu A, resp. B s protéjsimi
stranami. Dokazte, ze DE | OF¢.

Priklad 12. Je déna kruZnice k a bod A rtizny od jejiho stfedu. Urdete mnozinu
stfedt kruznic opsanych vSem trojuhelnikim ABC), jejichz strana BC je prumeérem
kruznice k.
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Priklad 13. KruZnice vepsana trojuhelniku ABC' se dotyka jeho stran AB, BC,C' A
v bodech F, D, E. Ozna¢me pismeny Y7, Yo, Z1, Zo, M stiedy tsec¢ek FB, BD, DC,CFE, BC'|
Koneéné bud X =YY, N Z1Z5. Dokaite, ze XM 1 BC.

Priklad 14. KruZnice k,! maji vnéjsi dotyk v bodé T'. Bod A probihé kruznici [. Na
kruznici k£ najdeme body B, C, aby AB, AC byly te¢ny kruznice k. P¥imky BT,CT
protnou kruznici [ podruhé v bodech D, E. Najdéte mnozinu priisecikii piimek DFE
a tefen ke kruznici [ v bodé A.

Priklad 15. KruZnice vepsana trojihelniku ABC se dotyka stran AC, BC v bodech
E, D. Prusec¢ik ADNBFE ozna¢me G. Zkonstruujeme body U, V, aby ABUFE a ABDV
byly rovnobézniky. Dokazte, ze GU = GV'.

Piiklad 16. Je dan trojuhelnik ABC, ve kterém 8 > 45°(pii obvyklém znaceni).
Necht D, E, F jsou po fadé paty vysek z vrcholii A, B,C a necht K je takovy bod
usecky AF, ze plati /DKF = /KEF. Dokazte, Ze plati rovnost KD? = FD? +
AF - BF.

Priklad 17. V roviné je dana kruznice k£ a bod A vné. Body dotykt tefen z A
ke kruznici k ozna¢me B, C. Na polopiimce opa¢né k BA uvazujme pohyblivy bod
P a na polopfimce opacné k C A pohyblivy bod Q. Pfimka BC' protind primku
prochézejici bodem P a rovnobéznou s AC v E, pfimku prochézejici bodem @ a
rovnobéZznou s AB v F. Dokazte, ze EQ) prochézi pevnym bodem, ktery nazveme
M, FP prochazi pevnym bodem, ktery nazveme N, a PM.QN je konstantni.

Piiklad 18. Sestithelniku ABCDEF se da vepsat kruznice. UkaZte, %e potom
primky AD, BE, CF prochazeji jednim bodem.

Priklad 19. Je déna kruznice k. Najdéte mnozinu vSech pripsist trojuhelniki s kruz-
nici opsanou k.

Priklad 20. Necht ABC je ostrotuhly trojuhelnik, kde AB > BC a AC > BC,
a O, H jsou postupné jeho opsisté a orthocentrum. Predpokladejme, Ze kruznice
opsand trojuhelniku AHC protind pfimku AB podruhé v M a podobné kruZnice
opsand AH B ptimku AC podruhé v N. Dokazte, Ze opsisté trojuhelnika M N H lezi
na piimce OH.

Jste borci?

Priklad 21. Je déna kruznice k a dva vnéjsi body P, Q. Pohybliva tétiva AB na
k obsahuje bod Q). PA, PB protinaji k podruhé v D, C. Dokazte, ze CD prochézi
pevnym bodem.

Priklad 22. Necht ABC je trojuhelnik. Kruznice prochdzejici B a C' protind stranu
AB v O a stranu AC v B'. Dokazte, ze BB', CC’ a HH' prochézeji jednim bodem,
H, H' jsou postupné orthocentra trojuhelnikt ABC a AB'C’.
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Invarianty, monovarianty
Miro Psota

Abstrakt. Budeme hladat déke invarianty alebo monovarianty. Tieto problémy
vacésinou vyzaduju iba prist na nejaky drsny trik, zvySok je uz potom pomerne
jednoduchy a priamociary. Druhd moznost je nasadit si ruzové okuliare a pozreraf
sa na priklad v inom svetle.

Na navodenie atmosféry

Ukazkovy problém 1. Niekolko minci je ulozenych na nekoneény Stvoréekovany
pas Siroky 1 $tvorcdek. Pokial existuje Stvoréek, na ktorom st eSte aspoii dve mince,
modZeme zobrat dve mince a jednu posunit dolava a druht doprava. Je mozné sa po
kone¢nom podcte tahov dostat naspit do zadiatocnej pozicie?

Ukazkovy problém 2. Majme sekvenciu 1,0,1,0,1,0, 3,5..., kde od siedmeho ¢lena
je kazdy ¢len rovny poslednej cifre suc¢tu predchadzajucich Siestich. Dokazte, Ze sa
tam nemoze vyskytovat Sestica 0,1,0,1,0, 1.

Ukézkovy problém 3. Sialeny vedec zostrojil armadu robotov. Problém je v tom,
Ze niektoré dvojice robotov sa nenavidia (nendvist je vzdjomnd). Vzdy vsak s robotmi
vie urobit jednu z nasledujicich dvoch operécii:

(i) Ak nejaky robot nenavidi nepérny pocet robotov, vedec ho moze znicit.

(if) Vedec moze zdvojnésobit armadu tak,ze kazdy robot R sa rozdeli na dvoch ro-
botov R; a Rs. Pre kazd dvojicu pévodnych robotov R, @), ktori sa nenévideli,
sa budil nenévidiet roboti Ry,Q; a aj roboti Ry a Q2. Roboti Ry a Ry sa tiez
nenavidia, pre kazdého pévodného robota R. A to st vSetky dvojice robotov,
ktoré sa budii nendvidiet po zdvojnésobeni.

Dokazte, ze vedec vie po koneénom pocte operécii dostat armadu robotov, v kto-
rej neexistuje dvojica robotov, ktora sa nenavidi. (IMO Shortlist 2013, C3)

Zv#csa je hladanie invariantov (monovariantov) umenie, ktoré robi tieto pro-
blémy tazkymi. AvSak tu je zopéar klasickych trikov, ktoré sa ¢asto pouzivaju:

e Ofarbovanie: Proste to ofarbime 2+ farbami. To, Ze ty moZno nepoznas viac
ako 15 farieb, ni¢ neznamené. Pre TahSie problémy si spomer na Sachovnicu, pri
tazsich treba niec¢o komplikovanejsie a pestrejsie.

e Algebraické vyrazy: Ked mame nejaké hodnoty, oplati sa pozret na ich rozdiely,
studet, druhé mocniny, stéty druhych mocnin... Pokial st to celé ¢isla, zvysky
st velmi dobré kladivo.

e Rohy a hrany tvarov: Velmi dobra vec na problémy s mriezkou. Kolko rohov,
hran... ma dany atvar?
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e Inverzie: Uzito¢né pri permutaciach. Kolko dvojic (7, j) sa tam nachadza takych,
7e i1 a j je v nespravnom poradi? Klude to moze byt aj v parite tohto ¢isla.

o Celé cisla a zlomky: Nie je tam kladné celé ¢islo, ktoré klesa? A nie je to ndhodou
menovatel raciondlneho éisla ¢o klesa?

o Symetrie: Nie je to po kazdom kroku symetrické? Nedaju sa objekty s rovna-
kymi vlastnostami popédrovat? Ned4 sa to rozdelit na dva identické podproblémy
(zv148t uzitocné v tedrii hier)? Symetrie st univerzalny néstroj.

Ideme na vec

Uloha 4. Petra a Dalila sa najnovsie nehravaji so zapalkami, ale s peniazmi, ktoré
usetria tym, ze si nekupuju zapalky. Zobert si n korunéciek a umiestnia ich na stole
do jedného radu. Diev¢a, ktoré je na tahu, si vyberie jednu mincu, ktord je znakom
hore, otodi ju, ako aj vSetky ostatné napravo od nej. Potom je na fahu druhé dievca.
Takto striedavo fahaju, pricom zacina skisenejsia Petra. Prehra ta, ktord uz nevie
spravit tah. Ukézte, Ze tato hra vzdy skonéi po kone¢nom pocte krokov. Ktora hracka
mé vitazni stratégiu? (KMS, 2002/03, Z1, 8)

Uloha 5. Nech p pa,ps, ... je rastiica postupnost prvoéisel a nech z¢ € R je ¢islo
medzi 0 a 1. Pre kladné celé k definujme

0 ifxg_1 =0
Tk = {pik} ika,1#0

Tr—1

kde {z} zna¢i desatinni ¢ast = (desatinnéd cast x je dand = — |z|, kde |[z| naj-

.....

2o, 1, Ta, ... budi od istého indexu vyskytovat samé nuly. (USAMO 1997, #1)

Uloha 6. Na sachovnici n x n je n — 1 $tvoréekov, ktoré st infikované. Kazdu
sekundu sa nakazi kazdy stvorcek, ktory sa dotyka aspon 2 uz nakazenjch policok.
Dokéazte, ze vieme vzdy najst apon jedno zdravé policko.

(Stanford Putnam training 2007)

Uloha 7. Majme bali¢ek 2n + 1 kariet, ktory mozeme mie$at len nasledujtcimi
dvoma operaciami:

e Seknutie: vyberieme lubovolny pocet vrchnych kariet a ddme ich naspodok.
e Perfect riffle shuffle: vyberieme n vrchnjch kariet a dame ich medzi zvysnych
n + 1 kariet v rovnakom poradi

Dokazte, Ze bez ohladu na to kolko to robime, nikdy nedosiahneme viac ako
2n(2n + 1) moznych usporiadani. (IMO training camp, 2008)

Uloha 8. Feldo nasiel na povale stari $achovi figirku — delfina a spomenul si na
vekmi zabudnuty kaprov problém. Delfin sa moZze hybat o 1 poli¢ko doprava, o 1
polic¢ko hore alebo o 1 policko po diagonéle dolava dole. Na zaciatku stoji delfin
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v lavom dolnom rohu Sachovnice 8 x 8. D4 sa s nim prejst celd Sachovnica tak, aby
na kazdom policku stal préve raz? (KMS, 2003/04, L1, 10)

Uloha 9. Vrcholy pravidelného n-uholnika maji celoéiselné stiradnice. Dokéazte, ze
n = 4. (IMO training camp, 1999)

Uloha 10. Definujme domino ako usporiadant dvojicu réznych celych ¢isel. Hadik
je postupnost réznych domin, kde po¢ntic druhym dominom sa prvé ¢islo domina
zhoduje s druhym c¢islom predchadzajiceho domina a nevyskytuji sa tam naraz
domind (¢,7) a (j,4). Oznacme balicek D4y mnozinu vSetkych domin, ktorych obe
¢isla nepresahuji ¢islo 40. Néjdite dizku najdlhieho mozného hadika tvoreného
dominami z balicka Dyg. (AIME 1998, #15)

Uloha 11. Na tabuli st napisané éisla od 1 po 2008. Kazdt sekundu sa magicky
zmazu 4 ¢isla tvaru a, b, ¢,a+ b+ ¢ a nahradia sa 3 ¢islami a + b, b+ ¢, c+ a. Dokazte,
Ze tato mégia sa bude diat maximéalne 10 mindt. (IMO training camp, 2008)

Uloha 12. Na Sachovnicu 10 x 10 umiestnime 9 pukov tak, aby bol kazdy puk na
inom policku. Potom priddvame puky podla nasledujiiceho pravidla: ak méa policko,
na ktorom nie je puk, aspon dve susedné policka, na ktorych uz st puky, tak na
toto policko ddme puk (susedné policka maji spoloénu stranu). Ukazte, Ze tymito
krokmi nikdy nezaplnime celd Ssachovnicu pukmi. (KMS, 2002/03, 71, 11)

Uloha 13. Mame dosticku s 5 x 5 mriezkou Ziaroviek, ale je ddka vadna. Ked stla¢ime
vypinaé¢ pre jednu Ziarovku, prepne to zaroven stavy vsetkych prilahljch ziaroviek
v rovnakom riadku a stlpci (max. 5 Zarovek). Na zaciatku boli vetky vypnuté.
Po nejakych krokoch, prave jedna bola zasvietena. Najdite vSetky moznosti, ktora
7iarovka to mohla byt. (APMO 2007, #5)

Uloha 14. Spit k ukazkovému problému 1. Dokézte, Ze lubovolna postupnost tahov
vedie k stavu, po ktorom sa uz nedd spravit dalsi fah. Navyse dokazte, zZe tento stav
je nezavisly na predchéadzajicich fahoch. (IMO training camp, 1999)

Uloha 15. Mame v riadku 2008 bielych kametiov a jeden ¢ierny. Tah znamena

nasledovné: vyber jeden Cierny kamen a zmen farbu jeho susedom. Najdite vSetky

mozné polohy ¢ierneho kameria, pre ktoré je mozné spravit vSetky kamene cierne.
(Korean National MO 2009, #3)

Uloha 16. Zase pasik z ukazkového problému 1, tentokrat indexovany. Mozeme
vSak robit toto:

e Vezmi mincu zo Stvoréeka n — 1 a n a daj jednu mincu na Stvorcek n + 1.
e Vezmi 2 mince zo Stvorceka n a daj po jednej minci na Stvoréeky n —2 a n+ 1.

Dokéazte, ze Iubovolnd postupnost fahov vedie k stavu, po ktorom sa uz neda
spravit dalsi fah. NavySe dokdzte, Ze tento stav je nezdvisly na predchadzajucich
tahoch. (MOP 1998 doméca tloha)

Uloha 17. Kazdému vrcholu pravidelného 5-uholnika je priradené celé ¢islo. Ich
sucet je kladny. Ak x,y,z si 3 po sebe idtce ¢isla a y < 0 tak trojicu (x,y, z)
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zmenime na (z + y, —y,y + z). Tieto kroky sa robia, pokial je nejaké zaporné ¢islo.
Uréte, ¢i algoritmus vZzdy skonéi alebo nie. (IMO 1986)

Uloha 18. Nazvime mriezku n x n striebornd ak jej prvky st z mnoziny S =
{1,2,...,2n — 1} a pre i = 1,2,...,n i-ty stipec a i-ty riadok dokopy obsahuji
vsetky prvky S. Dokézte, ze:

e pre n = 1997 neexistuje strieborna mriezka,
e strieborné mriezky existuji pre nekonecne vela hodnot n.
(IMO 1997)

Uloha 19. Majme (2n — 1) x (2n — 1) mriezku a v kazdom z nich je jedna $ipka,
ktord ukazuje hore, dole, vpravo alebo vlavo. Na jednej z nich je chrobdk. Vzdy
ide do dalsieho Stvorceka podla Sipky. Ak chrobak opusti Stvorcek, Sipka v tiom sa
oto¢i 0 90° v smere hodinovych rudic¢iek. Dokézte, ze chrobidk bude vonku z velkého
Stvorca pred 23"~ 1(n — 1)! — 3 fahom. (IMOTC 2013)

Uloha 20. Vo vrcholoch pravidelného 6-uholnika je napisanych 6 nezapornych ce-
lych &isel, ktorych sadet je n. Mozeme si vybraf vrchol a prepisat tam ¢islo na
absolttnu hodnotu rozdielu jeho dvoch susedov. Dokazte, ze ak je n neparne, tak
mozme dosiahnut na vSetkych vrcholoch nuly. (USAMO 2003, #6)
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Hinty

Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint

4.
5.
8.
9.

binarka

menovatel

modulo 3

dokézte to pre n parne(to tazsie este len pride)
10.
12.
13.
14.
16.

predstavte si to ako graf a skimajte... PARITU

obvod

zisti najprv kde nemdze byt - fajné ofarbenie

no predsa invarianty (nieco, ¢o sa nemeni)

druhy tip ndm to zanasa moc dolava, pre druhi ¢éast je fajny pan Fibonacci a

pravy zemiak

Hint 17. ddke druhé mocniny
Hint 18. PARITA!
Hint 20. no zase aj parita
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Kombinatoricka geometrie a konvexita
David Hruska

Abstrakt. V oblasti kombinatorické geometrie lze fict, ze co uloha, to novy trik.
Proto tento pfispévek obsahuje hlavné tlohy — od snadnych po velmi obtizné.
Problémy tykajici se konvexnich mnozin jsou ale natolik rozsifené a probadané,
ze se na konvexitu podivame pfece jen trochu podrobnéji.

Rozcvicka

Uloha 1. Dokazte, #e kazdy konvexni mnohostén ma dvé stény se stejnym poctem
vrchold.

Uloha 2. Dokazte, Ze kazdy mnohotihelnik obsahuje aspoii jednu svoji diagonalu.

Uloha 3. Na ledové ploge trénuje hokejista. Ma t¥i puky a pokazdé jeden z nich
odpali tak, ze proleti mezi zbylymi dvéma. Mtze hokejista 2015. odpalem vratit
puky do ptvodni pozice?

Uloha 4. Uvniti 2n-tihelniku se nachézi liska. Ze vSech vrcholl najednou po této
lisce vystielime. Zadné st¥ela nezasahla vrchol. Dokazte, 7e néktera strana musela
byt zasazena dvakrat.

Uloha 5. M¢jme konvexni mnohotihelnik a pro bod v ném uvazme jeho kolmé pro-
jekece na strany mnohothelniku (jakoZto pfimky). Dokazte, Ze alesponi jedna z pro-
jekei lezi uvnitf pFislusné strany (jakoZzto usecky).

Konvexni mnoziny
Definice. Mnozina A C R" je konvexni, pokud obsahuje s kazdymi dvéma body i
celou uisecku, ktera je spojuje.

Definice. Pro mnozinu A C R" definujeme jeji konverni obal jako prunik vSech
konvexnich nadmnozin A.

Tvrzeni. Konvexni obal mnoziny A € R™ tvori vsechny konvexni kombinace bodi
z A, tedy body (vektory) tvaru Y oz, kde 2, € A, ; > 0a > a; = 1.

Véta (Carathéodory). V predchozim tvrzeni staci uvazovat konvexni kombinace
n+ 1 bodt. ')

Véta (Radon). Mnozinu alespoit n + 2 bodi v R™ lze rozdélit na dvé, jejichz
konvexni obaly se protinaji.

1) Jinymi slovy, konvexni obal A je sjednoceni vSech simplexii s vrcholy v A.
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Cviceni 6. Dokazte, ze kazdych n > 5 bodu v prostoru je mozné obarvit dvéma
barvami tak, aby Zzadnda rovina ostfe neoddélovala jednu barvu od druhé.

Nejvyznamnéjsim disledkem Radonovy véty je Hellyova véta:

Véta (Helly). Pokud se kazdych n + 1 z koneéné mnoha konvexnich podmnozin
R™ protina, protinaji se uz vSechny.

Cvicéeni 7. Dokazte, ze n v predchozi vété nestadi.

Véta (Helly — nekoneéna verze). Pokud se kazdych n + 1 z libovolné mnoha
konvexnich uzavienych a omezenych podmnozin R” protiné, protinaji se uz vSechny.

Véta (Oddélovaci véta). Pokud se vnitiky konvexnich mnozin A a B neprotinaji,
pak jdou (neostie) oddélit nadrovinou.

Priiklad. Kazdé t¥i z deseti much na stole jdou zabit jednou ranou konvexni placac-
kou, kterou smime pouze posouvat. Dokazte, ze jdou zaplacnout vSechny najednou.

Ponauceni. Castymi triky jsou napiiklad: extremalni princip, indukce, obarvent,
Dirichlettv princip, uvazeni konvexniho obalu, Hellyova véta.

Ve zbytku prispévku jsou ulohy orientacné usporadany podle obtiznosti.
Snadné ulohy

Uloha 8. Ctvercovy dort o rozmérech 6 x 6 chceme shora pokryt kousky ¢okolady
2 x 1. Ukazte, ze at plochu vyplnime jakkoli, vzdy mtizeme dort rozkrojit, aniz
bychom krajeli dvojdilek ¢okolady.

Uloha 9. Lze prostor obarvit péti barvami (kazd4 musi byt pouzita) tak, aby kazda
rovina byla nejvyse trojbarevna?

Uloha 10. V roviné lezi nékolik mnohothelniktl, z nich kazdé dva se protinaji.
Dokazte, ze existuje primka, ktera je vSechny protina.

Uloha 11. Je dan bod A a nékolik mnohothelnikii v roviné takovych, Ze kazdé dva
maji neprazdny prunik. DokazZte, Ze existuje kruznice se stfedem v A, ktera protina
v8echny tyto mnohothelniky nebo se jich alespori dotyka. (PraSe 2008/2009)

Uloha 12. Necht A je mnozina bodii v roviné takova, ze kazdé dva maji vzdalenost
nejvyse 1. Dokazte, 7e pak existuje kruh o poloméru v/3/3 takovy, ze A lezi v tomto
kruhu.

Uloha 13. Mé&jme n bodti v roving, n > 3, p¥icemz zadné t¥i z nich nelezi v piimce.
Uvazujme vnitini thly vSech trojthelniki s vrcholy v danych bodech a velikost
nejmensiho takového tthlu oznaéme ¢. Pro dané n najdéte nejvétsi mozné .

(MO A-TI-4)
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Obtiznéjsi tlohy

Uloha 14. Bud I kone¢né mnozina rovhobéznych tseéek v roving. Necht ke kazdym
tfem tseckdm z I existuje pfimka protinajici vSechny t¥i. Ukazte, Ze existuje pfimka
protinajici vSechny tsecky z I.

Uloha 15. V roviné je dano n > 3 bodu. Zabodnéte do roviny 2n — 5 Spendliki
tak, aby propichly vnitfek kazdého trojihelniku s vrcholy v danych bodech.

Uloha 16. Kazdé tii body z kone¢né podmnoziny roviny jdou pokryt paskem sitky
1. Dokazte, ze lze pokryt celou mnozinu paskem sirky 2.

Uloha 17. Necht Cj,...,C, je soubor (alespoii tii) konvexnich mnozin v ro-
viné a nechf K podmnoZina roviny. Ukazte, Ze pokud prinik kazdé trojice mnoZin
z C1,...,C, obsahuje posunutou kopii K, potom prunik vsech C1,...,C), obsahuje
posunutou kopii K.

Uloha 18. Na louce se pase kone¢né mnoho krav, kazda krava je bud &erné, nebo
bila. Kravy se nehybou. Necht v kazdé skupiné ¢tyf krav lze rovnym plotem oddélit
¢erné od bilych. Ukazte, ze v celém stadu 1ze rovnym plotem oddélit ¢erné od bilych.

Uloha 19. V lese nejtemnéj$im z nejtemnéjsich rostou tenké stromy, z nichz kazdy
je niz§i nez 1007 metrt. Zadné dva stromy od sebe nejsou dal, nez kolik ¢ini rozdil
jejich vysek. Dokazte, ze cely temny les je mozné obehnat zdi dlouhou 2015 metri.

(MKS 26-1-7)

Uloha 20. Je dan mnohotihelnik o obsahu n. Dokazte, Ze je mozné jej vlozit do
roviny tak, aby pokryval (hranice se po¢itd) alespon n + 1 m¥iZzovych bodu.

Uloha 21. V roviné je ddno nékolik bodii tak, Ze nelezi viechny na jedné piimce.
Dokazte, ze je mozné najit primku, na které lezi pravé dva tyto body.
(Sylvester problem)

Uloha 22. V roviné jsou dany body P, Ay, As, ..., Asgio v obecné poloze. Dokazte,
Ze pocet vSech trojuhelniki A;A; Ay, uvniti kterych lezi bod P, je sudy.

Uloha 23. Mame dvé kruznice s obvodem 1000. Na jedné z nich je vyznaceno 1000
bodt a na druhé nékolik obloukti o celkovém souc¢tu nejvyse 1. Dokazte, Ze na sebe
mizeme obé kruznice polozit tak, aby vSechny vyznacené body lezely mimo vnitiky
vyznacenych obloukd.

Uloha 24. Maéame v roviné 100 bodt v obecné poloze. Dokazte, Ze mezi vSemi
trojihelniky tvofenymi témito body neni vice nez 70 % ostrothlych.
(IMO 1970)

Uloha 25. Nakreslime do roviny trojthelnik RGB. Rozdélime jej na nékolik men-
Sich trojahelnickd tak, aby zadny trojihelnicek nemél vrchol uvnitt strany jiného
trojthelnicku. Nyni obarvime vrcholy trojihelnicki cervené, zelené a modre tak, aby
vrcholy velkého trojuhelniku dostaly piislusné barvy. Dale vrcholy na stranach musi

31



dostat barvu jednoho z prilehlych vrcholi velkého trojihelnika. Dokazte, ze mé pak
jeden z malych trojihelnickd vSechny vrcholy rtizné barevné.
(Spernerovo lemma)

Uloha 26. Pudorys galerie ma tvar n-tthelniku. Kolik strazniki (v zavislosti na n)
potfebujeme, abychom je mohli rozestavit tak, ze dohromady uvidi na celou galerii?
Straznik vidi vSemi sméry. (Art gallery problem)

Uloha 27. Na kolik nejvyse ¢asti mtze n piimek rozdélit rovinu? Dokazte, ze v tom
pfipadé je mezi nimi aspon % trojahelnik.

Uloha 28. Rozmisténi 4027 bodt v roviné nazveme kolumbijskym, jestliZe je z nich
2013 ¢ervenych, 2014 modrych a zadné t¥i nelezi v pfimce. O skupiné pfimek v roviné
fekneme, Ze je dobrd pro dané rozmisténi, jestlize:

e 7adné z pfimek neprochazi zadnym bodem rozmisténi,
e 7adna z Casti, na které je rovina primkami rozdélena, neobsahuje body rtznych
barev.

Najdéte nejmensi k takové, ze pro libovolné kolumbijské rozmisténi 4027 bodu
v roviné v ni existuje skupina k& dobrych piimek. (IMO 2013, 2)

Velmi obtizné ulohy

Uloha 29. Roziezali jsme obdélnik na mensi obdélniky a shledavame, Ze kazdy ma
alespon jednu stranu celociselnou. Dokazte, Ze i ptivodni obdélnik mél jednu stranu
celociselnou.

Uloha 30. There are 2n + 1 points given in a plane in general position. A circle k,
which goes through three of these points, we call ,,blue®, if number of the remaining
points lying outside of k and inside of it are the same. Prove that the number of
blue circles has the same parity as n.

Uloha 31. Rikdme, ze piimky v roviné jsou v obecné poloze, pokud zadné dvé
nejsou rovnobézné a zadné tii neprochéazeji jednim bodem. Mnozina pfimek v obecné
poloze rozdéluje rovinu na oblasti, z nichz nékteré maji koneény obsah — nazyvame
je konecné oblasti pfislusné dané mnoziné piimek. Pro kazdé dostatecné velké n
dokazte, Ze v libovolné mnoziné n piimek v obecné poloze je mozné obarvit modie
asponl v/n piimek tak, Ze zadnd z piislusnych koneénych oblasti nebude mit celou
hranici modrou.

Uloha 32. Maéame dangjch 60 bodii na jednotkové kruznici. Dokazte, Ze na ni lezi
bod, jehoz soucet vzdalenosti od zadanych bodid nepfevysuje 80.
(CPS 2009/2010)

Uloha 33. Kazdé strané b konvexniho mnohotihelniku P pfifadime maximéalni obsah
trojuhelniku, ktery cely lezi v P a jehoz jedna strana je b. Dokazte, Zze soucet obsahi
prifazenych vSem strandm mnohotihelniku P je vétsi nebo roven dvojnasobku obsahu
mnohothelniku P. (IMO 2006-6)
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Uloha 34. Necht S je étverec se stranami délky 100 a L je lomena ¢ara uvniti S,
ktera se neprotind (ani nedotyka). Pfedpokladejme, Ze pro kazdy bod na hranici S
je mozné nalézt bod na L, ktery neni od P dél nez 1/2. Dokazte, Ze je mozné na
L najit dva body X, Y takové, ze |XY| < 1, ale délka L mezi X a Y je alespoii
198. (IMO 1982-6)

Uloha 35. Nechf A je konvexni a omezena mnozina v roviné. DokaZte, Ze existuje
bod O € A takovy, zZe pro libovolné dva body X a Y na hranici A takové, ze O € XY,

1 | XO|

Uloha 36. A finite collection of squares has total area 4. Show that they can be
arranged to cover a square of side 1.

Uloha 37. Several identical paper squares of n different colors are lying on a
rectangular table, with sides of the squares parallel to the sides of the table. Among
any n squares of pairwise distinct colors it is possible to find 2 which can be pinned
to the table using one pin. Prove that all squares of a certain color can be pinned to
the table using 2n — 2 pins. (Rusko 2003)

33



Hinty

Hint 8. Dokazte, ze pokud na potencialni Care fezu lezi dilek, pak tam lezi jesté aspon
jeden.

Hint 9. Ne. Vezméte ¢tyfi rizné barevné body a rozliste dva pfipady podle toho, zda lezi
v roviné, nebo ne.

Hint 10. Promitnéte mnohothelniky na pfimku.

Hint 11. Pro kazdy z mnohothelnikti uvazte ty hodnoty poloméru, pro které prislusna
kruznice mnohouhelnik protina. Co pro tato rozmezi plati?

Hint 12. Hellyho véta.

Hint 13. Vezméte bod na konvexnim obalu, kterému prislusi tthel alespon "7721800.
Hint 14. Vyjadfete fikané pfimku jako bod v roviné a naroubujte na tlohu Hellyho vétu.
Hint 15. Dvakrat vhodné posuiite pivodni body a nakonec jesté néco usetfete.

Hint 16. Uvazte nejvzdalenéjsi dvojici boda.

Hint 17. Hellyho véta.

Hint 18. Uvazte konvexni obaly Cernych a bilych krav, pouzijte Oddélovaci a Caratheo-
doryho vétu.

Hint 19. Projedte stromy od nejmensiho k nejvétsimu a uzaviete cestu.

Hint 20. Nakrajejte mnohotuhelnik mtizkou a vzniklé dilky naskladejte na sebe.

Hint 21. Uvazte dvojici pruse¢ik—piimka s nejmensi nenulovou vzdalenosti.

Hint 22. Dokazte, Ze se parita zkoumaného poctu nezméni, kdyz bod P preleze tsecku.
Hint 23. Na prvni kruznici pfipevnéte kreslici bod a otacejte jim po druhé. Kreslici bod
necht kresli pravé tehdy, kdyz je aspori n&jaky bod na zakédzaném tzemi.

Hint 24. Dokazte tvrzeni nejdiiv pro 75 %, za timto tcelem uvazte ¢tvefice bodu. Pak
vylepsete odhad.

Hint 25. Uvazte graf, jehoz vrcholy jsou malé trojuhelnicky a posledni vrchol je zbytek
roviny. Dva vrcholy jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz prislusné oblasti sdili asecku
s Cervenym a zelenym krajnim bodem. Zamyslete se nad paritou stupnd vrchold.

Hint 26. Rozdélte n-tihelnik na trojuhelniky a obarvéte kazdy vrchol jednou ze t¥i barev
tak, aby kazdy z trojahelnika byl t¥ibarevny.

Hint 27. Vyrobte na obou stranach skoro vsech pfimek trojihelnik. Vezméte nejblizsi bod.
Hint 28. Dva body jdou oddélit od ostatnich dvéma pfimkami. Uvazte konvexni obal a
oddélujte tu lepsi barvu. Pro odhad vSechny body nasypte na pravidelny 2027-thelnik.

Hint 29. Polozte velky obdélnik na Sachovnici se stranou nejmensiho ¢tverecku velikosti
1

5
Hint 30. Dokazte, Zze pocet modrych kruznic prochazejicich dvéma pevné zvolenymi body
je lichy.

Hint 32. Uvaite libovolny rovnostranny trojuhelnik vepsany do té kruznice. Pak jeden
z jeho vrchol vyhovuje. Mozna se bude hodit néjaké geometrické tvrzeni.

Hint 34. Predstavte si postupné kresleni této ¢ary. Po dokoné¢eni (uspokojeni vSech bodit)
jedné strany ctverce budou dvé protéjsi strany nacaté, ale nedokoncené. Z toho musi exis-
tovat cesta k jedné strané a zpatky, ktera bude dlouha 198.

Hint 35. Pro kazdy bod na hranici A uvazte stejnolehlost s koeficientem % Nekoneéna
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Hint 36. Vsechny c¢tverce zmensete tak, aby mély strany zi a soucet jejich obsahii byl
aspon 1. Vymyslete néjaky rozumny postup pokryvani.
Hint 37. Indukce. Uvazte obdélnik nejvice nalevo.
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Combinatorial Nullstellensatz

Stépdn Simsa

Abstrakt. Pfispévek se zaobird velmi pokrodéilou technikou, kterou dava k dis-
pozici véta Combinatorial Nullstellensatz od Noga Alona. Tato véta mluvi o po-
lynomech vice proménnych, tedy o algebraickém objektu, ale pfitom poskytuje
uziteény nastroj na dokazovani tézkych tvrzeni z aditivni teorie ¢isel, teorie grafi,
apod. V tomto textu se vyskytuje nékolik standardnich aplikaci této véty a pfti-
kladt na procviceni.

Uvod

Znacdeni. Zapisem F[z1,...,z,] budu znac¢it mnozinu vSech polynomt s koeficienty
v télese F' s proménnymi x1,...,T,.

Definice. Téleso Z, je mnozina ¢isel {0,...,p — 1}, kde je séitdni a nésobeni defi-

nované modulo p.

Kombinatoricka véta o nulach zhruba fiké, Ze mame-li nenulovy polynom ome-
zeného stupné, tak na dostatecné velké mnoziné nemize nabyvat samych nul. Pro
polynomy jedné proménné se jedna o toto snadné pozorovani.

Tvrzeni. Necht F je téleso a f € F[x] nenulovy polynom stupné t. Pokud S C F
splituje |S| > ¢ + 1, pak
dse S: f(s) #0.

Pro polynomy vice proménnych bychom se mohli pokusit tvrzeni zobecnit asi
takto:

Tvrzeni. Necht f € Flzy,...,z,] a pfedpokladejme, Ze stupen f jakozto polynomu
v proménné z; je nejvyse d;. Déle necht S; je mnozina d;+1 rlznych ¢isel z F. Pokud
flxy,...,x,) =0proxz; € S1,...,2, €Sy, pak f je nulovy polynom.

Tohle tvrzeni sice plati, ale méa zbytecné silné predpoklady — kromé toho, zZe
polynom musi mit maly stupen, tak navic musi mit maly stupen v kazdé proménné.
Nasledujici tvrzeni tento problém fesi.

Tvrzeni (Combinatorial Nullstellensatz). Necht f € Flzi,z2,...,%,] je po-
lynom stupné ¢; + --- + t,. Pokud S1,95,...,5, jsou podmnoziny F' takové, zZe
|Si| > t; + 1 pro kazdé i a pokud je koeficient u xil :Eé? -+ ztn nenulovy, pak existuji

$1 € 51,82 € Sa,...,8, € 5,, pro které

f(s1,82,...,8,) #0.
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Priklady
Piiklad 1. Mgjme body z {0,1,...,m}". Najdéte polynom, ktery vyjde nenulovy
pro bod (0,...,0) a nulovy jinak.

Priklad 2. Nechtf n je kladné celé ¢islo. Uvazujme mnoZinu
S={(z,y,2):x,y,2€ {0,1,...,n},z+y+2 >0}

slozenou z (n + 1)® — 1 bodi tifrozmérného prostoru. Uréete nejmensi mozny pocet
rovin, jejichz sjednoceni obsahuje vSechny body z S, neobsahuje vsak bod (0,0, 0).
(IMO 2007/6)

Piiklad 3. If A and B are subsets of Z,, then
A+ B| > min(p, | 4] + | B - 1).

(Cauchy-Davenport)
Piiklad 4. Let A be a subset of Z,. Then

Hz+ylzyeAz#y} >min(p2|4] - 3).

(Erds—Heilbronn Conjecture)

Priklad 5. Ukazte, ze kazdy multigraf bez smyc¢ek s primérnym stupném vétsim
nez 2p—2 a maximalnim stupném nejvyse 2p— 1 obsahuje p-regularni podgraf (kazdy
vrchol mé stupeni p). (Alon—Friedland—Kalai)

Priklad 6. Let p be a prime and let Sy, .55, ..., S, be sets of non-negative integers,
each containing 0 and having pairwise distinct elements modulo p. Suppose that
>-;(|Si] = 1) > p. Prove that for any elements a1, ...,a; € Zj,, the equation xia; +
Zoag + -+ + xpar = 0 has a solution (z1,...,xE) € S; X --- X Sk other than the
trivial one (0,...,0). (Troi—Zannier’s theorem)

Priiklad 7. Let Hy,..., H,, be a family of hyperplanes in R™ that cover all vertices
of unit cube {0,1}" but one. Prove that m > n.

Priklad 8. Let f1, fa, ..., fr be polynomials in Z,[z1, x2, . . ., z,] with Zle deg f; <
n. Show that if the polynomials f; have a common zero (ci,¢s,...,¢,), then they
have another common zero. (Chevalley—Warning; iKS 4, N6)

Piiklad 9. Let p be a prime and d a positive integer. Prove that for any integer k
there are integers 1,2, ..., 24 such that k = z{ + -+ 2% (mod p).
(Gabriel Carrol)

Piiklad 10. Let G = (V, E) be a graph. For each vertex v € V we are given a bad
set B(v) of positive integers.
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i) Prove that if B(v)| < |E|, then there exists a nontrivial subgraph H for
veV
which deg, (v) ¢ B(v) for any v.
(ii) Now suppose we allow 0 € B(v) as well. Prove that if |B(v)| < § degv for any
v, then we can still find such an H (not necessarily nontrivial).
(Shirazi—Verstrate)

Piiklad 11. Let p be a prime number, and let a1, as,...,ar € Z,, not necessarily
distinct. Prove that for any distinct elements b1, b2, ..., by of Z, there exists a per-
mutation o such that the elements a; + by (1), a2 + bs(2), - - - ar + by(x) are pairwise
distinct.

Priklad 12. Let n > 2 be even and let vq,vs,..., v, € {£1}™ be vectors of length
n such that any v € {£1}" is orthogonal to at least one of the v;. Prove that k > n
and that this estimate is sharp.

Piiklad 13. Let p be a prime, and let G = (V, E) be a graph on a set of |[V| > d(p—1)
vertices. Then there is a nonempty subset U of vertices of G such that the number
of cliques of d vertices of G that intersect U is 0 modulo p.
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Hinty

Hint 1. Za kazdou souradnici ptidejte ¢initel, ktery polynom vynuluje, pokud se soufadnice
rovna jednomu z ¢isel 1,..., m. Polynom bude mit stupen mn.

Hint 2. Dokazte, Ze méné nez 3n rovin nestaci. Jinak pro spor tyto roviny uvazte a sestrojte
pomoci nich polynom, ktery je v§ude nulovy. Kvili bodu (0,0, 0) bude jesté tfeba odeéist
nasobek polynomu, ktery vyrobi nulu i v tomto bodé a nuly v ostatnich bodech nezkazi.
Hint 3. Piipad |A|+|B| > p je jednoduchy. Jinak uvazte polynom f(z,y) = [[.co(z+y—c),
kde C = A+ B, a s vyuzitim Nullstellensatzu najdéte hodnoty = a y, ve kterych polynom
neni i je nulovy.

Hint 4. Polynom z minulého ptikladu f(z,y) = [[.co(z +y — ¢), kde C' je mnozZina ze
zadani, mirné upravte. Potfebujeme, aby ndm Nullstellensatz nenasel jako nenulovy bod
ten, pro ktery plati x = y. Nezapomente ovérit nenulovost koeficientu u vhodného ¢lenu
polynomu.

Hint 5. Uvazte polynom v proménnych z. € {0,1}, které odpovidaji tomu, jestli da-
nou hranu vyberete do podgrafu. Polynom mé vyjit nula, pokud mé kazdy vrchol stupen
délitelny p. Je zase potieba ,zakdzat“, aby Nullstellensatz nasel trividlni feSeni (prazdny
podgraf).

Hint 6. Uvazte nésledujici polynom s vhodné zvolenou konstantou c:

P(x1,...,25) = (a1x1 + -+ agzp)’ ' —14¢ H (1 —s81) - H (zk — Sk)-
0#s1€S5, 0#5s, €Sy

Hint 7. UvaZte pro spor méné nez n nadrovin tvaru » ;- ; a;x; = b; a polynom

m n m n

P(z) = (1) b [ [ = 1) = [TIO . ainwr) — bil.

=1 i=1 1=1 k=1

Hint 8. Viimnéte si, e f1(x)P~! modulo p je vzdy jedna nebo nula. Sestrojte polynom
tak, aby vysSel jedna, pravé kdyz je (z1, ..., zrn) spoleéna nula nasich polynomu (jinak to ma
byt nula), a pak zafidte, aby vySel nula pro bod (ci1,...,cn), aniz by se pokazila nulovost
pro ostatni body.

Hint 9. Uvédomte si, ze {z?} = {5 (d”’_l)}, a prevedte tlohu na piipad d | p — 1. Pak
uvazte polynom, ktery je nulovy, pravé kdyz vyraz ze zadani dava jiny zbytek nez k modulo
p.

Hint 10.

(i) Pouzijte jako proménné polynomu z. € {0, 1} vyjadfujici, zda je hrana v podgrafu vy-
brané. Vytvofte polynom, ktery je nenulovy, pravé kdyZz ma kazdy vrchol nezakizany
stupen. Ten jesté upravte, abyste vyloucili prazdny podgraf.

(ii) Staéi vzit prvni polovinu pfedchoziho polynomu, ale jesté je potieba vhodné zorien-
tovat hrany, aby se kazda zapocitala jen jednou.

Hint 11. Chcete, aby z4dn4 dvojice (a; + x; — aj — ;) nebyla nulové, pokud z; # x;. Tedy
polynom maé vyjit nula, kdykoliv je jeden z Clenii a; + x; — a; — x; nulovy nebo pokud se
né€jaké z; a z; rovnaji.
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Hint 12. Kdo to vyfesi, dostane lizatko ;)

Hint 13. Navrhnéte polynom, ktery pomoci principu inkluze a exkluze pocita, kolik je
hledanych klik s d vrcholy, které obsahuji néjaky vrchol z U. Mize se k tomu hodit definovat
K(I) pro I CV jako pocet klik na d vrcholech, které obsahuji I. Jestli je FeSeni 0 modulo
p pozname umocnénim na p — 1. Pak je potfeba k polynomu jesté néco pficist, aby byla
splnéna podminka Nullstellensatzu o nenulovosti vhodného koeficientu.
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Derivéacie, hladanie extrémov
Jakub ,Xellos“ Safin

Abstrakt. Prispevok ponika sposoby riesenia tloh typu ,dokazte nerovnost*
alebo ,najdite maximum vyrazu“ analyzou funkcii. KIi¢ovou myslienkou je nu-
lovost prvej derivacie, pripadne jej zovSeobecnenia pre vySsi pocet premennych,
ktoré namiesto dokazovania nerovnosti umozni rieSif sustavy rovnic. Metdda
Lagrangeovych multiplikdtorov ¢asto hladanie extrémov touto metédou vyrazne
zjednodusi. Zbezne tiez spomenieme Taylorov rozvoj funkcii jednej premennej a
jeho vyuzitie.

Definicia. Majme funkciu f a bod xg. Ak existuje ¢islo ¢ € R také, Ze
(Ve>0)(35 > 0)(0 < |z —xo| <d=|f(zx)—c| <e), (1)

¢ nazveme limitou f v bode 1z, znac¢ime lim, .., f(z) = ¢. Ak plati ¢ = f(xo),
hovorime, Ze f je spojita v bode xg.

Veta. Aritmetika limit:

o lim, ., (f(2) + g(2)) = limy sz, f(z) + limy s, g(2)
o lim, ., (f(z)g(x)) = limgy_z, f(z) limy s, g(z)
o ak f jespojitd v bode yo = lim, 4, g(x), potom lim, 5, f(g(x)) = limy—,, f(y)

Definicia. Nech f : I — R, kde I je otvoreny interval. Derivaciu f podla x zna¢ime

% alebo f'(z) (ak je jasné, podla ¢oho derivujeme) a definujeme v bode xg € I ako

F(eo) = lim L@ =S @), @)

r—x0 T — Xo
ak tato limita existuje. Druht deriviciu znacime 327{ = f"(x) a definujeme f"(z) =
(f'(x))’, podobne pre derivacie vyssich rddov %f: = f()(z). Mnozinu funkcii, ktoré
maji na I spojité derivacie do k-teho radu, znacime C*(I).
Poznamka. Tichy predpoklad pre existenciu limity: f(z) je definovand pre 0 <
|z — 20| < 0; f(xo) pre limitu definovand byt nemusi, pre deriviciu uz musi. Tento
predpoklad je automaticky splneny volbou otvoreného intervalu I, f'(z) je teda (ak
vSade existuje) zasa funkcia z I do R.

Dalej budeme stéle predpokladat, ze vietko, o ¢om hovorime, existuje; pripady
neexistencie treba vzdy vySetrit osobitne.

Veta. Aritmetika derivacii: ak pravé strany davaji zmysel,
e (f+9) =1+
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e (fg9) = f'g+d'f; $pecidlne (cf)" = c(f')
e (fog)(xzo) = f'(g(x0))g (wo); Specidlne f_'(x) = 1/f'(f-1(x))

Tvrdenie. Ak existuje f'(xg), je f spojitd v bode zg.

Uvedené funkcie a vSetky, ktoré sa z nich daju postavit s¢itanim, nasobenim
a skladanim (napr. 1/f(x) = (1/z) o f(x)) aj ich derivacie lubovolného rddu su na
celom svojom defini¢nom obore spojité.

Veta. Nutnd podmienka extrému: ak existuje f'(x¢) a f(z) mé v bode xg (lokdlny)
extrém, potom f’(xg) = 0.
Ak f’ > 0 na intervale I, f je na [ rasttuca. Ak f’ < 0, je klesajuca.

Pozor, f' = 0 plati v staciondrnych bodoch, ktoré nemusia byt extrémy. Napr.
(22)'(0) = (23)'(0) = (z*)'(0) = 0, ale 2 tam nem4 extrém.

Veta. Postaujica podmienka extrému: ak existuje f'(xo) = 0 a f"(xo) > 0, ma
f(x) v bode z¢ (lokdlne) minimum. Ak f”(z¢) < 0, ide 0 maximum.

Pozor, extrém nie je maximum/minimum! Napr. arctanz nemd extrém, ale
v nekonecnach sa blizi +7. Ak je interval z nejakej strany otvoreny, treba vySetrit
aj hodnoty funkcie v krajnych bodoch, resp. jej limity pri nich.

Taylorov rozvoj

Podstata problému: chceme funkciu f(x) aproximovat okolo bodu zy polynémom
én(z — o). Dobra aproximacia je napr. také, kde ¢\ (zq) = £ (z0) pre j < k.

Tvrdenie. Nech f € C* v zy. Potom pre z okolo z, plati

L2 (o IO *) (7
)= S ey + gt <o et )

kde ¥ je medzi x a xg.

Tvrdenie. Nech f € C* v xy. Potom pre = okolo xg plati

. £) (4 ‘
fy =3 T o g (@)

PR

Taylorov rozvoj sa da vyuzit v kombinatorike. Ak hladdme ¢isla ¢; a pozndme
vhodny rekurentny vztah, mozeme zaviest funkciu f(z) = Y cxz¥; ak najdeme vzo-
rec pre f, staci ho derivovat a dostaneme c;, explicitne.
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Funkcie viacerych premennych

Poznamka. Einsteinovo sumacné pravidlo: sumy nepiSeme, sé¢itame cez opakujuce
sa indexy tak, aby to malo zmysel.

Tenzorovy formalizmus v R™: ak sa cez index neséita, oznacuje n-ticu (vektor)
nejakych objektov, napr. €isel alebo funkcii; zapis z) je rovnaky ako x a g;(zk)
rovnaky ako g(x).

Definicia. Nech f(xy) je funkcia n premennych z;_,. Parcidlnu derivaciu podla x;
znacime ngj, resp. 0; f, a definujeme ako ;TJ;, pri¢om ostatné premenné povazujeme
za konstanty. Vektor parc. derivacii

Vf = (af af) (5)

ox,’ " Oz,
nazgyvame gradient.

Premenné vSeobecne nemusia byt nezévislé. V tom sa lisi klasicka derivacia od
parcidlnej: pri parcidlnej sa tvarime, Ze nezavislé s, pri klasickej (totalnej) musime
zahrnt aj vztahy medzi jednotlivymi premennymi.

Veta. Retiazkové pravidlo: ak f € C!, totalnu derivaciu podla parametra ¢ spoéitame
ako df o
—(zr) = 7—(zr) —(z 6
ar (o) = o (o0 ) (6)

. s oday
Ak premenné st nezavislé (52

= 0 pre j # k), totdlna a parcidlna derivicia
k

teda splyva. Taktiez je Vf kolmicou na mnozinu bodov x, kde f(x) = 0.
Tvrdenie. Nutnd podmienka extrému: rovnako ako pri jednej premennej, ale na-

miesto f/(x¢) = 0 chceme ;Tf(xo) =0.

Veta. Zameny parcialnych derivécii: ak f € C%, potom 9;0; f(xx) = 0;0; f (zk).
Definicia. Mnozina M je otvorend, ak (Vxo € M)(36 > 0)(|Jz —xo| < § = x € M).

Tvrdenie. Nech M je mnoZina popisand ststavou ostrych nerovnosti g;(xy) > 0 <
x € M. Potom je M otvorena.

Mnozinu OM bodov, pre ktoré plati g;(zx) = 0 pre nejaké j, nazgvame hranicou
M.

Tvrdenie. Zdola obmedzend funkcia na obmedzenej M UJM nadobtida minimum;
na M ho moze nadobudat len v lokdknych extrémoch. Podobne pre maximum.

Lepsie ako extrémy st odhady zhora / zdola. Funkciu f(xy) spojiti na M UOM
odhadneme napr. zdola ako minimum z:

e f v lokalnych extrémoch;
e minima f na OM,;
e ak je M neobmedzend, vhodnych limit f v nekonecne.

(Ak je f spojitd na M, ale nie na jej hranici, zvyCajne ide na hranici do +00.)
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Viazané extrémy

Definicia. Majme zobrazenie g;(zy) : M — N (M, N C R™). Jacobiho maticu Vg
definujeme ako

991 991
9 oz, o Oz,
g . .
(Voe=oZ=| © - ™)
k dgn dgn
oz, o Oz,

a jej determinant |Vg| voldme jakobidn.

Veta (O implicitnej funkcii). Nech M je mnoZina bodov (x,y) popisand pod-
mienkou g;(xx,y) = 0 (j,l = 1.m,k = 1.n) a g; st C' v bode (xo,yo). Nech
|Vyg| # 0 v tom bode. Potom na okoli toho bodu existuje C! funkcia y(x) (m-tica
funkcii y;(xr)) taka, ze (x,y(x)) tiez popisuje M a plati

dy; _1 991
871:2(’(073’0) = —(Vyg)jllaf%(Xo,yO); (8)

~! oznaduje inverznt maticu.

Na mnozinu M sa dé pozerat ako na n-D objekt v n + m-D priestore; ﬁgj
popisuju vektory kolmé na tento objekt v danom bode. Ak m& mat funkcia lok.
extrém na M, smie mat nenulovi len ,derivaciu kolmo na M*, teda jej gradient sa
musi dat vyjadrif len pomocou vektorov kolmych na M. To formalizuje nasledujtca
veta.

Veta (Lagrangeove multiplikatory). Nech M je mnozina dand ststavou m < n
rovnic g;(zx) = 0, kde g; € C*. Nech st Vg; linedrne nezavislé. Ak f(zx) € C! ma
v bode xg € M extrém, existuja \; také, ze

I

ﬁf(XO) = )\jﬁgj(X()) Txk = ]81‘k . (9)

Uzito¢ny $pecidlny pripad pre m = 1: ak st f aj g v separovanom tvare f(xy) =
fe(zk),0 = g(xg) = gr(xr) = 0, potom definujeme % = h; a v lok. extréme plati
Ik

Priklady

Vzdy treba vySetrit aj hranicu a pripadné limity v nekonecne!

Analyza sa dobre kombinuje s viac high-level trikmi. Napr. derivacie + indukcia,
prechod k lepS§im premennym + analjyza, najprv odhad zndmou nerovnostou a potom
analyza, najprv analyza a potom odhad zndmou nerovnostou, cyklické sucty vsade
kde sa da...

Cvicenie 1. Zderivujte:
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223 + 4 + 42 — T2?%; aké maja korene?

ZD

o
* Ty z)n, k-krat

e z(lnx —1)

e y = 2% dvakrat; kolko je 3" — 4y’ + 4y?
e tanxw

Cvicenie 2. Najdite extrémy vyrazov:

1
$+5
Inx
x

_x
(I4z)®
cosx + sinx
arcsin

2x
1422
Uloha 3. Pre kazdé n > 2 a Tubovolné z;, > 0;k = 1...n dokazte Zk 1 xk kxy +
BED
(vyberko 2013)

z%—22%43

Uloha 4. Najdite minimum a maximum vyrazu T

(brilliant.org)

Uloha 5. Najdite minimum vyrazu 2a + b+ ¢ pre a > 3,ab + bc + ca = 16.
(KK MO A 2015)

Uloha 6. Pre a > 1,a + b+ ¢ = 0 najdite minimum vyrazu > — 3abc.

('yr

(vyberko 2012)

Uloha 7. Prez +y+ 2z =12 a 2% + y? + 22 = 54 dokdzte 9 < xy, yz, zx < 25
(CK MO 2011)

Uloha 8. Pre (a+b)(b+ c¢)(c+a) =1 dokdzte nerovnost ab+ bc + ca < 2.
(TRIKS)

Uloha 9. Nijdite maximum vjrazu % pre z,y,z > 0.
(brilliant.org)

ab2+bcz+ca2

Uloha 10. Najdite maximum vyrazu @rbro)?

(brilliant.org)

<1

Uloha 11. Pre abc = 1 dokézte nerovnost chc 1+a+b <

(TRIKS)

Uloha 12. Pre dané n,c a podmienku Zx% = ¢ najdite maximum a minimum
vyrazu Y ka}.

(brilliant.org)

Uloha 13. Pre a,b,c>0a%—i—%—&-%:a—!—b—i—cdokéﬁte chcm < 1—?’6.

(IMO 2009 shortlist)
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Uloha 14. Pre a,b,c > 0 nijdite minimum vyrazu (a + %)10, ak:

cyc
a)a+b+c=1

b)a?+b*+c? =1

(brilliant.org)

Uloha 15. Pre a,b,c # 1 a abc = 1 dokazte nerovnost chc ﬁ > 1.

(IMO 2008)
Uloha 16. Pre z;, > 1 dokézte > 1+1mk

2 1+(le:..xn)1/" .
(IMO 1998 shortlist)

Uloha 17. Pre abc = 1 dokézte nerovnost Deye VI+16a? >3 +4(a+b+ ).
(MEMO 2012)

Uloha 18. Najdite vietky p > 0 také, Ze v/a2 + pb2+ /b2 + pa® > a+b+(p—1)Vab
plati pre vsetky a,b > 0.

(CK MO 2013)

Uloha 19. Mame pravidelny 2n-uholnik s oéislovanymi vrcholmi. Jeho vrcholy
rozdelime do n dvojic a vrcholy v kazdej dvojici spojime tseckou tak, aby sa ziadne
dve nepretli. Kolkymi spésobmi sa to d4 spravit?

(folklér)

Uloha 20. Mame n krabic, kazda obsahuje niekolko kvetov rovnakej farby; rozne
krabice obsahuju kvety roznych farieb. Kolkymi spésobmi vieme vybrat 21 kvetov,
ak n = 3 a krabice obsahuju 23, 18 a 15 kvetov?

(Codeforces)
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Hinty

Hint 3. Dokézte, Z¢ minimum funkcie z* — kz je 1 — k.

Hint 4. Nutna podmienka, vSimneme si znamienko derivacie okolo extrémov alebo osobitne
skontrolujeme limitu v +oo.

Hint 5. L.M. na mnozine a > 3, zistime ze extrém neexistuje. Dosadime a = 3 a zasa L.M.
Hint 6. Pre pripad a # b # ¢ zoberme konst. b a ¢ = —a — b, nutnd podmienka + cyklicka
zémena a, b, ¢ d4 ststavu rovnic, ktoré vieme s¢itat a vyuzit a + b + ¢ = 0. dalSie pripady
(vratane a = 1) ida podobne jednoducho.

Hint 7. Ucebnicova tloha na Lagrangeove multiplikatory. Casework odpada, lebo funkcie
Yy, yz, zx urtite nadobidaji maximum aj minimum.

Hint 8. Prechod k premennym = = a + by, z...; 2abtbetea) Y=t LM. dé (s —

oz
2x)r = X pre s = ¢ + y + 2z, dve premenné st teda nutne rovnaké. Pre y = z potom

z (2y — z)x = xy = X dostaneme y = x.

Hint 9. Surovo umlétit parc. derivaciami alebo dehomogenizacia (menovatel = 1) a L.M.
Hint 10. Nutnd podmienka. Lokalny extrém nie je maximum, treba vysetrit hranicu (napr.
c=0).

Hint 11. Odhad zhora pomocou AG nerovnosti na a + b, prevedieme na separovany tvar.
L.M. daja funkciu h(z) = ﬁ pre © = +/a, ktord najprv rastie a potom klesd, preto
binv a = ¢; h(a) = h(b) d4 a = b alebo ab = 4, ¢o sta¢i dosadit do vizby.

Hint 12. L.M. daja kx, = A, priamociaro dosadime za xj a upravime, vychadza taky
skaredy vysledok ¢*/2 (Z k—lz) ~1/2 Alternativou je x, = 0 pre lubovolné (aj viac) k, ¢o ale
nezlepsi minimum.

Hint 13. Pridajme premennt s = a+ b+ ¢, L.M. funguji dobre na lavi stranu ako funkciu
4 premennych.

Hint 14. L.M. dajt h(z) = 10 (1 — %) (z + %)9, v Casti b) este deleny 2x. Derivovanim
zistime, Ze na RT je rastica, teda musi a = b = c.

Hint 15. L.M. daju h(x) = % = —2)\. Dosadime do nerovnosti zo zadania: (a + b +
c—3) > 3. Ako sa d& X vyjadrit z h(a)h(b)h(c)? Akd podmienku dostaneme po dalsom
dosadeni do nerovnosti zo zadania?

Hint 16. Ak drzime [] z konstantny, L.M. hovoria, Ze z st rovnaké. D4 sa aj indukciou
- ak st zy neklesajuce [ zx konStantny a m z-iek je rovnakych, aka je derivacia podla z,?
Hint 17. L.M. dajd h(z) = z — 11% pre x = %‘1, ¢o najprv rastie a potom klesa, preto
bunv a = ¢. Dosadime do povodnej nerovnosti, dvakrat roznasobime, vyuzijeme b = % a
prevedieme na P(a) > 0 pre vhodny polyném P (5. stuptia). P(1) = P/(1) = 0, preto ma P
dvojnasobny koreti a = 1; po vydeleni (a — 1)2 dostaneme polyném s kladnymi koeficientmi.
Hint 18. Derivujeme podla p, dokédzeme, Ze derivacia > 0 pre p = 3 a Ze nerovnost plati
pre p = 3 (nerovnost medzi priemermi na (v/a + v/b)2, potom sta&i roznasobovat).

Hint 19. Catalanove ¢isla. Dosadenim rekurencie vidime stcin polynémov a kvadraticka
rovnicu, oplati sa derivovat x f(z) namiesto f(z).

Hint 20. Nech ¢y, s je pocet sposobov, ako vybrat s kvetov z prvych k krabic a k-t4 obsahuje

min(py,s)
=0

« o 1
, na ¢o treba rozvinut = Taylorom.

.. s s 1—gPrT1 ,
Ck—1,s—j; popisuje sucin funkcii 1=2® 7  Hladéme

pr. kvetov. Rekurenciu ci s = > [

koeficient pri 22
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