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ARITMETICKE VLASTNOSTI POLYNOMOV

FILIP SLADEK

ABSTRAKT. Venujeme sa polynémom nie z analytického, ale z algebraic-
kého hladiska. Teda sa na ne nepozerame ako na funkcie, ale ako na mno-
Zinu vybavenou operaciami s¢itania a ndsobenia, ¢o nAm umoziuje skiimat
vlastnosti ako rozklady na stcin a ireducibilita, nasobnost korernov, celo-
¢iselnost koreniov a iné €& uz teoreticko ¢iselné, alebo algebraické otézky.

Kecy kecy, bla bl bla. Velmi nas to zajimé a vas urcité taky. Proto si fekneme
i néjaka tvrzeni.
Definicia. Vyrazom f(x) = a,2"+a,_ 12" 1 +---+ap € X[z] budeme v tomto
texte rozumief, Ze polyném f premennej x m4 koeficienty z mnoziny X.
Definicia. Polyném f(z) = a,2™ + ap_12" ! + -+ + ag sa nazyva monicky,
ak a,, = 1.
Definicia. Polyném f(z) = a,2" + a,_ 12" ' + .-+ + ag € X[z] nazveme
ireducibilng nad Y, kde X C Y, ak sa f(z) nedd napisat ako suéin dvoch
polynémov z Y'[z] takych, Ze oba nedelia jednotku (napr. 5-z je reducibilny nad
7).
Definicia. Majme polyném f(z) = >.I a;z'. Derivdciou f(z) nazveme poly-
ném g(x) = > i i x a;xt L
Veta. Ak f(z) = ana™ +ap_12" 1+ +ag € Z[x] a raciondlne ¢islo c = £ je
koren f(z) (pricom (p,q) =1), takp| ao a q| an. Teda ak je monicky, c € Z.
Veta. Nech f(x) = apz™ + an_12"" 1 + -+ + ag € Z[z], raciondlne ¢islo c = 2
je koren f(x) (pricom (p,q) = 1) a nech g(z) = b,_12" 1 +---+by € Q je taky,
ze f(z) = g(z)(x — E). Potom g(x) € Zz].
Lemma (Gaussova lemma). Ak f(z) € Z[z] je ireducibilng nad Z, potom je
ireducibilng aj nad Q.

Veta (Eisensteinovo kritérium). Nech f(z) = apa™+an_12" "+ -+ag € Z[z],
p € P a plati

(1) ptan,
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(2) pla; prei=0,1,...,n—1,
(3) p* 1 ao.
Potom f(x) je ireducibilng nad Q.

Veta. Nech f(2) = ana™ +an,_12" 1 +---+ag € Flx], kde F je pole (pre nase
potreby Q,R,C,Z,). Polynom f(x) md viacndsobny koreri pvk je sudelitelny so
svojou derivdciou.

Veta (Lagrangeova interpoldcia). Majme zadangch n bodov s réznymi x-ovyms
stradnicami (x1,y1), - . -, (Tn, yYn). Ezistuje prdve jeden polynom stupria n, ktory
nimi prechddza, a to

P =3 11 =0

i=1  1<j<ni#j

Veta. Nech f(z) = apz™ +an_12" "'+ 4 ag € Flz], kde F je pole (pre nase
potreby Q,R,C,Z,). Polyndm f(z) md najviac n koreriov. Preto napr. kongru-
encia f(x) =0 (mod p) md najviac n navzajom nekongruentnych riesend.

Lemma (Schurova lemma). Ak P € Z[x] je nekonstantnyg, potom mnoZina
A={peP|IneN:P(n)#0A=p|P(n)} je nekonecnd.

Z00
Definicia. Polyném P(x) = an,z™ + --- + a9 # 0 sa nazyva reciproky, ak
A; = Qp—j-
Veta.

(1) Reciproky polynom P(x) stupria 2n sa dd napisat P(z) = 2" R(z), kde
z=1x+1 a R(z) je polyndm stupria n.

(2) Ak ag # 0, tak P(x) je reciproky pvk P(x) = 2" P(1/x).

(8) Kazdy reciproky polynom nepdrneho stuptia je delitelny x + 1 a podiel
je reciproky polyndm pdrneho stupmna.

(4) Ak 0 # a je koren, potom aj % je koren.

Definicia.
(1) Polyném P(z,y) sa nazyva antisymetricky, ak P(x,y) = —P(y, ).
(2) Polyném P(z,y, z) sa nazyva antisymetricky, ak pri kazdej zdmene pre-
mennych sa zmeni znamienko.

Veta.
(1) Antisymetricky polynom P(z,y) sa dd napisat P(x,y) = (x —y)R(x,y),
kde R(z,y) je symetricky.
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(2) Antisymetricky polynom P(x,y, z) sa dd napisat P(z,y,z) = (x—y)(y—
2)(z —z)R(x,y, z), kde R(x,y, z) je symetricky.
(3) Ak je P(x,y) symetricky a x —y | P(z,y), potom (x —y)? | P(z,y).

HURA NA PRIKLADY!
Pytagoriada.
Uloha 1. P(z) € Z[z] a 3| P(k), P(k+1), P(k+2). Potom 3 | P(m) pre vietky
m € Z.
Uloha 2. Dokaz, ze 1 + /1! + 2%/2! + --- 4+ 2™ /n! nem4 nasobné korene.
Uloha 3. Nech P(z) € Z[z] je monicky stuptia n a k,m € N. Dokaz, ze ak
kazdé P(k),..., P(k+ m) nie je delitelné m + 1, potom P(z) nem4 koreii v Q.
Uloha 4. 22" — 222"~ + 32272 — ... — 2nx + 2n + 1 nemad realny koreii.
Uloha 5. Majme a, b, ¢ redlne. Ak ich sacet, stéin aj ab + bc + ca st kladné,
potom a, b, c > 0.

Uloha 6.

(1) Aké modzu byt a,b, ak plati (x — 1) | az* + ba® + 17

(2) Ukaz, ze (z —1)? | na" — (n+ 1)a™ + 1.
Uloha 7. Dokaz, 7e k | n < z¥ —a* | 2" —a", kde a, k,n € N a delenie napravo
myslime v zmysle polynémov v Z[z].
Uloha 8. Nech a,b,c,d € Z, bc je parne, ad neparne. Potom az? + bz? + cx +d
ma iracionalny koren.
Uloha 9. Nech P(z) € Z[x] je monicky. Ak v $tyroch réznych celych &islach
ma hodnotu 5, potom neexistuje celé ¢islo s hodnotou 8.

Uloha 10. N&jdi vietky (m,n) € N? také, ze 1+x+---+2™ | 142"+ - -F2™".
(USAMO 1977/1)

Uloha 11. Nech P(z) € Z[z]. Dokaz, ze ak v troch celych ¢islach ma hodnotu
—1, potom nema celociselny koren.

Uloha 12. Nech P(z) € Z[x]. Ak P(0) aj P(1) st nepéarne, potom nem4 celo-
Ciselny koren.

Uloha 13. Urdi a, b, ¢ tak, aby kazdy z polynémov ax? + bx + ¢, cx? + ax + b,
bx? + cx + a mal dva redlne korene.

Uloha 14. Ries y* + 4y — 11y% + 4oy — 8y + 822 — 40z + 52 =0 v R.

Uloha 15. Nech P € Z[z] je monicky s nenulovym koeficientami a celo¢iselnymi
navzdjom roznymi koretimi. Dokéz, ze ak st korene po dvoch nesudelitelné, tak
(a1,a0) = 1. (Rusko 2004)
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Olympiada.
Uloha 16. Dokaz tvodné vety.

Uloha 17. Existuje mnozina bodov v priestore, ktora pretina kazda rovinu
v kone¢nom nenulovom pocte bodov?

Uloha 18. Pre vsetky polynémy P(x) stupiia aspoii 2 existuje polyném Q(x)
taky, ze P(Q(x)) sa d& napisat ako siéin nekonstantnych polynémov. Vsetko
robime nad celymi ¢islami.

Uloha 19. Ak a, b st dva korene z* + 22 — 1 = 0, potom ab je koren x° 4 z* +
23— 2?2 — 1. (USAMO 1977/3)

Uloha 20. Ak a; € Z st rozne, potom (x —ay)--- (v — a,,) — 1 je ireducibilny
nad Z.

Uloha 21. Dokaz, ze P(z) =1+ 2 + 22/2! + --- + 22" /(2n)! nema koreii v R.

Uloha 22. P(x) € Z[z] a n € N je neparne. Ak pre zy,...,z, € Z plati
xi+1 = P(x;) cyklicky, potom st vSetky x; rovnaké.

Uloha 23. P(x) € Z[x] a a,b,c € Z st r6zne. Potom nemdze byt naraz P(a) =
b, P(b) = ¢, P(c) = a. (USAMO 1974/1)
Uloha 24. Nech 2" +a, 12" '+ ---+ajx+1= P(z) € ZS’ [x] m& n redlnych
korenov. Ukéaz, ze P(2) > 3".

Uloha 25. Pre vietky nenulové P(z) € Q[z] existuje nenulovy Q(z) € Q[z]
taky, ze P(z)Q(z) = asz*+azx3+asz®+- - -+a,zP mé iba prvociselné exponenty.
Uloha 26. Nech 0 # a,b,c € Z s také, ze ¢+ % +5,2 47 —1—3 € Z. Potom
lal = [b] = |¢].

Uloha 27. Nech P € Z[z] a pre n € N je P(n) > n. Majme postupnst z; =
1 a x;y1 — P(x;). Pre kazdé m existuje ¢len postupnosti delitelny m. Dokéz
P(z)=z+1. (Iran TST 2004)

Uloha 28. zP~! + ... 4+ 2 + 1 je ireducibilny nad Q.

Uloha 29. P(z) € Z[z]. Definujme postupnost nasledovne: o = 0 a 2,41 =
P(z;). Ak 3n € N také, Ze x,, = 0, potom P(0) = 0 alebo P(P(0)) = 0.
(PUTNAM 2000)

Uloha 30. P,Q € Z[z], kde (P, Q) = 1. Dokaz, ze postupnost a,, = (P(n),Q(n))
je periodicka.
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IMO.
Uloha 31. Nech a,b,c,d,e,f eNaS=a+b+c+d+e+ f.
S|abc+def NS |ab+bc+ca—de—ef — fd= S gPU{1}.
(Shortlist 2005 N3)

Uloha 32. Nech P(z) € Z[z] mé4 stupeti d. Nech p € P, P(0) =0, P(1) =1a
pre vietky n € N ddva P(n) zvySok 0 alebo 1 po deleni p. Dokaz, ze d > p — 1.
(IMO 1997 Shortlist)

Uloha 33. Ak P,Q € Z[z] st monické, nekonstantné, ireducibilné také, ze pre
vSetky dostato¢ne velké n majiu P(n), Q(n) rovnakd mnoZinu prvociselnych
delitelov, tak P = Q.

Uloha 34. Nech P(z) € C[z] je stupiia n a vietky jeho korene lezia na jed-
notkovej kruznici. Uk4z, Ze aj korene polynému 2z P’(x) — nP(x) mé korene na
jednotkovej kruznici.

Uloha 35. Nech P(z) € Z[z] je stupiia aspon 2 a k € N. Doka#, ze polyném

P(P(...P(x)...)) —z ma najviac n celoCiselnych korefov. (IMO 2006/5)
———

k-krét
Uloha 36. Pre ktoré k plati: ak P € Z[z] splia0 < P(0), P(1),..., P(k+1) < k,
tak P(0) =---=P(k+1). (IMO 1997 Shortlist)

Uloha 37. Ak P € Z[z] je nekonStantny a n,k € N, potom Ja € N, 7e kazdé
P(a),P(a+1),...,P(a+n— 1) mé asponi k roznych prvociselnych delitelov.
(Bulharsko)

Uloha 38. Ak F je podiel dvoch realnych polynémov a F(n) € N pre nekonecne
vela celych ¢isel n, potom F je polyndm.

Uloha 39. Dokéz, ze ak 1 < n € Z, potom P(x) = 2" +52" 1 +3 je ireducibilny

nad Z. (IMO 1993/1)
Uloha 40. Najdi vietky polynémy P(x) = a,2™ + ap_12" "' + -+ a1z + ap
(an # 0) také, ze (ap,a1,...,a,) je permutacia (0,1,...,n) a vSetky korene
P(z) sav Q.

Uloha 41. N4jdi vietky polynémy P(z,y) s nasledujicimi vlastnostami:
(1) P(tx,ty) =t"P(x,y) pre vSetky n e Na t,z,y € R,
(2) P(b+c,a)+ P(c+a,b)+ P(a+b,c) =0 pre vietky a,b,c € R,
(3) P(1,0) = 1.
(IMO 1975/6)
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Uloha 42. Nech Pi(z) = 2% — 2 a P;(z) = P1(Pi_1(x)). Dokaz, Ze pre n € N
v8etky korene polynému P, (x) — = st redlne a rozne. (IMO 1976/2)

Uloha 43. Majme nekonstantny P(z) € Z[z]. DokaZ, Ze neexistuje funkcia T
z celych do celych cisel taka, ze pre kazdé n € N sa pocet celociselnych rieseni
rovnice T"(x) = x rovnd P(n) — kde myslime n-tt iteraciu 7.

Hint

1.

Hint 2.
Hint 3.
Hint 4.

Hint 5.
Hint 6.

Hint

7.

Hint 8.
by musel mat celo¢iselné korene, spor.

Hint 9. Q(z) = P(z) — 5.

Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint

10.
11.

12.
13.
14.
15.
17.
18.
19.
21.

kladné.

Hint
Hint
Hint
Hint
Hint

22,
23.

24
25

26.

(IMO 2009 Shortlist N5)
HINTY K ULOHAM

a—"b| P(a) — P(b).

Derivacia.

Racionalne korene s celociselné.
Vynésob rovnicu z.

Vietove vztahy.

Derivécia.

Pozname korene oboch polynémov.

Substiticiou y = ax dostaneme monicky polyném v premennej y, ktory

Vieme obe séitaf.

P(z) = (x—a)(x —b)(x —c)Q(z) — 1.

Ak a € Z je koreni, potom —aQ(a) Z (1 — a)Q(a) (mod 2).
Diskriminanty.

Kvadraticka rovnica.
Vieta.
Vezmi mnozinu bodov tvaru (P(t), Q(t), R(t)).

Q(z) —z | P(Q(z)) — P(x). Co ked Q(z) = x + P(x)?
Vietove vztahy.

P(r) m4 minimum a P(z) = P'(x) + 2%"/(2n)!, preto minimum je

x—y| P(x) = P(y).
z—y| P(x) = P(y).
. Faktorizuj (korene st kladné) a odhadni pomocou AG.

. Linearne nezavislé rovnice.

z—y| P(x) = P(y).
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Hint 27. 241 — @ | T2 — Tht1-

Hint 28. P(x) je ireducibilny pvk P(x + 1) je ireducibilny. Potom Fisenstein.
Hint 29. 2 —y | P(xz) — P(y).

Hint 30. Bezout.

Hint 31. 2 —y | P(x) — P(y).

Hint 32. Lagrangeova interpoldcia a E;Ljol (—1)’("?1)1’3(2) = 0.

Hint 33. Gauss = ireducibilné nad Q.

Ak sa nerovnaju, st nestdelitelné v Q[x].
7 Bezouta dostaneme spor so Schurom.

Hint 34. Napis skiimany polyném v tvare si¢inu, uprav ho ako sumu a predel
P(z).

Hint 35. Pre korene plati, ze |z —y| = |P(z) — P(y)|. Stadi pouzit « — y |
P(z) — P(y) = |z —y| < [P(z) — P(y)|.

Hint 36. Skumaj polyném Q(z) = P(x) — P(0).

Hint 37. Schur zabezpedi, ze sa to d pre fubovolne velké k, a Cinko zvysok,

7e k nemu najdeme konkrétne a.

Hint 39. Pre spor rozober 2 pripady podla toho, ¢i oba faktory maja stupen
aspon dva alebo nie.

Hint 41. Ponajprv P(z,y) = (z — 2y)Q(z,y), kde Q(z,y) = Q(2y,x —y) =
Q(2x —2y,3y —x) =+, teda Q(z,y) = c(z + y)" — 1.
Hint 42. z(t) = 2cost.

Hint 43. Pozri sa na pocet takych rieseni 7% (z) = x, Ze k je pre ne najmensie.

LITERATURA

1] Arthur Engel: Problem Solving Strategies

2] Andreescu, Dopinescu: Problems from the BOOK
3] Yufei Zhao: Integer Polynomials
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POSLOUPNOSTI V TEORII CISEL

MICHAEL ,MAJKL* BILY

ABSTRAKT. Prfispévek slouzi k procviceni zndmych i méné znadmych po-
stupt pfi Feseni problému z teorie ¢isel, ve kterych vystupuji posloupnosti.
Zaroven vyklada nékterd tvrzeni a véty, kterad se pri feseni pouzivaji.

Obecné se rozhodné neda Fict, kterd metoda se na ulohy tohoto typu pou-
ziva. V této oblasti je vSak nemadlo zbrani. Takovou zbrani mutze byt napfiklad
nasledujici véta.

Véta. Méjme rekurentni rovnici

m
Z arYnik = 0.
k=0

Pak polynom A(x) = >\, axz® nazveme charakteristickym polynomem dané
rekurentni rovnice. Necht \; jsou kofeny ndsobnosti «; pro i € {1,2...d} cha-
rakteristického polynomu, pak posloupnosti

Nl {nAT S s {n(n=1) (= ai + DA RS,

splnugi rekurentni rovnici ZZ;O akYntk = 0.

Kdy# si je navic oznacime jako {bE}> | pro k € {1,2...,m}, pak kaZdé
Fesend této rekurentni rovnice dostaneme jako yn, = >, CibE pro néjaké Cy, €
R. Navic — pokud nékterou z posloupnosti {bk1% | vynechdme, néjaké reseni uz
nelze takto vyjdadrit.

Pokud mame y2 néjaké Teseni rekurentni rovnice Z?:o axYn+k = Pn, pak
vsechna Tesent této rovnice dostaneme jako y, = yb + >, CbE.

Musime ale upozornit, ze vyjadieni rekurentni posloupnosti explicitné pomoci
predchozi véty nemusi vzdy pri feSeni pomoct, ¢asto se tim spiSe dostaneme do
slepé ulicky. Nékdy je to také zbytecné slozitd metoda na pfili§ jednoduchou
tlohu.

Definice. Rekneme, Ze operace @ je komutativni, pokud a © b = b @ a, asocia-
tivni, pokud (a ®b) ®c=a® (b c).
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Mnozinu G s operaci @ nazveme komutativni grupou, pokud pro vsechna
a,be G yplati a ® b € G, @ je komutativni, asociativni, existuje jednotka e € G
tak, Zze a @ e =a a pro kazdé a € G existuje c€ G, zZe a B c = e.

MnozZinu T s operacemi @, ® nazveme komutativnim télesem (déle jen téle-
sem), pokud T s operaci @ je kom. grupa s jednotkou 0 a T\ {0} je kom.
grupa s jednotkou 1, a navic plati distributivita téchto operaci: a ©® (b @ ¢) =
(a®b) D (a®ec).

AcC se to nezd4, teorie kolem téles, grup a okruhi se da dost ¢asto v teorii
¢isel vyuzit. Vice na prednasce. Uvedeme si ale jednu vétu, kterou v tilohéach
pouzijeme.

Véta. Eristuje téleso o ctyrech prvcich.
Nasledujici véta je spise lehka a mozna i zfejma, presto je dobré ji znat. Navic
ji v prikladech pouzijeme.

Véta. Méjme m a n nesoudélnd prirozend cisla, pak vSechna cisla vétsi nez
(m —1)(n — 1) dostaneme jako am + bn pro néjakd piirozend c¢isla a a b.

Pozndmka. Je (m —1)(n — 1) posledni ¢islo, které se takto vyjadiit ned4?
Véta. Necht y je kofenem polynomu ax? + bz + ¢, pak druhym kofenem je
b

—C — _y_b
== Yo

Vyuziti této véty se iika Vieta jumping a je to relativné nova metoda, casto
v kombinaci s nekoneé¢nym sestupem tvoifi mocnou zbran.

Definice. Cislo n nazveme bezétvercové, pokud p? { n pro viechna p € P.

Definice. Mdbiova funkce je zobrazeni p: N — {—1,0,1} definované

1, pokud n = 1;
pn =< (=1)*, pokud n je soucin k riiznjch prvocisel;
0, pokud n neni bezctvercové.

Véta (Mobiova inverzni formule). Necht G = (G,+) je komutativni grupa a
H,h: N — G zobrazeni. Pak

H(n) = Z h(d) pro vSechna n € N
dln
praveé tehdy, kdyz

h(n) = Z,u(d)H (%) = Zu (%) H(d) pro vsechna n € N.

d|n dln
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Pozndmka. Soucin ab v predchozi vété chapeme jako b+ b+ --- + b, a-krat pro
a €N, jako 0 proa=0a (=b)+ (=b) + -+ (=b), (—a)-krét pro —a € N.
Véta (O feSeni Pellovy rovnice). Rovnice

22 =Dy’ =1

md pro D # d? nekonecné mnoho feSeni. Pokud je (p,q) veseni takové, Ze
p+ qV D je nejmensi, pak vSechna ostatni feseni jsou tvaru

<<p+q\/5>”+<p—q¢5>" <p+q¢5>”—<p—q\/ﬁ>">.

2 ’ 2v/D

HURA NA PRIKLADY!

Uloha 1. Oznaéme s(n) ciferny soucet ¢isla n. Mé&me n takové, ze 3 { n.
Dokazte, zZe existuje prirozené ¢islo m takové, ze Vk > m: k se vyskytuje v po-
sloupnosti {s(kn)}%2 ;.

Uloha 2. Pokud existuje posloupnost a,, pfirozenych ¢&isel spliiujicich

an—1 +n
an = )
n

pak 3|k — 2.
Uloha 3. Necht
ap =0, a1 =m, apnt1 = mQan — Qp_1-
Dokazte, ze pokud dvojice (a,b), a < b spliiuje rovnici
a® 4+ v? )
=m y
ab+1

pak je tvaru (an, Gpi1)-
Uloha 4. Necht
zo=1, 21 =4, Tnyo = 3Tn+1 — Tn,
Yo=1 41 =2, Unt2 = 3Ynt1 — YUn-
Dokazte, ze pokud dvojice (a,b) spliiuje a® — 5b% + 4 = 0, pak je tvaru (z, y ).
Uloha 5. Necht a,b € N a
ug =1, upy1 = auy + b,

dokaz, Ze posloupnost obsahuje nekoneéné mnoho slozenych ¢isel.
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Uloha 6. Necht
Y1 =vy2=1, Yny2 = (4k = 5)Yp41 — yn +4 - 2k.
Najdéte k£ € N tak, aby kazdy clen této posloupnosti byl ¢tverec pfirozeného
¢isla.
Uloha 7. Nechf posloupnost je definovana
ay =8, ag =8, apt2 = 3ant1 — an +5(—1)".
Dokazte, ze pokud je a,, prvocislo, pak n je mocnina 3.

Uloha 8. Nechf posloupnost je definovana

2 2
6a; _ian—3 — 8an—_1a;_,
a1 =1, as =2, a3 =24, a, = .
Gp—20p_—3

Dokazte, Ze a,, je pFirozené &islo a n | a,, pro vSechna n € N.
Uloha 9. Definujme posloupnost

1 <~ /n+1
By=1, B, = — > By.
0T n+1k_0< k ) F

Dokazte, ze

B2n+ Z 11)

p€EP
p—1|2n
je celé.
Pozndmka. Cislim B,, z predchozi tilohy se iika Bernoulliho.

Uloha 10. Definujme posloupnost

2

Dokazte, ze obsahuje nekone¢né mnoho sudych i lichych ¢isel.

3
a; = 2, Ap+1 = \‘anJ .

Uloha 11. Necht a; = 1111, ay = 1212 a3 = 13'3, a
ap = |an-1 — Gp—2| + |an_2 — an_3|-
Najdéte aqq1a.
Uloha 12. Definujme posloupnost
29 € 10,1], Tpt1 =1—|1 — 22,

Dokazte, ze posloupnost je periodickd pravé tehdy, kdyz x( je racionalni.
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Uloha 13. Necht z7 a a2 jsou nesoud€lnd prirozena cisla. Pro n > 2 definujme
Tn+l = TnTp—1 + 1.

(1) Dokaizte, ze pro kazdé i > 1 existuje j > i takové, ze x} déli 7.

(2) Je pravda, ze x1 musi délit :rg pro néjaké j > 17
Uloha 14. Nechf n > 6 je piirozené &slo a ai,as,...,a; jsou pfirozena ¢isla
mensi nez n a s n nesoudélna. Pokud

g — a1 =a3 —ag =+ =ag — ax—1 > 0,
dokazte, ze n je prvocislo nebo mocnina dvojky.
Uloha 15. Definujme a; =i proi € {0,1,...,p— 1}, kde p je néjaké prvocislo.
Dale
ap = Ap-1 + Qp—p-

Najdéte zbytek po déleni p cisla aps.

Uloha 16. Posloupnost {a,,}°°; je definovina
2" = Z Qq.
d|n

Dokazte, ze a,, je délitelné n.

Uloha 17. Posloupnost za¢inajici 1,0, 1,0, 1,0, 3, 5 pokracuje tak, ze nasledujici
¢len je posledni cifra souctu predchozich 6 ¢lenti. Dokazte, Zze se v posloupnosti
nemtze vyskytnout 0,1,0,1,0, 1.

Uloha 18. Posloupnost zaéinajici 1,9, 8,2 pokrac¢uje tak, Ze nasledujici ¢len je
posledni cifra souc¢tu predchozich 4 ¢leni. Muze se 3,0,4,4 objevit v takovéto
posloupnosti?

Uloha 19. Kazdy ¢len nekoneéné posloupnosti dostaneme tak, ze k piedcho-
zimu pric¢teme jednu jeho nenulovou cifru. Dokazte, Ze posloupnost obsahuje
sudé cislo.

Uloha 20. Dokazte, Ze existuji nekone¢né rostouci posloupnosti a,, a b, takové,
7e an(a, +1) déli b2 + 1.

Uloha 21. Nechf posloupnost a,, sestavajici ze samych —1 a 1 splituje an, =
Gn G, Pro viechna m,n € N a nikdy neplati a,, = ap4+1 = apt2. Najdéte vSechny
takové posloupnosti.

Uloha 22. Najdéte vSechny posloupnosti a, takové, ze anm, = GnGy, a a, =
Ap+42011-



POSLOUPNOSTI V TEORII CISEL 15

HINTY K ULOHAM

Hint 1. Najdéte dobra cisla takova, ze jejich ciferné soucty budou nesoudélné,
pak pouzijte vétu o tom, jaka Cisla miuzeme dostat jako lin. komb. dvou ne-
soudélnych cisel.

Hint 2. Najdéte polynom, ktery spliiuje tuto rekurenci az na néjaky zbytek.
Na vysledny vztah pouzijte spravné modulo.

Hint 3. Vietovy vztahy.
Hint 4. Vietovy vztahy.

Hint 5. Vyjadii posloupnost explicitn€, pak se koukni na prvocinitele ¢isla
a+b.

Hint 6. Sporem k < 3, pro k = 3 se posloupnost posune a vyuzije se feseni
pomoci kofentl polynomu z prvni véty a ono to vyjde.

Hint 7. Vyjadfete posloupnost pomoci prvni véty a pouzijte znamé vlastnosti
Fibonacciho ¢isel.

Hint 8. Vyjadfete a,, a pouzijte Eulerovu vétu.

Hint 9. Vyuzije se vlastnosti Bernoulliho ¢isel.

Hint 10. Sporem.

Hint 11. Mrknéte na diference a dokazte, ze se posloupnost zacykli.

Hint 12. Dvojkova soustava.

Hint 13. Podivame se na rekurenci modulo néjaké prvocislo, které déli a,.
(2) Ne.

Hint 14. Uvazujte prvodisla délici n, dokazte, ze p < 4.

Hint 15. Rozviiite rekurenci o p?> — 1 &lenfi a dokazte, Ze aZ na posledni jsou
vSechny délitelné p.

Hint 16. Mobiova inverzni formule.

Hint 17. Najdéte invariant.

Hint 18. Ano.

Hint 19. Podivejme se na tuto posloupnost bez posledni cifry, ta bude jisté
obsahovat ¢islo ze samych lichych ¢isel.

Hint 20. Pellova rovnice.

Hint 21. Vypocteme par hodnot, jednu dalsi si miazu zvolit, ostatni uz ne =
posloupnosti jsou dvé.

Hint 22. Primitivni prvek.



DVOUPOMER A POLARY

PEPA TKADLEC

ABSTRAKT. Prfispévek shrnuje zékladni vlastnosti harmonickych ¢tvefic,
harmonickych étyfahelniki a polar. Obsahuje rovnéz pres dvacet tloh ty-
kajicich se dané tematiky.

Cim je pro zacatecnika v geometrii angle-chasing, tim jsou pro ambiciézniho
olympionika vlastnosti harmonickych ¢tvetic bod.

TEORIE

Definice. Dvoupomérem ¢tyf bodi A, B, C, D lezicich na jedné pfimce rozu-
mime hodnotu

AC AD

AB,CD) = —: —
( ? C ) OB DB b
kde tsecky nahlizime orientované.

Tvrzeni. Primky a, b, ¢, d prochdzejici bodem P protnou primku £ v bodech A,
B, C, D a primku ' v bodech A', B', C', D'. Pak (AB,CD) = (A'B',C'D’).

Definice. Rekneme, Ze Gtvefice bod@ A, B, C, D lezicich na jedné piimce je
harmonickd, jestlize (AB,CD) = —1. Ctvefice A, B, C, D je tedy harmonick4,
jestlize body C, D déli tsetku AB ve stejném poméru (jeden zevnitf, jeden
zvendi).

Tvrzeni. V ndsledujicich béinych konfiguracich se vyskytuji harmonické ctve-
rice:
(1) At M je stied AB. Pak (AB, Moo) = —1.
(2) At se cevidny AD, BE, C'F protinaji v P a oznaéme D' = EF N BC.
Pak (BC,DD') = —1.
(8) Na priméru AB kruZnice k se stiedem O je dan bod X. Je-li X' jeho
obraz v inverzi podle k (tj. plati-li OX - OX' = 0OA? = OB?), pak
(AB,XX') = —1.
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(4) At A, B, C, D lezi na pfimce a P mimo ni. Pak z libovolngch dvou
bodu plyne treti:
e (AB,CD) = —1,
o JAPC = 90°,
e /BPC =/CPD.

Mozné ponékud prekvapivé lze promitat i na kruznice.

Tvrzeni. Je ddn bod P lezici na kruznici k a mimo primku £. Primky a, b, c,
d protnoul vA',B',C',D akvA, B, C, D. Pak
AC AD
rpt oy Y AP
(A'B",C'D") = B DB
Definice. Rekneme, Ze tétivovy étyfuhelnik ABCD je harmonicky, pokud pro
délky jeho stran plati ac = bd.

Tvrzeni. Bud D bod na oblouku BC (neobsahujicim A) kruZnice k opsané
trojuhelniku ABC'. Pak ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni:
(1) ABDC je harmonicky
(2) AD je A-symediina v AABC (tedy édra symetrickd s A-téZnici podle
osy thlu u A).
(3) AD a tecny ke k skrz B a C prochazeji jednim bodem.
Tvrzeni. Tecny ke kruznici k vedené bodem A se ji dotykaji v T, U. Libovolnd

primka ¢ skrz A protne piimku TU v B a kruZnici k v X, Y. Pak (AB,XY) =
—1.

Definice. Bud k kruznice se stiedem O a X # O. Rekneme, ze piimka / je
poldra bodu X vzhledem ke k (bod X je pol pfimky ¢ vzhledem ke k), jestlize
pfimka ¢ prochézi obrazem X’ bodu X v inverzi podle k a je kolmd na OX.

Tvrzeni. A¢ P, Q jsou body a p, q jejich poldry (vzhledem k néjaké kruZnici
k). Pak plati, Ze pokud P leZi na q, pak Q lezi na p.

Tvrzeni. Ctyiihelnik ABCD je vepsany do kruznice k. Oznac¢me P = AC N
BD, Q=ABNCD a R= ADnN BC. Pak trojuhelnik PQR je selfpolar, tedy
PQ je poldra bodu R, PR je poldra bodu Q a QR je poldra bodu P.

NA ROZJEZD
Uloha 1. Mé&jme trojthelnik ABC, bod I je jeho vepsisté, bod I, jeho A-piip-
sisté, D je prisecik osy thlu u A a strany BC. Dokazte, ze (AD,I1,) = —1.

Uloha 2. Cevidny AD, BE, CF se protinaji v P. Oznaéme Q = BC N EF,
R=ADNEF,S=CFNBRaT=DFnN BR. Ukazte, Ze

(QR,EF) = (AP,DR) = (CS, PF) = (BS,RT) = —1.
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Uloha 3. Na pifmce p jsou dany body B, D, C' v tomto pofadi. Dokazte, Ze
vSechny body A takové, ze AD je osa thlu BAC, leZi na pevné kruznici (tzv.
Apoloniové kruznici).

Uloha 4. Uhlopiicky tétivového étyitithelniku ABC D se protinaji v P. Dokazte,
ze pokud je BP symedidna v ABC, pak AP je symedidna v ABD.
(Rumunsko TST 2006)

Uloha 5 (Blanchet Theorem). Na A-vysce AD trojihelnika ABC' je dan bod
P. Ozna¢me X = BPNAC,Y =CPnN AB. Dokazte ZXDA = /Y DA.

Uloha 6. Uvniti trojthelnika ABC je dan pevny bod P. Body X, Y se pohybuji
po AB, AC tak, ze /XPA = /Y PA. Ukazte, ze pfimka XY prochéazi pevnym
bodem.

Uloha 7. Je dana kruznice k a piimka p, kterd ji neprotina. Po pfimce p se
pohybuje bod P. Te¢ny z P ke k se ji dotykaji v T a U. Dokazte, ze pfimka TU
prochéazi pevnym bodem.

Uloha 8. Uhlopticky AC, BD tétivového étyFahelnika ABCD vepsaného do
kruznice k se stfedem O se protinaji v P # O. Polopfimka OP protne k v X.
Ukazte, ze obraz pfimky C'A podle C' X, obraz primky DB podle DX a pfimka
OX prochézeji jednim bodem.

NA ZAMYSLENI

Uloha 9. Je dan trojahelnik ABC, body dotyku kruznice vepsané se stranami
BC, CA, AB ozna¢me postupné D, E, F. Bod X lezi uvniti trojuhelniku ABC
tak, Zze kruznice vepsana trojihelniku X BC' se dotyka jeho stran v bodech D,
Y a Z. Dokazte, ze E, F, Y, Z lezi na jedné kruznici. (IMO shorlist 1995)

Uloha 10. KruZnice vepsana rovnoramennému trojihelniku ABC (AB = AC)
se dotykd AC v E. Pfimka rtzna od BE protind kruZnici vepsanou v bodech
F, G. Piimky EF, EG protnou BC' v K, L. Dokazte BK = CL.

(MEMO 2008)

Uloha 11. V trojihelniku ABC ozna¢me D patu osy tthlu u A a I, I.. vepsisté
trojuhelnika ABD, ACD.
(1) (Sharygin 2013) Je-li @ = BC' N I1., dokazte ZDAQ = 90°.
(2) Oznacime-li pruseciky I,I. s AB, AC postupné M, N, dokazte, ze MC
a N B se protnou na AD.
Uloha 12. Je dan ostrothly trojuhelnik ABC' s patou A-vysky D a kolmistém

H. Kruznice skrz B a C protne kruznici nad pramérem AH v X a Y. Oznacime-
li P projekci D na XY, dokazte /BPD = Z/CPD. (Japonsko 2013)
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Uloha 13. Trojahelnik ABC' je vepsan do kruznice k. Osa thlu u A a A-
téznice protnou kruznici & podruhé v S a T. Oznaéme X = ST N BC. Dokazte
AB-BX = AC -CX.

Uloha 14. Je dan trojuhelnik ABC s vepsistém I. Body dotyku kruznice
vepsané s odpovidajicimi stranami ozna¢me A;, Bj, C;. Déle ozna¢me D =
BCNBi1Cy aFF=DINAA;. Dokaizte ZAFB = LAFC.

Uloha 15. Je déan ostrothly trojthelnik ABC s ortocentrem H. KruZnice

s prumérem AB protne CH v X a Y, kruZznice s pramérem AC protne BH

v Z a W. Doka’te, ze (nezévisle na oznaceni) se XZ a YW protinaji na BC.
(Brazilie 2013)

Uloha 16. Kruznice vepsana trojihelniku ABC se stfedem I se dotyka jeho
stran AB, AC v F, E. Oznaéme N pruse¢ik EF a A-téznice AM. Dokazte
NIL1BC.

Uloha 17. V tétivovém pétithelniku ABC DE plati AC | DE a stfed M tétivy
BD spliwje ZAMB = /BMC'. Dokazte, ze BE puli tétivu AC.

Uloha 18. Kruznice vepsané trojihelniku ABC' se dotyka jeho stran BC, C' A,
AB v D, E, F. Usetka AD protne vepsanou podruhé v J a piimky B.J, CJ
protnou vepsanou podruhé v K, L. Dokazte, ze KC, LB a AD prochézeji jednim
bodem.

Uloha 19. V trojthelniku ABC ozna¢me M, N projekce B, C na osu thlu u A.
Kruznice nad pramérem M N protne BC v X a Y. Dokazte /BAX = ZCAY.
(Sharygin 2013)

Uloha 20. Je dan konvexni étyithelnik ABC D. P¥imky AB a C'D se protnou
v bodé E, pfimky BC', AD v bodé F'. Prisecik thlopfic¢ek ozna¢me P a projekci
P na EF ozna¢me O. Dokazte, ze /BOC = ZAOD. (China TST 2002)

Uloha 21. Na straniach AB, AC ostrotihlého trojthelnika ABC' jsou dany
body E, F tak, ze oznacime-li jejich projekce na BC postupné G, H, pak se
FEH a FG protinaji na A-vysce AD. Oznacime-li P projekci F' na DFE, dokazte
LAPF = ZCPF. (Korea 2012)

Uloha 22. V tecnovém é&tyifuhelniku ABCD oznaéme P prisecik polopiimek
BA, CD a @ poloptimek BC, AD. Je-li H projekce D na PQ, dokazte, Ze
kruznice vepsané ADP a CDQ jsou z H vidét pod stejnym thlem.

(Rusko 2008)
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HINTY K ULOHAM

Hint 1. Vyuzijte tvrzeni ,dvé ze t¥i“.

Hint 2. Vzdy najdéte spravny bod, z néjz promitat.

Hint 3. Dokreslete ¢tvrtého do party k B, D, C' a vyuZijte tvrzeni ,dvé ze t¥i“.
Hint 4. Oboje je prece ekvivalentni ac = bd.

Hint 5. Zkombinujte konfiguraci ,,Ceva-Mene“ a tvrzeni ,dvé ze tii“.

Hint 6. Podivejte se na XY z P az A.

Hint 7. Kterym zajimavym bodem prochéazi polara bodu na primce p?

Hint 8. Protahnéte polopfimku i na druhou stranu a pouzijte ,,dvé ze t¥i“.
Hint 9. Ctvrty do party k B, D, C. Mocnost.

Hint 10. Oznacte zbylé body dotyku, najdéte harmonicky ¢tyituhelnik a pro-
mitnéte ho.

Hint 11. (1) Kde je ¢tvrty do party k I 1. a X = AD N I,1.7 (2) Pokud maji
dvé harmonické ¢tverice spoleény bod, pak zbylé tii spojnice prochézeji jednim
bodem.

Hint 12. Chordaly t¥i kruznic prochéazeji jednim bodem.

Hint 13. Dokreslete rovnobézku s BC bodem A.

Hint 14. Dokazte a vyuzijte, ze AA; je polara D.

Hint 15. Pokud maji dvé harmonické ctvefice spoleény bod, pak zbylé tri
spojnice prochazeji jednim bodem.

Hint 16. Dokazujte, Ze N je pdl rovnobézky s BC' bodem A.

Hint 17. Zaénéte tim, ze AC je symedidna v ABD.

Hint 18. Ukazte, ze JK DL je harmonicky (AD je poldra priseéiku BCNEF).
Hint 19. Uloha o rovnoramenném lichobézniku. Priisecik thlopticek a prisecik
ramen jsou harmonické se stredy zakladen.

Hint 20. Dokazte, ze OP je spoletna osa jistych dvou uhlu.

Hint 21. X = EF N BC. S ¢im v8im je X D harmonické?

Hint 22. Vnéjsi stfed stejnolehlosti mezi dvéma malymi vepsanymi lezi na PQ.
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MICHAL ,KENNY* ROLINEK

ABSTRAKT. Pfispévek popisuje zdkladni principy analytické geometrie v ba-
rycentrickych souradnicich.

O co JDE?

Definice. At P je bod v roviné trojihelnika ABC. Pak barycentrickymi sou-
fadnicemi X nazveme trojici redlnych éisel (z,y, z) takovou, Ze

P=xA+yB+ zC, r+y+z=1

Poznamka. Vzhledem k podmince x + y + z = 1 je tato trojice uréend poméry
x :y : z. Pro jednoduchost budeme ob¢as psat X = (z : y : 2) a minit tim
X = (x/s,y/s,2z/s), kde s=z+y+ z.

Tvrzeni. KaZdyj bod v roviné AABC md jednoznacné soufadnice.

Poznamka. Jelikoz jsou barycentrické souradnice stale vektory, chovaji se line-
arné. Stfed tsecky nalezneme primeérovanim soufadnic, podobné tfetinu, ¢tvr-
tinu, stfedovy obraz a tak dale.

Tvrzeni. Je-li P = (z,y,z) v roviné trojuhelnika ABC' o obsahu 1, pak
[BCP] = |z[, [CAP]=ly|, [ABP]=||.

Paty cevidn z P maji navic soutadnice

Ciin) Geean) G
’y—&-Z’y—i—Z’ LL'+Z”$+Z7 $+y,$+y’ .

TROCHA PRIPRAVY

Tvrzeni (Vlastnosti skalarnfho souc¢inu). Jsou-li u,v,w € R? wvektory, pak
plati:

(a) u-v=v-u.

() u-(v+w)=u-v4+u-w.

(c) u-u=|ul]?

(d) u-v = |u||v|cose, kde ¢ je thel meziu av.

(e) u-v =0, prdvé kdyz u L v.



22 MICHAL ,KENNY“ ROLINEK

Lemma. Je-li ABC wvepsan do kruznice o poloméru R umisténé do pocdtku
soutadnic, pak plati

(a) A-A=R%
() A-B=R>-¢.
TO PODSTATNE
Tvrzeni. Rouvnice primky md tvar
uxr + vy +wz =0,
kde u,w,w € R jsou parametry.

Tvrzeni (O kolmosti). At M — N = (x1,11,21) a P — Q = (x2,y2,22), pak
MN 1 PQ pravé tehdy, kdyz

a*(z1y2 + y122) + b (w122 + 2221) + (Y122 + 21Y2) = 0.
Tvrzeni (Vypocet vzdédlenosti). Je-li P — Q = (z,vy,2), pak
|PQ|* = —a’yz — b2z — Pay.
Tvrzeni. Rovnice kruznice md tvar
—a’yz — b’z — Py + (x +y + 2)(ux + vy + wz) =0,

kde u,v,w € R jsou parametry.

PRIKLADY K SEZNAMENI

Uloha 1. Je dén trojthelnik ABC'. Uréete soufadnice néasledujicich bodii:

(a) t&zisté, vepsists, pripsiste.

(b) stiedy stran, body dotyku s kruZnici vepsanou, body dotyku s pfipsanymi.

(c¢) pruseciky rovnobézek se stranami vedenymi vepsistém s obvodem trojuhel-
nika.

(d) kolmisté, opsiste.

(e) §vrk, antigvrk.

(f) kamarad bodu X = (z,v, 2).

Uloha 2. Je dan trojahelnik ABC. Uréete rovnice nasledujicich pfimek:

(a) strany AABC, stfedni pticky.

(b) osy thlt (vnéjsich i vnitfnich), téZnice, symedidny, teény k opsané ve vr-
cholech.

(c) osy stran, vysky.

(d) strany dotykového trojahelnika.

(e) Eulerova pfimka.
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Uloha 3. Je dan trojtuhelnik ABC' s bé&Znym znacenim. Uréete rovnice nasle-
dujicich kruznic:
(a) opsana, BGC, BIC.
(b) AMyM,., AEF (dotyky s vepsanou).
(¢) kruznice deviti bodu.
(d) kruznice vepsana.
Uloha 4. Je dan trojthelnik ABC s bé&znym znacenim. Urcete nasledujici vzda-
lenosti:
(a) AG, BG, CG.
(b) AI, BI, C1I.
(c) IG.
(d) Ipl. (pfipsiste).
SKUTECNE ULOHY

Uloha 5 (Stewart Theorem). In triangle ABC let D lie on the side BC'. Denote
the distances BD, DC', and AD by m,n, and d, respectively. Then

a(d* + mn) = b*m + *n.
Uloha 6. Point P lies inside AABC with D, E, and F traces of its cevians on
BC, CA, AB, respectively. Show that

1
[PAF|+ [PBD) + [PCE| = $|ABC]
if and only if P lies on one of the medians. (USA TST 2003)

Uloha 7. In triangle ABC the angle bisectors of ZA, /B and ZC meet the
opposite sides at points D, F, and F', respectively. Prove that ADEF is cyclic
if and only if

b c a

atc b+a+c+b'

(Mongolia TST 2000)

Uloha 8. Let ABC be an acute, scalene triangle, and let M, N, and P be the
midpoints of BC, CA, and AB, respectively. Let the perpendicular bisectors of
AB and AC intersect ray AM in points D and E respectively, and let lines BD
and C'E intersect in point F', inside of triangle ABC. Prove that points A, N,
F, and P all lie on one circle. (USAMO 2008)

Uloha 9. Given a triangle ABC satisfying AC + AB = 3- BC. The incircle of
triangle ABC' has center I and touches the sides AB and AC' at the points D
and F, respectively. Let K and L be the reflections of the points D and E with
respect to I. Prove that the points B, C, K, L lie on one circle. (ISL 2005)
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Uloha 10. In AABC point D is the foot of the A-symmedian on BC. Through
D draw lines parallel with AB and AC and denote their intersections with the
sides AC and AB as By and (4, respectively. Show that BC' B C] is cyclic and
denote its center by O,. Similarly, define O, and O. and show that AO,, BO,
and CO, are concurrent.

Uloha 11. In AABC the B- and C-excircle touch AC and AB at points X
and Y, respectively. Point I’ is the image of the incenter of AABC' in reflection
across the midpoint of BC. Show that AXIY is cyclic if and only if /ZBAC =
90°. (Sharygin geometry olympiad 2012)

PAR DALSICH VZORCU PRO FAIJNSMEKRY
Tvrzeni. Body X = (x1,22,23), Y = (y1,92,y3) a Z = (21, 22, 23) leZi v pfimce,
prave kdyz
Ty T2 I3

det| y1 y2 ys3
Z1 k2 Z3

=0.

Dokonce plati

xr1 T2 X3
[XYZ]=det| y1 y2 s

21 %2 Z3

[ABC).

Tvrzeni. Primky u;x+v;y+w;z proi = 1,2,3 prochdzeji jednim bodem, pravé
kdyz

uyp U1 w1
det| ugs vy wo | =0.
uz V3 w3

Tvrzeni. Primky u;x + v;y +w;z pro i = 1,2 jsou rovnobéiné, pravé kdyz

uy v wq
det Ug Vo W2 =0.
1 1 1

Tvrzeni (Conway Formula). V roviné ABC je bod P. Oznacéme ¢ a 1) orien-

tovan€ uhly PBC a BCP. Pak

P=(-a*:8,+Sy:85+8,),

kde S¢ = 2[ABC] cot&.
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HINTY K ULOHAM

nt 1.
(1:1:1),(a:b:¢),(—a:b:c) atp.

(1/2,1/2,0) atp., (0,s —¢,s — b) atp., (0,s —b,s —c) atp. 2s=a+ b+ c.
(@:0:b+c).

(SeSp 2 SaSe 1 SpSa), (a®S, : b2Sy : ¢2S,), kde S, = b + % — a®.

jako stfedy mezi vepsiSti / pFipsisti.

f) (a®/z,b%/y,c*/z).

Hint 2.

(a) =0, atp, x = 1/2 atp.

(b) y: b= +z: catp., y = z, atp. y/b®> = £z/c?. (Pamatujte, Ze tecny jsou
exsymediany.)

(c) a®*(z—y) +a(c? —v?) =0, a*(z —y) + (1 —2)(b? — *) = 0.

) (s—a)x—(s—b)y—(s—c)z=0.

(e) u:viw= SB(SC - SA) : Sc(SA - SB) : Sc(SA — SB).

Hint 3.

(a) a’yz + bz + Py =0, v=w=0,3u=a’>+b>+c* v=w=0,u=be.
(b) u=0,v=c?/2, w="0%/2.

(C) UZSA/Q,U:SB/Q,’LU:SC/Q.

(d) u=(s—a)? ,v=(s—b)?2 w=(s—c)

Hint 4. Prosté to dosadte do rovnice pro vzdalenost. Moc se s tim neupravujte,
jde hlavné o to, Ze takto jdou ony vzdalenosti pohodlné vyjadrit.

Hint 5. Soufadnice D uréete pomoci m a n. Nasledné spoctéte vzdalenost AD.

Hint 6. Vahy (z,y,z) bodu P chapejte skuteéné jako hmotné body. Poméry
obsahu prepisté do poméra usecek a ty do x,y, z. Pak uhodnéte faktorizaci.

Hint 7. Ze tfi bodid najdéte rovnici kruznice a ¢étvrty dosadte.

Hint 8. Najdéte soutfadnice F' a ovéfte, ze lezi na kruznici. Pro kontrolu F' =
(P.q.7), kde p+g+r=T1ar/p=c?/(c+b*—a®)aq/p=0"/(b"+c* —a?).

Hint 9. Ze t¥{ bodt najdéte rovnici kruznice (pfejdéte k z = s—a, y = s—b, z =
s —c¢) a ukaZte, Ze za dané podminky ¢tvrty vyhovuje (dosazenim, faktorizovat
netieba). Pro kontrolu K = (zz:yz: (y+)?) a L= (zy: (z +2)% : y2).

Hint 10. K prvni ¢asti staci néco tusit o antirovnobéznosti. Ke druhé staci
uréit podil B a C soufadnic bodu O, (Ceval). Ten najdete jako prisec¢ik dvou
os tsecek. Vyjde y/z = S¢/SB.

Hint 11. Sestavte rovnici kruznice a dosadte do ni I’. Ze vzniklé identity fak-

torizujte b2 + ¢ — a2.
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TEORIE GRAFU

MICHAL , MIKI“ KOPF

ABSTRAKT. Probereme nékteré zakladni metody FeSeni grafovych tuloh.
Dalsi kapitoly, jako tfeba Ramseyova véta a obarvovani, doporucuji na-
studovat samostatné.

Uloha 1. V jistém mésté maji vybudovanou sit na $ifeni pomluv, v niz si kazdy

pomlouva¢ vyménuje informace se tfemi pomlouvackami a kazda pomlouvacka

si vymeénuje informace se tfemi pomlouvaci. Jinym zpisobem se pomluvy nesifi.

a) Dokazte, Ze pomlouva¢l a pomlouvacek je stejny pocet.

b) Pfedpokladejme, Ze sit na sifeni pomluv je souvisld (pomluvy od libovolného
pomlouvade a libovolné pomlouvacky se mohou dostat ke vSem ostatnim).
Dokazte, Ze sit zlistane souvisla i poté, co jeden pomlouvaé zemfe.

(MO 61-B-1-5)

VECIRKY, PRATELE A KLIKY

Uloha 2. Ve skupiné n zakt spolu nékteii kamaradi. Vime, Ze kazdy mé mezi
ostatnimi aspon Ctyfi kamarady. Ucitelka chce zaky rozdélit do dvou nejvyse
¢tyfclennych skupin tak, ze kazdy bude mit ve své skupiné alespon jednoho
kamarada.
a) Ukazte, Ze v pFipadé n = 7 lze zaky poZadovanym zptusobem rozdélit.
b) Zjistéte, zda lze zaky takto rozdélit i v pfipadé n = 8.

(MO 60-C-1-4)

Uloha 3. Mgé&jme skupinu 2n + 1 lidi, v niz se kazda dvojice bud zna, nebo
nezna. Dale plati, ze pro kazdou mnozinu S maximalné n lidi existuje ¢loveék,
ktery nepatii do S a pfitom zné vSechny lidi v S. Dokazte, Ze alesponi jeden
¢loveék zna vSechny ostatni.

Uloha 4. Mé&jme skupinu n lidi, v niz se kazda dvojice bud zn4, nebo nezna.
Splnény jsou také nasledujici podminky:
e Nikdo nezna vSechny ostatni.
e Pokud se dva lidé neznaji, pak maji pravé jednoho spoleéného znamého.
o Zadni tfi 1idé se navzajem neznaji.
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Dokazte, ze kazdy mé stejny pocet zndmych. (variace na APMO 1990)

Definice. Klika je podmnozina vrcholi grafu G, v niz kazdéa dvojice vrchola je
spojena hranou. Velikosti kliky rozumime pocet jejich vrchola.

Uloha 5. Na vedirku nejsou zadné 5-kliky a kazdé dvé 3-kliky maji nejméné
jednoho spole¢ného ¢lena. Dokazte, ze se nam vzdy podari najit dva lidi tak,
aby po jejich odchodu uz na vecirku neztistala zadné 3-klika.

(IMO 2001 Shortlist)

Uloha 6. Na veéirku je 2n lidi, kazdy mé sudy pocet znamych. Dokazte, Ze
pak uz tam nutné jsou dva lidé, ktefl maji sudy pocet spoleénych pratel.

Uloha 7. V mistnosti je 120 lidi, pfi¢emz kazdi dva se bud znaji, nebo neznaji.
Slabé kvarteto je mnozina ¢tyt lidi, z nichz pravé jedna dvojice se zna. Najdéte
maximalni mozny pocet slabych kvartet v mistnosti. (IMO 2002 Shortlist)

Uloha 8. Na matematické soutézi jsou nékteii soutézici kamaradi (kamaradstvi
je vzajemné). Maximalni velikost kliky je zde sudd. Dokazte, Ze soutézici mohou
byt rozdéleni do dvou mistnosti tak, aby nejvétsi kliky v obou mistnostech mély
stejnou velikost. (IMO 2007 - 6)

ORIENTOVANE GRAFY A TURNAJE

Definice. Orientovany graf G je uspofadand dvojice G = (V, E), kde V je
neprazdnd mnozina a E je mnozina uspoiradanych dvoubodovych podmnozin
(hran) mnoziny V. Jinak feceno, V jsou body a F Sipky mezi nimi.

Definice. Rekneme, Ze G je turnaj, pokud mezi kazdymi dvéma riznymi vr-
choly vede pravé jedna Sipka.

Uloha 9. Ukaite, 7ze v kazdém turnaji existuje cesta pies vSechny vrcholy.

Uloha 10. Necht G je souvisly graf se sudym po¢tem hran. Dokazte, ze kazdou
hranu umime nahradit Sipkou tak, aby z kazdého vrcholu vychézel sudy pocet
Sipek.

Uloha 11. Na turnaji se potkalo 2n + 1 tymt. Kazdy hral s kazdym pravé
jednou, pfi¢em# nenastala 7a4dné remiza. Rekneme, Ze tii tymy A, B, C jsou
v kole¢ku, pokud A porazil B, B porazil C' a C porazil A. Kolik nejméné a kolik
nejvice koledek muize na turnaji byt? (Kanada 2006)

Uloha 12. Ukaite, ze v turnaji n hrac¢t nastane pravé jeden z nésledujicich
dvou pfipadi: bud existuje n-cyklus, nebo mtzeme hrace rozdélit do dvou ne-
prazdnych skupin tak, zZe kazdy hra¢ z prvni skupiny porazil kazdého hrace
z druhé skupiny. (KMS 2008)
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Uloha 13. Kazd4 hrana v turnaji je obarvena éervené nebo modie. Dokazte,
ze zde najdeme vrchol v takovy, Ze pro kazdy vrchol w rizny od v existuje cesta
z v do w jedné barvy. (Iran 2005)

Uloha 14. Hrany konvexniho mnohosténu jsou orientované jednosmérnymi Sip-
kami tak, ze z kazdého vrcholu vychéazi a do kazdého vrcholu vstupuje alespon
jedna sipka. Dokazte, Ze existuje sténa, na které Sipky tvori cyklus.

(KMS gama, Romania TST)

Uloha 15. Devét mést je pospojovano jednosmérnymi cestami tak, ze z kazdého
mésta vedou pravé tii cesty. Vime, Ze pokud vede piiméa cesta z A do B, pak
urc¢ité nevede priméa cesta z B do A. Ukazte, Ze existuje trojice mést, mezi
kterymi mize Artus jezdit stale dokola.

HAMILTONOVSKE KRUZNICE A CYKLY

Definice. Hamiltonovska cesta je cesta vSemi vrcholy grafu, prochazejici kaz-
dym vrcholem pravé jednou.

Definice. Hamiltonovska kruZnice je cyklus pres vSechny vrcholy, obsahujici
kazdy vrchol pravé jednou.

Poznamka. Pokud graf G obsahuje hamiltonovskou kruznici, fikdme, Ze je ha-
miltonovsky.

Uloha 16. Necht G je graf na n vrcholech. Necht u, v jsou dva nesousedni
vrcholy, pro néz plati deg(v) 4+ deg(u) > n. Potom je G hamiltonovsky, pravé
kdyz G + {uv} je hamiltonovsky.

Véta (Diracova). Nechtn > 3. Ddle necht graf G mdn vrcholi a stuper kazdého
vrcholu je nejméné [n/2]. Potom G md hamiltonovskou kruznici.

Uloha 17. V mistnosti je 2n lidi, z nichz kazdy ma nejvyse n — 1 nepiétel.
Dokazte, ze vSechny tyto lidi umime posadit do kruhu za kulaty stil tak, ze
zadni dva nepiatelé nesedi vedle sebe.

Uloha 18. Mame koneéné mnoho mést, kazdé z nich spojené cestou s pravé
tfemi dalsimi. Minuly rok jsme se vydali na dovolenou, jejiz trasa byla ha-
miltonovskou kruznici. Letos chceme jet na dovolenou opét po hamiltonovské
kruZnici, a to tak, aby nase dovolené nebyla stejné jako loni (ani opacnd). Do-
kazte, Ze se nam to podafi. (Japonsko 2004)

Definice. Méjme graf G. Prifazeni M je takovd mnozina hran v G, Ze zadné
dvé hrany z M se nedotykaji a kazdy vrchol z G sousedi s nékterou hranou z M.

Definice. Graf G = (V, F) je bipartitni, pokud existuji ANB=0a AUB=V
takové, Ze zaddné dva vrcholy z A, resp. B nejsou spojeny hranou.
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Véta (Hallova). Necht G = (V, E) je bipartitni graf. Potom ezxistuje mazimding
pdrovdni mezi partitami A a B tehdy a jen tehdy, kdyZ plati tzv. Hallovo krité-
TIUM:

IT(S)| > |S| pro kazdé S C A,
kde T'(S) je mnoZina viech sousedi S.

Uloha 19. Necht G je bipartitni graf, jeho# kazdy vrchol m4 stejny sudy stupei.
Dokazte, ze G' mé perfektni® parovani.

Uloha 20. Turnaj mezi 2n tymy trval 2n — 1 dni. Kazdy den odehral kazdy
tym pravé jedno utkani, pficemz nenastala zadna remiza. Kazdé dva tymy spolu
hréaly pravé jednou. Je mozné za kazdy den vybrat pravé jeden vyhravajici tym
tak, abychom nevybrali jeden tym dvakrat?

Uloha 21. V tabulce m x n jsou napsana nezaporné ¢isla. Kazdy fadek a
kazdy sloupec obsahuje alespon jedno kladné ¢islo. Pokud se navic néjaky radek
a néjaky sloupec protnou v policku s kladnym ¢islem, pak je soucet vSech ¢isel
v tomto fadku roven souctu vsech ¢isel v prislusném sloupci. Dokazte, ze m = n.

(Kanada 2006)

Uloha 22. Nechf n > 3 je pfirozené ¢islo. Nechf G je miizka, ktera obsahuje
¢isla 0, 1, —1 tak, ze v kazdém fadku a sloupci je préavé jedna jednicka a jedna
minus jednicka. DokazZte, ze mtiZeme preusporadat fadky a sloupce tak, abychom
dostali pivodni miizku vynasobenou ¢islem —1. (Iran 1998)

LITERATURA A ZDROJE

[1] http://mks.mff.cuni.cz/library
[2] IMO Training 2008 Adrian Tang

IPerfektnim péarovanim se rozumi rozdéleni grafu na disjunktni dvojice sousednich vrcholu.



KOMBINATORICKE (NE)POCITANI

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. KdyZ chceme ukéazat, ze dvé mnoziny jsou stejné velké, je
Casto zbyteCné pracné pocitat jejich prvky. Mize totiz stacit sestrojit bi-
jekci, ¢i prosté jen ,nahlédnout“, Ze je to v obou pfipadech totéz.

Definice. Kombina¢ni ¢islo (Z) je pocet moznosti, jak do n prihradek umistit
k nerozlisitelnych kulicek, do kazdé nejvyse jednu.

RozcviCkA
Cvigeni 1. Nahlédnéte, ze (}71) = (}) + (,11)-

Cviceni 2. Nahlédnéte, Ze pocet cest délky a + b z levého dolniho rohu do
pravého horniho v miizce a x b je (a;rb).

Cviceni 3. Nahlédnéte, Ze roznasobenim (a + b)™ dostaneme

<n> a’b" 4+ <n) alb" 4+ 4 (n) a™bP.
0 1 n

Cvicéeni 4. Nahlédnéte

1 1
ereen o) (1)

Cviceni 5. Nahlédnéte, Ze pocet vSech rovnobéznikli v rovnostranném troja-
helniku o strané délky n s trojihelnikovou miizkou je 3("}?).
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VSEHOCHUT

Cvicéeni 6. Je dano pfirozené ¢islo k a n > k. Uvazme nadhodnou permutaci na
{1,2,...,n}. Nahlédnéte, ze pravdépodobnost, Ze prvky 1,2, ..., k lezi v jednom
cyklu, nezavisi na volbé n.

Cviceni 7. Oznacme x,, pocet slov délky n z pismen A, B neobsahujicich
podslovo ABABA ani BABAB a déle ozna¢me vy, pocet slov délky n z pismen
A, B neobsahujicich nikde pét stejnych po sobé jdoucich pismen. Nahlédnéte,
7€ Ty = Yn-

Cviceni 8. Alca si nakreslila ¢tvercovou miizku n X n a do kazdého policka

napsala pocet vSech obdélnikt (a ¢étvercl) v miizce, které obsahuji dané policko

(na obrazku je situace pro n = 3). Uvédomte si, Ze soucet ¢isel ve vSech polickach
2

je roven ("5%)”. (MKS-29-3-7, Rakousko 2002)

12|16 |12

Cvi€eni 9. Leteckd spolecnost provozuje (obousmérné) spoje mezi nékterymi
(neuspotddanymi) dvojicemi z n mést (povolené je i neprovozovat zadny spoj
¢i v8echny). Mésta pfitom maji rtizné priority. Pokud navic existuje spoj mezi
mésty a,b a mésto ¢ ma vyssi prioritu nez b, tak existuje i spoj mezi a,c.
Uvédomte si, ze pocet moznosti, jaké spoje provozovat, je 2"~ 1.

Cviceni 10. V n — 1 vrcholech pravidelného n-tthelniku stoji ovce, ve zbylém
vrcholu stoji vlk. V kazdém kroku se vlk pfesune na ndhodny sousedni vrchol
(jeden ze dvou), a pokud v ném stoji ovce, tak ji sezere. Vlk se nasyti az v oka-
mziku, kdy sezere n — 2 ovci, tedy pravé jedna ovce prezije. Uvédomte si, ze
pravdépodobnost preziti kazdé ovce je stejna.

Cviceni 11. Jsou déna ptirozena ¢isla a, b, c. Uvazujte vSechny tabulky nezé-
pornych celych ¢isel a x b, v michZz vSechny fadky a sloupce jsou nerostouci a
vechna ¢isla jsou rovna nejvyse ¢ (levy obrazek). Na druhé strané uvazte Sestid-
helnik s vnitfnimi Ghly 120° a stranami délek a, b, ¢, a, b, ¢ a sadu kosoctverecki
slepenych ze dvou jednotkovych rovnostrannych trojuhelniki (pravy obrazek).
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Nahlédnéte, ze pocet tabulek je stejny jako pocet moznosti, jak vyskladat Ses-
titthelnik kosoctverecky.

[/ /RN
VLA VAV

2[2[1]1
2]2 8 8 ANSSAVEINEY

VAL AVL%
NS AVEZ%

Cviceni 12. Budte a, b nesoudéln4 licha ¢isla. Na pravitku dlouhém ab vyzna-
¢me nejprve kazdou a-tou rysku, pak kazdou b-tou rysku, a nakonec obtdhnéme
kazdy druhy tsek mezi vyznacenymi ryskami (za¢neme obtdhnutim prvniho).
Uvédomte si, ze celkova délka obtazeného tiseku je rovna pocétu cernych policek
na Sachovnici a X b, jejiz rohova policka jsou c¢erna.

(MKS-31-8-6, Rusky folklér)

Cvi€eni 13. Permutacim ¢ na mnoziné {1,2,...,2n}, pro néz existuje i < 2n
takové, ze |o(i) — o(i + 1)] = n, fikejme dobré. Ostatni nazyvejme Spatné.
Uvédomte si, Zze dobrych permutaci je vice neZ Spatnych. (IMO-1989-6)

Cviceni 14. Jsou déna ¢isla n > k stejné parity. V fadé stoji 2k lamp ocislova-
nych 1,...,2k. Na zacatku jsou vSechny zhasnuté. Jeden krok spoc¢iva v rozsvi-
ceni zhasnuté lampy nebo zhasnuti rozsvicené. Oznac¢me X pocet n-prvkovych
posloupnosti kroki, po kterych budou svitit pravé lampy 1,...,k, a dale ozna-
¢me Y pocet n-prvkovych posloupnosti krokti, po kterych budou svitit pravé
lampy 1,..., k, pficemz byly pfepinany pouze tyto lampy. Rozmyslete si, ze

X_2
Yy 2k
(IMO-2008-5)
Cviceni 15. Je ddno n > 3 bodu odcislovanych 1,2,...,n. Z bodu s mensim

¢islem vede vzdy Sipka do bodu s vétSim c¢islem. Obarveni Sipek ¢ervenou a
modrou nazveme jednobarevné, pokud pro libovolnou dvojici rtiznych vrcholi
A, B neexistuje zaroven modra a ¢ervena cesta z A do B. Uvédomte si, Ze pocet
jednobarevnych obarveni je n!. (ARO-2005)

Cviceni 16. Adam a Bedfich hraji iKS-tenis na n mic¢ktu. Pokazdé jeden hrac
podéava micek a néktery z hraca tento micek vyhraje. V okamziku, kdy mé nékdo
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vyhrano n mickd, vyhrava cely zapas. Prvni micek podavd Adam a dale mohou
byt dvé schémata podévani: a) podéva vzdy ten, kdo naposled vyhral micek, b)
hraci se v podani se pravidelné stiidaji. Pfedpokladejme, Ze pravdépodobnost
vyhry micku zavisi vzdy jen tom, ktery hra¢ podaval. Rozmyslete si, ze celkové
Sance hract na vyhru zapasu nezavisi na volbé schématu.

Cviceni 17. Ozna¢me D(n) pocet permutaci na n prvcich bez pevného bodu.
Uvédomte si, ze

D(n)+ (T)(n—l)!—&— <§>(n—3)!—|—-~- = nl+ (Z)(n—?)H— (Z)(n—4)!+--- :

Cviceni 18. Jako plné n-tice pfirozenych ¢isel budeme oznacovat ty, ve kterych
pro kazdé ¢ > 2, jez se v n-tici vyskytuje, plati, ze se v n-tici vyskytujei i — 1,
pri¢emz prvni vyskyt ¢ — 1 je pfed poslednim vyskytem i. Rozmyslete si, ze
plnych n-tic je n!. (IMO Shortlist 2002)

Cviceni 19. Ozna¢me G(n) pocet vSech moznych stromt (souvislych grafi bez
kruznic) na danych n vrcholech. Bijektivné ukazte

n™ = G(n)-n®.
Cviceni 20. Bijektivné ukazte

S0

k=0
RoOzZKLADY

Definice. Rozkladem ¢isla n délky k£ > 1 rozumime konecnou nerostouci po-
sloupnost pfirozenych ¢isel aq, ..., ar spliujici a3 + - - - + a = n.

Cviceni 21. Nahlédnéte, Ze pocet rozklada ¢éisla n je roven poctu rozkladu
¢isla 2n délky n.

Cviceni 22. Nahlédnéte, Ze pocet rozkladu ¢isla n délky k je stejny jako pocet
rozkladt n, kde a; = k.

Cviceni 23. Rozklad nazveme symetricky, pokud pro kazdé i udava a; pocet
prvku rozkladu velkych alespon i. Uvédomte si, ze symetrickych rozkladu cisla
n je stejné jako téch rozklada ¢isla n, kde jsou jednotliva a; riznéa a soucasné
licha.

Cviceni 24. Bijektivné ukaZte, Ze pocet rozkladu ¢isla n, ve kterych jsou
vSechna a; rtizné, je stejny jako pocet rozkladt ¢isla n, ve kterych jsou vsechna
a; liché.
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Cviceni 25. Bijektivné ukazte, Ze pocet rozkladu ¢isla n, které neobsahuji
druhou mocninu prirozeného cisla, je stejny jako pocet rozkladu cisla n, ve
kterych se kazdé ¢islo i vyskytuje nanejvys (i — 1)-kréat.

FIBONACCIHO CisLA

Definice. Pocet moznosti, jak vyskladat tabulku (n — 1) x 1 kostickami 1 x 1
a 2 X 1, nazyvame n-tym Fibonacciho ¢islem a znac¢ime F,.

Cviceni 26. Nahlédnéte, ze poc¢et moznosti, jak vyskladat tabulku (n —1) x 2
dominovymi kostickami je roven Fj,.

Cviceni 27. Nahlédnéte

Fa+b+1 = Fa+1Fb+1 + Fo Fp.
Cviceni 28. Uvédomte si, ze pofet moznosti, jak rozdélit tabulku (n 4+ 1) x 1
na dilky vétsi nez 1 x 1, je Fj,.
Cviceni 29. Uvédomte si, ze pocet moznosti, jak vysklddat tabulku n x 1
kostickami s lichymi rozméry, je F,.

Cvicéeni 30. Hadem oznacme kone¢nou posloupnost ¢tverecktt v miizce tako-
vou, ze kazdy nasledujici ¢tverecek je tésné nad predchozim nebo tésné vpravo
od néj. Rozmyslete si, ze pocet moznosti, jak vysklddat tabulku a x b pomoci
hadi, je sou¢inem nékolika (ne nutné riznych) Fibonacciho ¢isel. Na obrazku
je ukazka vyskldadaného ctverce 8 x 8.

Eieh

CATALANOVA CisLA

Definice. Pocet vsech cest délky 2n ve ¢tvercové miizce n X n z levého dol-
niho rohu do pravého horniho, které vedou celé nad odpovidajici ihlopfickou,
nazyvame n-té Catalanovo ¢islo a znacime jej C),.

Cviceni 31. Uvédomte si, ze C,, je rovno poctu ndhrdelnikii s n bilymi a
n + 1 éernymi korédlky, pfi¢emz nahrdelniky lisici se pouze otoenim (nikoli
pfeklopenim) povazujeme za nerozliitelné. Na zdkladé toho odvodte

. — 1 (2n>
n+1\n
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Cviceni 32. Nahlédnéte, Ze poéet moznosti, jak na sebe poskladat pyramidu
z minci se spodni fadou o n mincich (viz obrazek), je roven C,,.

00 @ oD & &

Cviceni 33. Rozmyslete si, ze C,, udava pocet zakofenénych binarnich stromu
na n vrcholech, kde rozlisujeme pravé a levé syny.

A SRR

Cviceni 34. Na zakladé predchoziho cviceni nahlédnéte, Ze poCet moznosti,
jak rozdélit pravidelny (n + 2)-thelnik na n trojihelnikd, je C,.

Cvicéeni 35. Dyckovou n-cestou rozumime cestu o 2n krocich zprava doleva,
ktera zacind ve vysce 0, v kazdém kroku popojde o 1 Sikmo nahoru nebo o 1
sikmo dold, koncéi ve vysce 0 a nikdy nejde do zaporné vysky. Kopeckem v Dyc-
kové n-cesté rozumime vrchol ve vysce 1, jehoz oba sousedni vrcholy lezi ve
vysce 0. Rozmyslete si, ze pocet vsech kopeckt ve vSech Dyckovych n-cestach
je stejny jako pocet vSech Dyckovych n-cest (coz je zfejmé rovno C,).

pon AN AN SN N

Cviéeni 36. Obrazcem délky n rozumime neusporaddanou dvojici cest v miizce
délky n vedoucich pouze doprava a nahoru, a navic takovych, ze se potkaji
pouze v prvnim a poslednim bodé. Bijektivné ukazte, Zze pocet obrazct délky n
je Cp—1. Na obréazku jsou dva obrazce délky 9. (MKS—-26-4-8)

iH

HINTY KE CVICENIM

Hint 1.

/ /
[X[o] Tele] [of T H{X] [ [e] Je] [ [e]

Hint 2. Pravé a ze vSech a + b kroki povede vodorovné.

Hint 3. Scitanec a’b" ! dostaneme tolikrat, kolik je moznosti, jak v i zavorkach
vybrat a a ve zbylych n — ¢ vybrat b.
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Hint 4.
LIOl XL [ [« [ HL XL IO [ [« T H [ & [ [ [« []
Hint 5.
VAV /\
ININININ/ NN/
INNINON/NNAN/N
INININININONINANN
NN N NNNNNYN
ooo/Oo/o\ooo\ooo
Hint 6.

Hint 7. Invertujte kazdou druhou pozici.

Hint 8.

YVVVYVYVVY

VVVYVYVYVYV

37
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Hint 9.

Hint 10. Kazda ovce si vS§imne vlka az v okamziku, kdy se poprvé octne vedle
ni.
Hint 11.

Hint 12.

7

Hint 13. Ve $patné permutaci pfesuiite prvni prvek ke svému ,kamaradovi®.

Hint 14. Vyjadfete pomoci X, pfipadné Y, pocet téch n-prvkovych posloup-
nosti krokt takovych, ze na konci bude pro kazdé i < k svitit pravé jedna
z dvojice lamp ¢, k + 1.

Hint 15. Obratte éervené Sipky.

Hint 16. Kolikrat nejvyse mohou podavat jednotlivi hraci v jednotlivych sché-
matech? Karty osudu jsou rozdany, na hie nezalezi.

Hint 17. Interpretujte jako permutace, ve kterych je obarven lichy, resp. sudy
pocet pevnych bodi. Pak staci invertovat prvni pevny bod. Obdobny pfistup
I1ze pouzit i na dikaz obecného principu inkluze a exkluze.
Hint 18.

2,1,2,1,2,1,3,3 < 6,3,5,2,4,1,8,7
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Hint 19.

Hint 20.

4
Wy y
Z

s ( ) s
7

s s

Hint 21. V rozkladu délky n snizte kazdy s¢itanec o 1.

Hint 22.
24241

oo

Hint 23.

Hint 24.
1+14+1+14+143+3+3=1+4+34+6
Hint 25. Nahrazujte v prvnim typu rozkladd vzdy k stejnych ¢isel k za ¢islo

k2.
Hint 26. Staci prvni fadek.
Hint 27.
| Fayr | Fyi1 |+ ] ] Fy
a b a—1 b—1
Hint 28.
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Hint 29.

¢ ll.::IIITI:::I:::III:::II

Hint 30.

Hint 31. Cerna=nahoru, bila = doprava. Existuje pravé jedno natoceni néhr-
delniku takové, zZe jej drzime za ¢erny koralek a zbyla cesta vede nad tthlopfickou.

Hint 32.

Hint 33.

Hint 34.
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Hint 35.

. >
/\/\/\/\/\ N N
Hint 36.
ﬁ"j ~
O

LITERATURA A ZDROJE

(1] Richard P. Stanley: Bijective proofs problems, http://math.mit.edu/ rstan/bij.pdf
[2] Yufei Zhao: Bijections, http://yufeizhao.com/olympiad/bijections.pdf



PEKNE TECHNIKY V NEROVNOSTECH

PAVEL SALOM

ABSTRAKT. Prfispévek ukazuje pokrocilé techniky pro elegantni dukazy
nerovnosti. Duraz je kladen na dimyslné pouzivani Cauchy-Schwarzovy
nerovnosti (nejéastéji ve formé ,zlomkobijce“). Vétsina tloh je prevzata
z knihy Inequalities with Beautiful Solutions.

Pripomeneme dvé nejcastéji pouzivané nerovnosti. Témi jsou AG nerovnost
a Cauchy-Schwarzova nerovnost (CS).

Tvrzeni (AG nerovnost). Pro kladnd ¢isla x4, ..., x, plati

T+ -ty 2>2nYT Ty

Tvrzeni (Cauchy-Schwarzova nerovnost). Pro libovolnd redlnd ¢isla uq, . .., uy,
avi,...,v, plati

(2 + - Fud) W+ 02) > (uvy + . ugp)R

Nejcastéji budeme CS nerovnost pouzivat ve formé, které budeme fikat CS
zlomkobijec.

Tvrzeni (CS zlomkobijec). Pro kladnd redlnd éisla aq, ... ,an aby,..., by, plati
a2 2 )2
a0 (et dan)
by bn by +---+by

Na prednasce si rychle pfipomene myslenky dikazu.

V poslednich letech se teorie kolem ,elementarnich“ nerovnosti rychle roz-
vinula, a tak jsou na svété velice silné metody na jejich dokazovani. Zminime
napiiklad metody Sum of Squares, Mixing Variable Method, ABC Method nebo
silné a obecné nerovnosti RCF Theorem — Right Convex Function Theorem,
LCF Theorem, Vornicu-Schur inequality atd. Témito silnymi nastroji se nebu-
deme zabyvat, dame tentokrat prednost krasnym postupim a trikiim, nad nimiz
zustava rozum stat. Dosloval
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Uloha 1 (Obréceni nerovnosti). Pro kladna a, b, ¢ se souc¢tem 3 dokazte, ze

a 3

E >

1462 2
(Bulgaria TST 2003)

Reseni. Nejdiive dvé pozorovani, ktera k feseni nevedou. Kdyby zlomky byly
tvaru Hfﬁ, umime rychle dokézat obracenou nerovnost, nebot

a a 3
S <Ta-s
1+ a? 2a 2
P1i podobném postupu v nasem piipadé délame prvni odhad na Spatnou stranu,
ale jinak to nevypada uplné zle. Plati

Yrwe: (X1 (52

A ted jak z toho ven!

a ab? ab? _ ab

T+ YT 1xee =Y YT

Pro platnost pavodni nerovnosti bude stacit dokazat, ze

tedy ze

Zabg?).

Posledni nerovnost je vSak primym dusledkem znamé nerovnosti

3(>ab) < (Za)2 —9.

Uloha 2 (Zlomkobijec pozpatku). Pro kladna a, b, ¢ dokaite

a 3
DI
2a+b+c ™ 4
(Vasile Cirtoaje, zjednodusena varianta)

Resend. Opét nejdiive ukdzeme tivahu, kterd nas k feseni nijak nepfiblizi. Jests
predtim poznamenejme, Ze s trochou odvahy se da nerovnost roznasobit a vzhle-
dem k tomu, Ze nerovnost je jen symetricka a Ze stupen roznasobené nerovnosti
bude tfi, lze opravnéné doufat ve vitézstvi.

Pro méné odvazné se zda byt CS zlomkobijec v prvni chvili péknym napadem,
protoze se elegantné vyporada se jmenovateli. To vSe je ale p€kné jen do chvile,
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nez zaregistrujeme, ze zlomkobijec odhaduje nerovnost na opac¢nou stranu, nez
chceme. Jinak ale

a a? (a+b+c)?
Z 2a+b+c :Z 202 +ab+ac ~ 2> a?+2> ab’
(a+b+c)? < 3
2> a?+2% ab — 4’
kde posledn{ nerovnost je jen prevlecena nerovnost > ab < Y a?.

A ted jak z toho zase ven!

a 1 1 1 1
_—— _— < - ==
Z:2cz+b+c Za(aer)Jr(aJrc)_4Za(a+b+a+c>
1 a a 1 a b 3
_4Z<a+b+a+c) _4Z<a—|—b+b—|—a> 4

Vzhledem k tomu, jak vypadal jmenovatel jsme si dovolili pouzit zlomkobijce
presné pozpatku nez je to bézné.

Poznamenejme, ze v této tloze lze postupovat i podobné jako v predchozi.
Lze totiz vyuzit rovnosti

2a _1 b+c
2a+b+c 2a+b+c’
¢imz se nerovnost obrati. Potom muizeme pouzit klasického zlomkobijce a opét

zjistime, Ze dostaneme jen pievle¢enou nerovnost > ab < > a?.

A TED vy!

Uloha 3. Pro kladna &isla a, b, ¢, d dokazte, Ze plati nerovnost

4
Z a >a+b+c+d.

ad + 263 — 3

(Pham Kim Hung)

Uloha 4 (na rozehiati). Pro kladn4 &isla a, b, ¢, d dokazte dvé nerovnosti:

2 3
4 (ab+bc+ cd + da) < (Za) , 16 (Zabc) < (Za) .
Prvni nerovnost pfitom plati pro libovolna realna ¢isla. (zndmé nerovnosti)

Uloha 5. Predpokladejme, Ze soucet kladnych &isel a,b, ¢, d je 4. Dokazte, Ze
potom
a+1 S
b2+1~
(Pham Kim Hung)
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Uloha 6. Piedpokladejme, Ze soucet kladnych é&isel a,b, ¢, d je 4. Dokazte, Ze

potom
ab+1
— > 4.
22 +1 —
(Pham Kim Hung)

Uloha 7. Piedpokladejme, Ze soucet kladnych &isel a,b, ¢, d je 4. Dokazte, Ze

potom
S 2
1+0b%c —

(Pham Kim Hung)
Uloha 8. Necht souéet kladnych &isel a, b, ¢ je 3. Dokazte, ze

Y TETe <3
da? + 12 +¢2 — 27
(nezndmy zdroj)

Uloha 9. Nechf pro nezaporna &sla a, b, ¢ plati a® + b 4+ ¢ = 1. Dokazte, ze

potom
be 3
E < -.
a?2+1~ 4

(Pham Kim Hung)
Uloha 10. Nechf pro nezéporna &isla a, b, ¢ plati ab + be + ca = 3. Dokaite, Ze

1
Za2+2§1'

(nezndmy zdroj)
Uloha 11. Pro kladn4 &isla a, b, ¢ dokazte
a® — be
Dl iz
4a? + 4b% + ¢
(Vasile Cirtoaje)
Uloha 12. Pro kladn4 &isla a, b, ¢ dokazte

Z ac <a+b+c
da+4b+c — 9 '

(Pham Kim Hung, zjednodusSena verze)

Uloha 13. Pro kladné &isla a, b, ¢ dokazte

a 1
DERURNEY
da+4b+c ™ 3
(Pham Kim Hung)
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Uloha 14. Pro kladné &sla a, b, ¢ dokazte

S rae s
4a? + b2 +4c2 —

(slavna nerovnost z projevu pii zahdjeni MO 2009, Pham Kim Hung)
Uloha 15 (pékna podminka). Necht nezaporn4 éisla a, b, ¢ spliuji a®4b%+c? =
a + b+ c. Dokazte, Ze potom
ab + be + ca > a?b® + b2 + 2a’.
(Vasile Cirtoaje)
Uloha 16. Pro kladna &isla a, b, ¢ dokazte
Z a3 < Cl3 + b3 + C3
202 +be ~ a? + b2+ 2’

(Vasile Cirtoaje)
HINTY K ULOHAM

Hint 3. Zlomky vyjadiete jako rozdil s naslednou myslenkou pouzit AG na
jmenovatele.

Hint 4. Prvni nerovnost lze upravit na ¢tverec. Ve druhé nerovnosti jde jen
o to, rozmyslet si, Ze ¢leny vpravo lze vhodné seskupit do nékolika AG.

Hint 5. Po standardnim triku pouzijte jednu z rozehfivacich nerovnosti.

Hint 6. Tentokrat pfemyslejte, jak jednu z rozehfivacich nerovnosti vyuzit po
néjaké substituci.

Hint 7. Pokud vahate, jak dokizat nerovnost, kterd zbyde po standardnim
triku, tak pfemyslejte o néjakém AG, které nerovnost prevede na néco piijem-
néjsiho — konkrétné na rozehrivaci nerovnosti.

Hint 8. Je potieba si situaci nastelovat pro pouziti zlomkobijce pozpatku. To
se da udélat homogenizaci.

Hint 9. Homogenizace je brnkacka. Porad je ale potfeba si inverzniho zlomko-
bijce predpfipravit. Vyuzijte nerovnost 4ab < (a + b)?.

Hint 10. Neni jasné, kdy a jak nejlépe vyuzit podminku. Napiste kazdy zlomek
jako rozdil. Potom by mélo byt vidét, ze zlomkobijec s naslednou homogenizaci
ulohu fesi.

Hint 11. Zlomky pfepiste jako rozdil a potom hledejte zlomkobijce pozpatku.
Hint 12. Je potieba chvilku se zamyslet, jak rozdélit jmenovatel pro pouziti
zlomkobijce pozpatku. Pti jeho pouziti dejte pozor na to, aby mohla nastat
rovnost pro (1,1,1)!
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Hint 13. VyzkousSejte si pfimocaré pouziti zlomkobijce pozpatku a zjistéte,
v Cem je problém. Namisto a by se v citateli spise hodil néjaky smiseny clen
podobné jako v predchozi tloze. Prijdte na to, ktery, a jak docilit toho, abychom
jej tam méli!

Pokud stéle nevite, zkuste néjak vyuzit toho, Ze 4a(a+b+c) —a(da+4b+c) =
Jac.
Hint 14. Pouzijte (plné obydejnou) Cauchyho nerovnost pro zbaveni se od-
mocnin. Potom nezbyva nez si pfiznat, Ze pomoci predchozich nerovnosti uz
byla tato v podstaté vyresena.

Hint 15. Pracujte s druhou mocninou podminky a nerovnost podle toho pfre-
formulujte. Nedostali jste nerovnost, kterou znate? (Pokud ne, véite, Ze to je
Holderova nerovnost.)

Hint 16. Zlomek pfepiste jako rozdil. Potom stac¢i obycejny zlomkobijec. Jeho
jmenovatel odhadnéte pomoci sou¢tu druhych mocnin. Nakonec zbyde Schurova
nerovnost.

LITERATURA A ZDROJE

[1] Vo Quoc Ba Can, Vasile Cirtoaje, Tran Quoc Anh: Inequalities with Beautiful Solutions.
(2] Pham Kim Hung: Secrets in Inequalities.
[3] férum Mathlinks, predevsim prispévky od uzivateld Vasc, can-hang2007



FUNKCIONALNE ROVNICE NAD REALNYMI CISLAMI

VIKTOR LUKACEK

ABSTRAKT. V prispevku sa nachddzaju funkcionalne rovnice, na ktorych
vyreSenie sa pouzivaji mnohokrat menej zndme sposoby.

Na vyriesSenie funkcionélnej rovnice ¢astokrat staci spravne dosadit, porovnat
a vyuzit zistené vztahy. Nasledujtce priklady je moZné len tazko vyriesit iba
tymto spdsobom. Velmi dobre sa daju vyuzif vlastnosti funkcii, ako napriklad
surjektivita (to znamend, Ze obor hodnot je celd mnozina, do ktorej funkcia ide),
prostost (dvom réznym prvkom sa nepriradi ten isty) a iné. Funkcia je neparna,
ak pre vSetky x plati —f(z) = f(—x), a parna, ak f(z) = f(—z). Pevny bod je
kazdy prvok x, pre ktory f(z) = x.

V nasledujtcich tlohach sa budeme zaoberat najmé funkciami typu R — R
resp. RT — RT a mézeme v nich vyuzif: pracu s oborom hodnét nielen spo-
sobom, Ze f je surjekivna, nerovnosti, pri ktorych treba dosadit napriklad tak,
aby sme zistili, Ze funkcia je rasttica, pevné body, potom moZno vyuzit prostost,
neparnost, vytvaranie inej funkcie, pre ktort pojde nie¢o dokazat lahsie, peri-
odickost, zaviest rdzne postupnosti, monoténnost a samozrejme kombinovat to
s vhodnymi substitiiciami.

VYUZITIE OBORU HODNOT

Uloha 1. Najdite vSetky funkcie f: R — R splilujtce pre vietky =,y € R

F(f(@) +y) =22+ f(f(y) — ).

Uloha 2. Néjdite vSetky funkcie f: R — R spliiujtce pre vietky z,y € R
@)+ fy) = F(f (@) f(y)

Uloha 3. Néjdite vSetky funkcie f: R — R spliiujtce pre vietky z,y € R

[ +y) = fl@+y) + f@)f(y) —zy.
Uloha 4. Nijdite vsetky funkcie f: R — R splilujtce pre vietky z,y € R
flaf(@)+ f(y)) = f(2) +y.
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NEROVNOSTI
Uloha 5. Najdite vietky funkcie f: R — R spliiujtice pre vietky z,y € R

1

S )+ 57(52) ~ F@)f2) > |

Uloha 6. Dokazte, 7e neexistuje funkcia f: Rt — RT taka, Zze pre vietky
z,y € RT

@) = fle+y)(f(@) +y).
Uloha 7. Nech funkcia f: R — R spliia pre vietky » € R

() < szf(;C)

IN

apre z € (—1,1) plati f(z) < 1. Dokazte, ze pre vSetky = € R plati f(z)
Uloha 8. Nech funkcia f: RT — R* spliia pre vietky = € RT

fQ2z) >z + f(f(z)).
Dokéazte, Ze pre vietky x € RT plati f(z) > z.

Uloha 9. Dokézte, ze neexistuje funkcia f: R — R spliiujiica pre vietky z,y €
Rceolonf(0) > 0 a zaroven

flx+y) = fo) +yf(f(2)).

PEVNY BOD

Uloha 10. Nech g: R — R je kvadraticka funkcia takd, ze funkcia g(g(x)) —
mé aspon 3 korene. Dokézte, Ze neexistuje funkcia f: R — R spliiujice pre
vSetky z € R

f(f(@)) = g(x).

.....

vsetky funkcie f: .S — S spliujace pre vSetky xz,y € S

flz+ fly) +xf(y) =y + f(z) +yf(z)
f(x)

x

a zdroveli funkcia je na intervaloch (—1,0) a (0, c0) rastica.
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ROZNE
Uloha 12. Najdite vSetky funkcie f: R — R spliiujtice pre vietky =,y € R
fle+y) = fla—y)=f2)f(y)
Uloha 13. Najdite vSetky funkcie f: R — R spliiujtice pre vietky =,y € R
(= y)f(z+y) — (@ +y)flz—y) = day@a® — ).
Uloha 14. Dokazte, ze kazdé funkcia f: R — R spliiujiica pre vietky € R

f(x)Jrf(erg) f<x+é> +f<x+;>
a zaroveinl |f(x)| <1 je periodicka.
Uloha 15. Najdite vSetky funkcie f: R — R spliiujtice pre vietky =,y € R
F(f(@) +y) = f(@® —y) +4f (2)y.

Uloha 16. N4jdite vetky monoténne funkcie f: R™ — R* splitujiice pre

vietky =,y € Rt
Fanf(12) =1

HINTY K ULOHAM

Hint 1. Z volby y = —f(x) méme, Ze je surjektivna. Volbou takého z, aby
f(x) =0, a vyjadrenim z = f(y) — f~1(0) dostaneme, ¢o chceme.

Hint 2. Stcet lubovolnych dvoch ¢isel z oboru hodnét je tam tiez. Ako potom
mozno dvakrat dosadif, aby vyrazy na pravej strane boli rovnaké?

Hint 3. Volbou y = 0 dostaneme funkéné hodnoty pre prvky v obore hodnot,
pouzitim tohto vzfahu do zadania so sprdvnym dosadenim dostaneme, Ze 0 je
v obore hodnot.

Hint 4. Dosadenim takého x, ze f(x) = 0, dostaneme vztah, ktory mozno
pouzit pri porovnani povodného vztahu so vztahom po dosadeni z = f(x).

Hint 5. Treba sa pokusit najprv ur¢it f(1) a potom vhodnym dosadenim ohra-
ni¢it zdola f(x) a potom aj zhora.

Hint 6. Pokuste sa upravit nerovnost tak, aby f(x) — f(z + y) bolo na vicsej
strane a aby sa na tej mensej nevyskytoval vyraz f(x + y). Co potom plati pre
tuto funkciu? Dosadte = x 4+ k/n a y = 1/n do tejto nerovnosti. Ako mozno
zvolif n, aby sme mohli tiito nerovnost ohrani¢it zdola? Co potom dostaneme
pre k = 0 az n — 1? Co potom plati pre vyraz f(z) — f(x +m)? Ako mozno
zvolit m, aby sme dogli k sporu?
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Hint 7. Vytvorte funkciu g z funkcie f, pre ktort chceme ukézat ohranic¢enost
nezavisli na . Co potom plati pre g2 (z)? Co z toho vyplyva pre g(z) pre dost
velké n?

Hint 8. Plati f(z) > 12?7 Ako potom mozno lepsie odhadnttf f(z)? D4 sa
potom vytvorit postupnost?

Hint 9. Co mozno povedat pre y < 0, ak pre vSetky = plati f(f(x)) < 0?7
Ukézte, Ze je to v spore s f(0) > 0. Potom mozno dosadif do z taka hodnotu,
aby sme ukéazali, Ze f je pre fubovolnu konstantu od istého x vicSia ako této
konstanta. Potom mozete ukazat, Ze od istého ¢isla je f rastiica, a potom aj
f(z) > cx pre Tubovolné c.

Hint 10. Ukazte, Ze ak a je pevny bod funkcie g, tak aj f(a) je. Podobne pre
g(g(x)) potom ukazte, Ze nemdze nastat, aby bolo a pevnym bodom g(g(x)) ale
nie pre g a zéaroveii aby f(a) bolo pevnym bodom g. Co potom plati pre g obraz
pevného bodu g(g(z)), ktory nie je pevnym bodom g(z)?

Hint 11. Co sa stane, ak po dosadeni y = z pre nejaké x plati, Ze vyraz na
pravej strane je nenulovy? Z rastu funkcie na oboch intervaloch potom vyplyva,
7e existuje maximélne jeden pevny bod na oboch intervaloch. Dosadte ho za .

Hint 12. Dosadte y = —y, porovnajte so zadanim a vyvodte z toho neparnost.
Dosadte « = y, vyuZzite neparnost a porovnajte f(2x) a f(—2z).

Hint 13. Substituujte v = 2 +y a v = 2 — y. Cim mozno podelit, aby sme
mohli dostat na oboch stranéch iba jednu premennt?

Hint 14. Postupnym dosadzovanim napr. x = x+k/6 vyjadrite f(x+1)— f(z).
Funkcia g(z) = f(z+1)— f(x) je periodicka. Vyjadrite f(x+n)— f(z) pomocou
g, vyuZite jej periodickost a podmienky zo zadania na ukdzanie, ze g(x) = 0.
Hint 15. Dosadte do y taky vyraz, aby v argumente funkcii vznikol rovnaky
vyraz. Z toho plynie, Ze pre kazdé x plati f(x) = 0 alebo f(x) = z2. Ak existuje
a také, 7e f(a) # a®, potom f(a) = 0. Dosadte z = a a potom x = 0 na zistenie
toho, Ze f je periodické s periédou a?. Dalej dosadte y = a2, vyuZite periédu a
eSte vztah, ktory vznikne po dosadeni y = 0.

Hint 16. Z dosadeni 1,z a f(f(z)), f(z) vyvodte f(1) = 1 a predpokladajte,
7e pre nejaké t # 1 plati f(t) = 1. Co treba dosadit, aby platilo f(z) = f(tx)?
Potom plati f(1) = f(t*) pre lubovolné k € Z. Teraz si sta¢i uvedomit mono-
ténnost.
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